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1 - TEORIA DE GAUGE ABELIANA - GRUPC DE GAUGE U(1)
Consideremos a Lagrangeana de um campec escalar com -

plexo

Ly = (3,67)(a%) - neTe (1)

Lg & invariante sob transformacdes gTobais(*}

${x) + ¢"(x} = U(8)e(x) ’

e 198 ¢y (2)

U{e)

sendo 8 real e independente de coordenadas de espago-tempo
a

{transformagdo global), Associada a esta invariancia existe

corrente conservada de Roether

aL ol
J"Eiq[ &y - 0 w‘]
2(3,¢) 3{3,9")

L
auj =0

(3)

e acarga @ = J $%4%x & gerador das transformagdes infinitesi
mais
862 0'(x) - #(x) = - 1neo = - ie[d.

onde a.a etc, representam operadaores de teoria quantizada.

A Lagrangeana Ly ndo permanece invariante sob trans-

formagdes locais (6 = o(X,t)) de U(1), pois,

*
) q & um nimero real fixo.
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2,0'(x) = 719800 o g - 1q (a,80x))00x)]

‘ o~ 198(x) (3u¢) = U{x)(3u¢) (#)

Para obter teoria invariante sob transformagdes to -
tais podemos modificar a Lagrangeana introduzinde um novo cam-
po vetorial Au(x) que serve para compensar o efeito do termo

(aue). Sugere-se que introduzamos uma derivada covariante

Du(ﬂ) H (Bu - ﬁquu) {5}
tal que

N v . o-108(x) .
(D 8)' = e (D, &) = U(x}(D 4} (6)

A tagrangeana apropriada serz entdo

L= {Duo)+{0“¢) - m2¢+¢ + (termos cingticos para Au)
Segue-se da eguagdo (6)
3y - teahy(x)) @ 190N g(x) 2 @710 (5 - teqn (x)) 4(x)

' 1 38
ALx) = A0 - g 220

g = Ax) + 1o vy (7

dande o modo pelo qual o campo de gauge Au(x) deveri transfor

mar sob transformagdes (de gmuge) locaids de U{1). Notamos que
dado um potencial ﬁu(x) € possTvel transforma-lo Tocalmente a

Zero se e somente se Au{x) tem a forma especial de  "gauge
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N\
puro®:
Ax) = - a0y v (8)
u e ‘|
para algum U{x) ¢ U(T).'Segue-se‘entio da eq. (8)
1 .
-3 (ava]J - 3,30 = 3y (A V) - 3, (A V)
= F“uU =0 {9)
onde
F = (3 A = 3 A 10
() 2 (38, - 2 ) (10)

Em outras palavras, Au(x) e(localmente) gauge-equivalente ap
potencial nulo tzo somente quando o campo Fuv(x) 2 nulo.

E facil verificar

2u(8) » 0,A)] = - 10 F o 0) (1)
e da eq. (6) obtém-se:
D, (A"} = D (A)y"] (12)
de modo que
] - 1 "‘1
Faw = Fuu(A') = UF GAw™! o F o ca) (13)

Podemos assim obver a Lagrangeana completa invariante sob trans

formagoes de gauge locais como
- +onb - mlgt, ] uv
L o= (D (A)9)(D7(A)e) - m¢7e - 5 Favf {(14)

que nada mais & do que a Lagrangeana para a eletrodinimica de
um campo escalar complexo. 0 principic de invariancia sob trans

formagGes de gauge locais leva de maneira natural tambem 2
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determinacdo da diniamica de interagdio entre partTculas carrega
das e o campo de gauge que por sua vez gera interagac entre par
tTculas. A transformacdo de gauge (Eqs. (7), (13)} pode tam -
bém ser vista como um mapeamento de um ponto x da variedade WM
do espago-tempo 3 variedade de numeros complexos e 190 (x)
Consideremos o caso de uma dimenséo de tempo e uma
de espago. Para um xo fixo, temos um mapeamento do eixo real
-w < x| < » sobre os pontos de um circulo com rajo unitdrio

Podemos identificar os pontos no infinito e projetar ¢ elxo

N
real sobre um ouvtro cTrculo unitirio

y2 _ 4 1

. cos¢ = léTl?—l—— , seng = —~T£§————

(x7)° + 1 (x7)" + 1

A transformagao de gauge aqhi pode entao ser vista como mapea-
‘mento dé um circulo unitdrio S, sobre um outro circulo unitd -
rio S$,{U(x) » U{¢) = e'iqe(¢)). Pelas consideragdes topolbgi-
cas (ver, por exemplo, Marciano e Pagels), sabemos que tais ma
" :peamentos podem ser sub-divididos em nUmero infinito de clas -
ses d1stintas(*). Os elementos pertencentes a uma determinada
classe podem ser deformados continuamente a um eiemento da mes
ma classe, mas n2o a um elemento de classe distinta. Se inter-
pretarmos que o vacuo da teorfa de gauge quantizada correspon-
de a fituacio classica F,u = 0, chegaremos 3 conclusdo de gue
{Eq. {B8)) o estado de vacuo do campo de gauge, no caso em con-

sidera¢do, serd infinitamente degenerado.

*

) 5y @) = 1602 amsp ez, A sy =0,
FI(SO(N)) =Z, (8>3 T (SU(N)) = m,(SU(M)) = 0 ,
ﬂ3(0(1)) =0 , m{UM) =2 , m(s0()) =2, etc.
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11 - TEORIA DE GAUGE XA0-ABELIARA. CAMPO DE YANG-MILLS

Trataremos agora da teorja de gauge baseada em um
grupo de Lie semisimples ndo-abelfano. Por conveniéncia de no-
tacao, escolheremos o grupo 50(3), embora a discussdo seja com
pletamente geral. Este grupo & usado na Cromodinimica Quantica
{QCD) para indicar as tres “"cores" dos "quarks". 0 grupo @
constituTdo de matrizes {3 x 3) que sao unftirias e unimodula-
res. 0s oito {32-1 s B) geradores Ty» 8 % 1,2,..,8 . obedecen

3 algebra de Lie

[Ea’ré] “ T fape Tc ()

gnde as constantes de estrutura fabc sao reais e complatamente
antisimétricas em a,b,c. Na representacéo regular {8} T, sdo

representados por matrizes {8 x B) definidas como

Ta > (Lydpe 21 Tupe (2)

Nas representatﬁes(*} {3} e {3*} os Qeradores sao representa-

dos por matrizes (3 x 3}
3} ¢ Tyet =i
(3" T, e -t ' (3)

onde ), sdo matrizes de Gell-Mann. Temos

*) po contririo do que acorre para SU(2), as representacies 13} e {3*} sio

inequivalentes.
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T3 2p) = 2 8y,

4
Dagedpl=2dppc 2t 38, 1
(4)
TPAG[AQ.AEJ = 4 4 fabc
sendo as constantes dabc completamente simetricas.
Descreavemos por
~ W](x)
Vix) = (Up(x)| = (9, (x))
Wg‘x)
2 =1,2,3, um triplete de campos de Dirac (trés estados de

-*cores"” de um campo de "quark") que se transforma conforme a

representacao {3} do grupo SU(3) de simetria interna, isto &,

Ya,at) SITIT Vaup ¥,a(X) 2 9,000 (5)

onde o = 1,2,3,4 representam os Tndices do spinor de Dirac e,
(8 + w):

-fu_t
U= (U, )= (e “a 3y € sU(3) (6)
Entioi
‘:.ﬂ W w;nﬂué':l

ou

o' + -1

woy v v
[ AT ! {7)
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- - ut t] e ot 0
wl'u w_a_:B{Y }Bu wﬁiE{T }BCI.

A Lagrangeana livre invariante sob transformagges glo
bais de simetria interna SU{3) €
L=3¥ (iv"a, - mv

Com relagdo as transformagdes locais 3, ¥" # U(3,¥) de modo que
a tegria nde & invariante sob as mesmas. Mecessitamos agora de
oito campos de gauge, um para cada gerador, para compensar os

termos {apwa)ta' A derivada covariante & entdo definida como

= - 1 a
D (A} = (3, - g T, A%) ()
(V) = U (O¥) . (9)

sendo 'g' uma constante de acoplamento. Na representagao regqu -

Tar {8}, T, » Lys

ab _ c
Bu = {Gabau gf.bc&u) {10)
e na representagio {3}
= - 3 a 11
b, = (3, 1gtaAu)' (11)

A transformada de campo de gauge n:(x} {gluons}  so0b
transformagoes de grupo de gauge SU(3) & facilmente obtfda,usan

do a Eq. (9)

(3,719,001 (x) = UCx) (3, - 19t,A%)4(x)

- U(x) (3, - 19t A7)y (x))
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Segue-se |
-1 i . -1
' oa . - 12
Ay = VAU g (3,u)u {12)

onde

MERS A: {13)

E claro que a Eq. (12) & valfda também em qualquer outra repre

= 1 maTa

sentagio quando U = e e A = TaA:. Notamos que A (x)

"

se anula (localmente) por meio de uma transformagdo de gauge ,
~

tio. somente quando @ possTvel achar um U(x} e SU(3) tal Qque

ﬁu(x) seja "gauge puro":

1 -1 1 -1
A () = + 20T (3 ) = - 2 (2 07U (18)

Resulta desta equagio

1 -1 -1 -1
5 (3,9, = 2,2 0070 w2 (A1) - 3 (AU

=1
- Fuv(x) 1] a 0 -. {15)

onde Fuv € 0 campo dado pela expressio

A o
gFuv = TaF " 3 A, - 3A, - 19 [éu’Aq, . (16)
ou

a L a b,c

Fuv * 3A, = 8 A  + g f,, A, {(17)
ﬁu(x) & assim equivalente de gauge (localmente) a potencial ny
To (Au = 0), tao somente quando Fuv(x) = 0.

Deduz-se ficilmente
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b a,b
geTaTb(A:Av - A%

0,8 & o m)] -

a e
197, (3 A - 2 A7)

= - ig Fu“(ﬁ) (18)

Da Eq. {9) resulta:

. -1
D,(A') = UD (A)U (19)

onde A' & relacionado com A pela £q. {12). Obtém-se entic da

Eq. (18) a transformada de gauge parea an como

Fiy = Fou(A) = uruv(a)u“ (20)

A £Eq. (18) permite estabelecer certas {dentidades interessan -

tes. Trabalhando na represeéntagio regular 2 qual tanto A: como

a
Fuu pertencem, temos

copabouv_ 1 ,nca ab _ capab,-pv
0,70, Fp (D Du Du D, IFy

ch -u
--3 [@u o,|® FLv
- ) Y
. .
"% facy FLFb" = 0 (21)

E claro que pela demonstracdo Dc' D'b Fb = 0; k,t2 = 1,2,3 @
pab Fii = 0; ¥, = 1,2, A 1dentidade de Jacobi

0§* o?
Letelico E)“'E)"'Dv]] =0 (22)
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1

nos da (Eq. (18)) a {dentidade de Bianchi

cTc%ico PulhIFyy = 0 (23)
ou
b (A = 0 (24)
onde FUY . % eHVie Fyp € 0 tensor dual.

Notamos um fenomeno interessante na teoria de gauge
hao-abelfana. Neste caso os campos F:v ndo determinam as potén
cias médulo uma transformacao de gauge. Em caso abeliano mvtny
= Fu;tx} fmplica (3,4, - 3,4.) = 0 onde s = (Iu—au) e, por -
tanto, 4 = 3.8 e A,A _sEq copias de gauge. Em caso ndp-abelia
no, a equagdo analoga permite achar duas poténcias distintas
que nio sio ligadas por uma transformagao de gauge e chamam -
-se “copias de Field". Podemos construir também copias de den
sidade da agido (F:UFEU). Ocorre que as identidades acima nido
s#o suficientes para assegurar que existam somente as cdplas de
gauge. Nao € bem claro, no momento, Se osivfncu1os j& existen-
tes e os vinculos de gauge necessarios a serem impostos para
tornar uma teorfa quantica de gauge bem definida, serdo sufici
entes para preoibir as copias que ndo sejam as de gauge, no ca-
soj da teoria ndc-abeliana.

A Lagrangeana invariante sob grupo de gauge SU(3),em

vista das Eqs. (9), (20), pode ser escrita como
s TiivH - Ll pd v
L= 9{1y"D (R) ~ m)y - g F -F)
T E PV Toealid, ] ed cuv
Vlvya-mye ghy At%y - g FFy (25}

nSnequagﬁgs de Euler-Lagrange sao:
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D:bFEU AL (26)
(1v.3-m)¥ = - gt v, Ab¥ (27)
Decarre da Eq. (26)
uFa = 9(Fap ASFEY - ByVe ey = g7 (28)
de modo que
L
auza 0 (29)

2: € a corrente de Noether correspondente & invariincia glo-
bal sob SU{3). 0 termo fabcA:Fg” & o termo de auto-corrente de
campos de Yang-Mills enquanto que E&"ta$ representa a corren-
te dinamica. Verificamos faciimente que D [:wvut v]=0 mas a
auto-corrente ndo satisfaz esta equagio.

Da Eq. (26) para v = 0 temos

(VB v 0t Boh) = - gyttt (30)

onde Ea = (Flo. Ffo. FEO). Esta equacao, na teorfa nio-abelia-
na, corresponde 2 equagdo de Gauss da teoria abeliana. Na for-
mulagdo canonfca {Sec. III,IV) esta representaria um vinculo
sobre espago de fase.

A estrutura do vacuo do campo de Gauss no presente
caso, pode ser discutida como no caso abeliano. No caso de gru
po SU(3) o estado de vacuo do campo de gauge & infinitamente
degenerado (veja Marciano ¢ Pagels). As Eqs. (26) sdo altamen-
te ndo 1ineares, tendo autoacoplamento entre gluons. 0s gluens

coloridos sao responsaveis pela for¢a entre quarks e seu posst
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]
vel confinamento. A teoria de Yang-Mi11s tamb&m tem servido nos

anos recentes para dar uma base quantitativa e matematica para
a teoria fenomenoldgica de modelo de partons, que tem demons -

trado grande sucesso para reagao entre partTculas elementares.
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111 - FIXA(XO DE GAUGE E QUANTIZAGAC DA TEORIA DE YANG-MILLS

-Consideremos agora uma formulagio Hamiltoniana para
a teoria de gauge a fim de possibilitar a sua subsequente quan
tizagao. A quantizagao pode ser feita de mode candnico, isto B,
substituindo os parenteses clissicos pelos comutadores ou anti
comutadores, de uma maneira auto-consistente, entre os operado
res correspondentes, ou por mefo da formulacgio da integral
funcional de Feynman sobre espago de fase com modificagdes su-
geridas, no caso de uma teoria de gauge, por Faddeev e Popov.

As dificuldades na quantizagdo decorrem pelo fato de
que estamos tidando com uma Lagrangeana singular. Um dampd de
massa nuta, pela teoria geral de representagtes do grupo de Po
incaré, so pode ter dois graus de 1iberdade independentes(dois
estados de helicidade}. Por conveniéncia de uma descrigao cova
riante, introduzimos um potencial guadrf-vetor ﬁu que por sua
vez introduziu na teoria uma invariancia sob  transformagdes
de gauge. Entre outras consequencias, notamos que a fungio de
Green (propagador) da equagdo de movimento para Au ndo existe,

pots, temos

A FY = (V[ - M)A = - e(3Y ¢ Wry) = -en” (1)

e (g"V - 3¥aV) € um operador singular e a equagdo de movi -
mente ndo determina Au univocamente. Para a quantizagio da teo
ria precisamos tornar o potencial bem definido, fsto &, deve-

mos (a0 menos parcialmente)} fixar o gauge. Por exemplo, pode -
2
)

mos acrescentar a2 Lagrangeana um termo, - 2% (auAu » gue que-

bra a simetria de gauge. A equagio de movimento entao toma a
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forma
»y - - Yoy - v
-E, - a G)aa]au + e (2)
e a fungdo de Green & 5o0lugdo da equacgio

-[gl-ll D '(l - %)aualjsa“ (x'_xl) = S(X - xl) gt: (3)
Ro aspaco de momento escreve-se:

' [P - a - D et T e - ok (4)

Deduf-se facilimente {Ekv H a(kz)gkv + b(l:zjkkkv etc) o propa-

gador

+

Ky = 9,4 00 - a) Sy ]u —— (5)

onde a = 1 d& o gauge de Feynman ou Fermi, ¢ a-+0 o de Lan-
dau. Eatretanto, ndo & claro se o termo adictonal acabou alte-
rando o conteiido f7sico da tearia e se o propagador acims 2 con
sistents com”a unitaridade. De fato, por ;xenpio. no caso abe-
1iano, como foif demonstrado por Gupta e Bleuer, devemos usar o
e5pago de Hilbert com métrica indefinida e os estados fisicos
satisfazen 3 A"(+)1¢> = 0, assegurando desse modo, <¢I3 Ay =0

: No caso nio-sbeliane a situagio & wais complicada,

) dcvidu 4 autointeragido do campo de Yang~Mill1s. Temos agora,

] -
Suv DO-ao- ;)3“3{!&: . g[wuta* fabe f“cF:u‘a“(lSA:))]
(6)



»
Segue-se, entio{ )

[ (a,8)) = aga® E’m Fou = Tt ] (7)

0 campo {3 A)) nio satisfaz i equagio de um campo livre e, por
tanto, uma condigao snaloga a de Gupta-Bleuer, neste caso, tor
naria a tegria {inconsistente,

Um outro procedimento usado para tornar uma taeoria
de gauge sensTvel, & tentar fdentificar e descartar de infcio,
algums das vari{aveis supérfluas. 0 princTpio de Hamiiton, en -
tic nos da as equagdes de Euler-Lagrange para as varidveis res

tantes. Por exemplo, podemos fixar AE = 0, obtendo assim
DEOFEK . - givRedy k= 1,2,3 (8)
onde Fuk = ﬂ Decorre destas equagides ; 4 equagdo para ¢

(y.o-my « - g t, y.hue - g t, T.Ry (9)

que
2g(02°F20 4 gu*tty) - 0 (10)
Ko presente caso, ¥ equacdo {de Gauss)

oiPFE0 .« - g0t (1)

serd consistente com as demais tras equagdes. Esta equacao, to

davia, ndo decorre naturalmente, Por outro lado, se tentarmos

] : -
(*) No caso abeliano ¢ lado direito & nulo, pois au(¢y“¢) = () ¢ conetan -

tes de estruturas sio nulog.
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fixar A: a 0, obtemos somente trés equagdes, que sic as seguin

tes:
D:bFE1 - - guy 'ty 11,2 (12)
n:br‘g“ = - gutt?y  (Gauss) (13)
Temos agora ng = 3 Ao F13.= 3 Al

3fy o Fa 3R, » etc. Verifica-se, entre-

tanto, que agoraz a imposigdo da quarta equagido

S A (14)

tornaria o conjunto mutualmente finconsistente, salve, no caso
da teoria abeliana, e, Inclusive, no caso de cémpo nao-abelfa-

no 11vre(*) (¢ = 0). Em cutras palavras, devemos necessariamen

3

a = 0 na Lagrangeana antes de derivar as equagbes de

te impor A
movimento.

Discutiremos em seguida, a aplicagdo ao nosso caso
do método sistemiitico de Dirac, para construir formulagdo Ha -

miltoniana para Lagrangeanas singulares,.

(" 1 2 2 03
Por axamplo [] tA - 4. - Ag - ‘38,('x0 + ;1 +x7) + 3.3 g,

01 0 12 3

L} '1(30 + 31)A. =0,7 =0, F,~=-g, resulta
Al 0 b_ul 0 2
Dubl't - D;bl'g = (0 nmas D; 1': - s; (=x +x" + x) o

¢ 0.
i obtide em colaboragao com R. Mondaini.
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IV - PORMULACAO HAMILTONIANA DA TEORIA DE GAUGE: QUANTTIZACAO
CANDNICA

IV.1 - Formulagac Canoniea: Método de Dirae

A densidade da Lagrangeana & dada por

Le-g FRUFEY + B (1w 0-m)u + gTy-A%t%y (1)
€ a agao
S - J L(t)dt = I[ dtader (2)

0s momentos candnicos 5ao0

2. 6L _ Ou '
LA T Fa (3)
a
w2 8oyt (4)
8%

onde a dinamica & definida sobre hiperplanoes t = const. bem co
mo as variacgoes GA:, dy etc. Obtemos assim os vinculos prima-

rios {a = 1,2,..,n)
3 - 90 ' (5)

0 sImbolo = significa uma relagdo fraca e que deve ser usado
apés cdlculos dos parénteses de Poisson, definido abaixo. Toma
mos come Hamiltoniana preliminar

' a 3
RN AR (6)
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onde v & um funcional arbitririo e H. representa a Hamiltonia

na canonica
tk . 3
H, = I {m Ay + mp) d7x - L

= 1 3 {% LA ;‘r F:"Fzz

v ot Eﬁ.(ﬁ + igt, K) + smjv + xaAg } {7)

sendo
Ko aV820%) L 32 (ny,mpmy)
]
xg = 007, - gyTe v (8)
Definem-se os parénteses de Poisson para tempos iguais:
(.90 - J &{ s 4t g
r GAa(x) Gnu(x} qu(x] GAa(x)
+ 8f 89  _ §f 8q } (9)
GQE(x] Gﬂl(x) Gnitx] Gwl{x)
e
Fo= . af
f = {f,H'} + 3T {10)

i
No segundo termo 20 lado direito., sic considerados fixos Pe W,
T A X
" e X .
Exigimos agora que os vinculos w; = 0 sejam validos

para qualquer tempo

*a §H'
Mp = = « 0 ' 11
0. GhU (11)
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obtendo assim os vinculos secundarios

X * 0 (12)

Verifica-se facilmente que ia = 0 se usarmos as equa
¢bes de movimento.e os vincules ja encontrades, de modo que os
vincules independentes da teoria sio wg =0, x, = 0. Obtem-se

também

fx, (Kot )oxp (¥5t)} = - gty x. (X, t)63 (%) = 0 (13)

{xgsmo) = 0 (14)

Sendb {wg,H'} = 0, {xa,H'} = 0, concluimos que os 2n vinculos
sao de primeira classe. Estes, de fato, sao geradores infinite
simais das transformacdes de "gauge" (Eqs. 1I-12 e 5):
1
SAN(X.t) = (AY(R,t), € 6(t)}= - o Dliuy

{15)
{w.EG)

1]

Sp = - 1tamaw

resultando-se

c6(t) = J [oa v - 3 78 0%y wy] o

- % [ [%bxb + 70 ngwé] d3x (16)

caso que podemos desprezar o termo de 'superficie na ultima
equagao.

Podemos generalizar, de acordo com Dirac, a Hamilto-
niana,acrescentendo termos com todes os vinculos de primeira

classe:

0 3 3
H-Hc+[wavadx+1xauadx, (17)



onds Uge ¥, sdo funcionais arbitrarios que podem somente ser

tixados adicionando & teérfa vinculos de “gauge", nae decorren

te do procedimente acima.

Entre outras equagdes obtemos agora:

*0
Ry = vy

Tuje
»

7y v B2 (A 4 uy)

» bok2
w: - D: Fb + g fabc(Ag + uc).n: - gw*uktaw

e
.
|

[513.($+1gtaia) + s@]¢ - g ta(AE + )y
LI T &
X = 0 (18)

Estas equacdes sdo consistentes com as equagdes de EulerLagran

0

a " 0,_3: # 0 ¢ Quantisapde

I¥.2 - Vinouloe de "Gauge": Gauge A

Para fixar v2 e u.. devemos introduzir 2 teorta vin-
culos supiementares. Infctaremos impondo a condigido

Al o (¢ A «v «0) {19)

E claro que os vinculos Xg = 0 atnda continuam sendo de 1% clag
se, mas os vinculos ng = 0 (e Ay = 0) tornam-se agora os de 2%
classe, pois,

CplEF) = () g (Fut)) = 6, 83(%-5) 5 0,
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detf[C, [l # O (20)

Definimos entdo os parénteses de Dirac
i.9)" = 1.9 - | a3zfd3z'|:{f,ng(¥,t)} ¢ @) of Gt
- 16.9) + [¢%2 [t b g 2) 00 - ot 2)) Al2).0?] (21)

onde

[ GlEE) cp@End®s = 6, 63(F-E) e,

Entio, resulta

1,80 . 1B 20w, (22)

de modo que & legTtimo usar relagdes fortes ﬁg =0 e “E =0,
dentro dos parénteses, {f.g}*. de Dirac.
Confirmamos tamb&m que as equagdes de Hamilton tomam

a forma

TR S (23)

pois {£.0}" = {f,H}. Os parénteses { }" s3o obtidos das { }su
primindo na definigdo destes os termos envolvendo GIGAS . 0
*gauge temporal®™ usual & obtido se escolhermos arbitrariamen-
te u® = 0.

Podemos, entretanto, determinar u® por processo 1te-
rativo, fmponds novos vInculos suplementares, de modo que X

= 0 torne-se de 22 classe. Por exemplo,
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3, 13

a0 (e Aun {24)
Temos

Cap(¥F) =[xy (H,8).A0(F, 2}
- - Esaha“a%‘i-}’) +9 f. Aia“(i-}’}]

« - 523G (25)

\ ) (F) = -8y, FRT) (26)
onde

F(2,3') = g(2%,2°3)s%(F-7") (27)

¢ 7 Tndicz componenties z],zz. A funcio de Green gi{v.t') satis-

taz

3.90T,1") = - 3 u9lriT') = 8(reT") (28)

Sendo {hE.Az} = {xa.Aa} = 0 podemgs constryir noves parénte -

ses de Diral por {teracao. Obtemos
9™ = 1,01 ¢ [d%2fe2 FE) [(fux 20 (A3 0
v (£ A3 {xa(z').g}*:l .(29)

Faf ) s (30}

2=

poils {f.H}** x {f,H}* a [f,H} . Vepr{ficamos que devido & sua

construcio
L 2]

*h 3
{f.xa} = {f'Aa} =0 ¥ (31)
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_de maneira que, com relagdo sos { }*'. podemos usar as prela -
fﬁes fortes y, = 0 e Az = 0. B

Construimos assim uma formulagio Hamiltoniana levan-
do em conta todos os vinculos da teoria, sem precisar resolver
as equagoes de vinculos. A expressdo para a Hamiltoniana efeti

va torna-se (yp = 0}
e ]
¢ Agsﬁi-‘x.sﬂ
« [Ex G T, ¢ e e g PR (32)

Decorre de A: = 0, Ai = 0 que

Ty W B, (33}
-] .
X, = 0473 * 7.5, = 0 (Gauss) (34)
Usando as Eqs. (33) e (34), temos
a 2 wab =
a3ﬂ3 - 33ua " - Ty
ou
- _,‘ —ab — - - + ».—ab > 3 5
ua(x.t) = ;2 0=,y J K{x,y)D%".m,(y,t) dy (35)
3
onde
K(%,7) = a(x>,y%)e2(7-7) (36)
e
a2a(x,1') | 3%6{r,7") 7
1] . Lyt L = g(1-1') (37)

aT aT
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ObtEm-se tambem

j 3 windddx = - 3 Jd3de?y[%'b.Eb(?.ti]xti.i)ﬁad.?d{i,t) (38)

A expressdo ao ladb direito contém a energia de auto
-interacdo do campo de Yang-Mills {ver o caso abeliano abaixo

nas Egs. (51), (52)).

As equagdes de movimento sdo (i = 1,2)

(39)
A R TR

Expressando ﬂ; em fungao de 7,A podemos obter ig. As equa -

goes ﬁara varidveis independentes A;, w? sao consistentes com
as equagoes de Lagrange correspondentes, se identificamos, for
* -
malmente, u, por AE Para { } * obtem-se
gk
A (E ), (T = 6, g8 ed5-7)
%k *h
Al ah™ el ™ .0

{'I'E(;st);ﬂa(;.t)}** = 62963(;“‘;} etc.

3 x) 301" = - g fp [rht) -S| F L)
Gy tyal@en™ - - Yobe3(i-3)
GaryKat) i ot = g 1, wSF.0)63(5-F)

Cagnithat) (e’ « 1 g ) (E-§)  (40)
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A quantizagiio candnica & feita substituinde { }»»

por comutadores ou anti-comutadores

™ L [144] (o)
i +

de maneira auto-consistente.

As Ultimas tres relagOes na Eq. (40) demonstram que
o operador, (ﬁ‘?.ib - gﬁ+ta$) = - 83;;, gera as transformagoes
de gauge (residual)(*) correspondente 2 w, = wa(x].xz). Estas
transformagdes, todavia, sdo realizadas por meio de uma trans-
formacdio unitaris. Notamos também que, ao contrdrio do que acon
Za

tece com o gerador X agora temos a3n3 £ 0 e sobre 0s

a *
autoestados do Hamiltoniano [ﬁ’b.?b - g@*taﬁ}[$> £ 0 (contrari
ando algumas sugestdes neste sentido, coenstantes da recente 11
teratura).

0 Gauge Coulombiano ser3d obtido se tomarmos ¥+A? =0

em lugar de ki « 0, Podemos formular o "gauge" alternativamen-

te pelo vIinculo

X, £ (A = cy) =0 (42)

onde 3ha representa o componente longitudinal do vetor 'Ka e

€, # uma constante. Verificamos que

(5t )axy (1,801 = ¢ 6,88 P)eainy (Fut) oy Ry 7} (43)

- w
% = {hyH) J a3x {xg.xg}" uy = 0 (44)

(*} 9. 3
A =0, A

.~ 0 implica que W, nao pode depender mais de xo e x0.



-696 -

Sendo detH{x;.xb}H agora dependente de potenciais
de gauge, o mesmo poderd tornar-se singular para campos sufici
entemente fortes,de wmodo que Uy tornari ambiguo. Esta & , em
nossc contexto, a ambiguidade de Gribov, descoberta em 1977 .
No caso anterior e para a tecria abelfana no gauge em discus -
sdo, nao hd ambiguidade. Para 2 teoria abeliana (fape ~ 0) te
mos (¥.% = 0)

$.7 « v (45)
(pois .2 « 0)
ou

u - ;‘2 3.%) (46)

Segue-se entdo, a relacio bem conhecida

;T.#-a;‘,ﬁ.;).;-vuaﬂ , (47)
¢ 03 parénteses de Dirac 4
k T *k k akag 3,+ +»
Arix)am(y)b = (&, + ;2-—)5- {X-¥) etc. (48)

Para a teorfa abeliana, no gauge Al = 0, 20 o 0 obte

nos
3ama + 3w, - gyly = T.7 - gpTy = 0 (49)
3"3 §74 :
-~
.
H e j P i 724 } FegF* + w*[—i&.(ﬁ-iel) + gm] v) (50)
Escrevendo
-
n



- 69>

£
ondg 5-wT =0 ,

-+ 2 - -
]dsx % 7 . I % “$ ¢*x - 9[ I] a3xa%y v*(x)wtx)<xl;§ly >

 wT iy )ely) {51)

0 segundo termo represents a energia Coulombiana de auto-inte-
ragdo. A Hamiltoniana coincide assim com a forma usual no gau
ge de Coulomb, exceto no termo em que aparece w*E.Iw sepdo X =
- {AT.AZ.O). Esta discrepincia &, entretanto, irrelevante,pois
podemos construir uma transformacio unitdria (na teoris guintj

ca) tal que{*)

it Ei&.ﬁ-iei)]au -t Ei&.(ﬁ-iefr)] b (52)

onde
U = expEe I E*iﬁdsazl (53)
Deste modo, para & teoria abelfana, o gauge axfal @
equivalente ao gauge de Coulomb. No caso n&o-abeliana , tal

transformacido nic existe, e a discuss#io ora exposta, deixa bem
claro que ndo & possTvel admitir uma condigao (Uab.?b)|$'>= ]

para que as transformagdes de gauge residuais sejam congeladas.

" — - — ST
MY Ftati ety A Toos VAU LIS S
- 1

Uy = e-i.ﬂw. Ver A0022/79. CBPFF, P.P. Srivastava.
ADD24
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V - QUANTIZAQAO PELA INTEGRAL FUNCIONAL

A quantizagZo de um sistema dindmico com vIinculos
pode também ser feita expressando o funcional gerador ﬁara ope
rador de evelugdo (matriz S) como integral funcional de Feyn-
man sobre espago de fase, introduzindo as madificagdes na medi
da sugeridas por Faddeev e Popov. Em nosso casg, Ag = 0, A: = 0,

a mesma € dada por {p = D)

Z e N J [Eng][§A: detl) (AJ,n0 31 . det)] (A2, x, ).
(1)

. na(Ag(x})atﬂg(x})G(iz(X)16(x,(x)) e's

onde N @ um fator de normalizagio,

44

aza _ + ] = 1 ki a ]
S '[ E’OAO - 7ok, ST T 7 Fy sz]d X

S(A)6(xa) = 8(A2)8(0gn8 + T.7, 4 g ¢

abe "b'IE} (2)

Ao contrario do que ocorre nos casos de gauge coulom
biane ou de Feynman, 0s determinantes nio dependem de campos

em nosso gauge, Podemos assim, absorver estes fatores no fa-

0
a

do funcicnais delta. Podemos ainda, usar a representagao expo-

tor de normalizagdo e entZo integrar sobre AE. T, € ai usan-

nencial

_ 4
5(x) = I e 1[‘%’ ' [_-“,-;:] , (3)
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de modo que Z toma, agora,-a seguinte forma:

e ] ] ][] @

onde k = 1,2,3: 1 = 1,2; a = 1,2,...,n e

4 . 1 _a_a 1 = = 1 ~a ki
S’Id" E’a-“.'2“3“3":“a'“a'zFuFa
{5)

- ma(aaﬂg + ﬁab.?b} ]

ab - 1 .2
sendo B°° . = (§,, V+gf,. LY K, = (A,.Ay) etc.

A integracdo funcional sgbre ng @ Gaussiana e resul

ta en substituigio de =3 por (dzw,).

A integracgao funcional sobre w, em sequida e feita

- N -
usando a transformagao “shift”, isto e w, + wa+wg. escolhendo
0

w, de modo que o termo linear wy (0.7), esteja ausente. O ter

mo envolvendo a integral funcional sobre wy & fatorizado

" Ja4x(33ma 2

el pode ser absorvido na norMalizacSo. Obtém-se,finaimente, @

representagio:

o P b

com
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+ 3 { a3y Bﬂb.;hti.tJK(i.v)ﬁ“’.Fd(I.ﬂ} (M

que corresponde 3 Hamiitonfana anterformente obtida na quanti-

o _ 1
a = o, Aa = 0, sobre o

espago de fase “"fixam" o gauge inclusive para campos de gauge

zagao canonica. Os vinculos de gauge A

arbitrariamente fortes e nos obtemos uma descrig2o dos campos
de Yang-Mi11s, para qualguer grupo de gauge, em termos somenfé
de graus de liberdade fisicos.

ApGs ter visto que o gauge proposto, de fato, fixa o
gauge {saivo 1iberdade de gauge residual {mplementadvel por uma
transformagao unitaria, ver Se¢do IV}, podemos integrar a ex -
pressio inicial sobre Ag. o0

a
bre ;a usando a transformagao de "shift®

, usando 3 Eq. (6 ) e tntegrar sg

a a
T3 Tyt A,

(8)

?a - ?a + [ia + ﬁahwb)

A integragio funcional sobre E‘ € fatorizada e absorvida na nor

malizacdo dando a seguinte representacdo:

Z - nl Eaﬂ Eng]nﬁnﬁx)) els

2
S = - % [ [}“A: - avaY 4 gfabcﬁgﬂg] d%x (9)

onde

e temos fefta uma mudanga de notagao uw, -+ Ag. Esta represéenta-

2
gdo € Gt1) para passar para representagoes de Z com outras con

digtes de gauge.
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¥I - MONOPOLO DE DIRAC

V1.1 -~ Dualismo Enire Eletricidade e Magnetismo

As equacgoes de Maxwell para campo eletromagnético_

I , ixd-E-d
. o , s (1)
veB=0 , VXE+B=0
tomam a seguinte forma na notagao re1atistt1ca(*)
aFty = Y
2 F'Y = 0 (2]
onde
FEY - eMVAeE (3}
e
4 (Fﬂl’FOZ'FOB) - (_}23 Xl _W12) )
4 (F23,F31.F12} {?0] r02 N03) ,
%
FUY = - FHY (4]

Admitindo a existéncia de cargas magneticas as equa-

¢bes tomariam uma forma simetrica

BV _ sV
BvF =
(%)

?uv _ v

(*)
Adotaremop aqui a metrica gUV = (=1,+1,+1,+1), 60123 = +], etec.
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onde J° = (pe,E} e V- (pm.ﬁj sic densidades de gquadro-cor=
rentes correspondentes ds cargas el@tricas e magnéticas. Para

partTcula puntiforme j¥ = ed® e ¥ = gV ondel™)

m
Ex
-

Bk, t) = 3F-F(t)) . TFt) = FEI(R-F(L)) e
F = ¥(t) descreve a trajetdria da particula. A equagio de mo
vimento de uma particula carregada (g=0) & dada por

gp¥ - UV & e
T e F l"v_.f (6)

Na presenca de carga magnetica devemos, por razio da situacdo

simétrica, generalizar a forca de Lorentz na forma

" .
= (eFMY 4 gF"Y) £ & (7)
" Y
e(f + 7 X E) + g(ﬁ-rxf]
Rs equagdes {5) e {7) s3o invariantes sob rotagdes

duais (ch1ra1s)(**}

(x - e = . .
? Para particula ndo-relativistica de massa unitaria o tensor de energia
-momento & dado por

X0 o kg3 2 A

G, 1 £an , 1. s ¥a

( a ) »
0 . o
™ @ L3353 E2) . Nota-se que 30" =0, a0

{wn)
o Fu“cose + ?uv send | ?.uv - }u“ cosd - p*V send
%;p = " cond + }M senf , ?'“ - }u cogd - ju send

v
= -V | Nota-se que para g' = O, tand = (g/e) e para § = 1/2

a3, Ba-3,
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E' = E coss + B sensd
B' = B coso - E sens
' {(8)
e' = ¢ cosé + g send
9' = g cosé - e send
Verifica-se também que o tensor de energia-momentum usual
v _ puapy 1 _uv caB ' 4
] F~F a " T 9 F Fua (9)

tamb&m & invariante sob estas transformagdes, pois,
+ - - >
% « 1 (E2 4+ §%) a°".- (£ x By,

ke

-+
8" = - (EkEi + BkBg) + 3 6k£{E

V1.2 - Campo de um Monopolo Betdtioco - Condigdo de Quantisagdo

de Dirae

Consideremos agora o movimento de yma particula car-
regada de massa m na presenga de um monopolo (magnético) esta-

tico localizado na origem e que

produz um campo tipo Coulombia- €
no B = (-49-) r . Temos X
T :3 . 9
mF = e ¥ x B 7 (10)

Sendo a forga sobre a particula nio central o momento angular

orbital n3o serd conservado. Entretanto, obtemos

& (wF x 7y = 824 ()
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da'modo que o momento angular total
-
JaFx wh) - 8D (12)

& conservado. E facil demonstrar que ¢ segundo termo represen-

ta o momento angular do campo eletromagnético. Segue-se entdo

-
il

y - 3.8 (13

- A quantizagd3o do momento angular na mecanica quantica entio sy

gere (™)

(%%} = % n {n inteira) {14)

que & a famosa condig3ae de quantizagdo de Dirac proposta em
1931. Obteremos esta condigdo abaixo usando argumentos mais ri

gorosos.

CVIL3 - Potencial Veterial para Moncpole

Definiremos agora um potencial vetoria) AM para mo-

nopolo magnético. Ng caso estitico acima temos

V.8

@ 7y - 983 (%) (15)

Para ¥ £ 0 a equacdo (15) & consistente com uma ex~

pressio do tipo B = (¥ x k). consideremos agora (B = i; Eg}
! - r

*
™) 5. Saha, Ind. 1. Phys. 10, 145 (1936); Phys. Rev. 5, 1968 (1949).
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g = [ (ﬁ.ﬁ)dsx = 8.4% = [ (VxR).d% (16)
¥

18 S
onde S & superficie de um volume
esférico ¥ em volta do monopole.

Podemos dividir S em duas partes

5, @ S,, sendo T o contorno co -
mum. Aplicando o teorema de Stokes, obtém-se para o lado direi

to

ll‘+[]{§xi).d§=[ﬁ.cﬁ-JI.d*1=0 (17)
5 32 | It T

Para impedir esta contradigdo entre as Egs. (16) e
(17), & necessirio entdo que A seja singylar sobre {ac menos )
uma das superficies S] e 52' de modo que o teorema de Stokes
sejJa violado. Deduz-se assim que o potencial K devera apresen-
tar uma cadeia de singularidades originando em ponto 0 e esten
dendo até ao infinito, formando o chamado "birac String".

Tomaremos, nor simplicidade, o eixo z negative como

linha de singularidade para E. Considere um circulo sobre o
qual r,e sao fixos, 0 < ¢ < 27
e 5<n .0 fluxo do -campo ' / ¢ I °
[ (¥ x K) através do C & :0 fd
I
] 2 L L
]% J I (fg)-% r2 senpdgds -3% + 2n{1 - cose) =1

eno ¢$0

enquanto que a c¢irculagio
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} X.d% = (27 r send) A¢(r.3)
c

Resulta do teorema de Stokes

1 1 - ¢cos®d
A . = o 18
o(re8) = (%) (3) L“__“lsene (18)

e pala simetria axial do problema

1= A¢(r.8)3§ (19)

ov usando 30 = (K x F)/r sens
i .*L___JEL_. 20
' &d rir + k.7 r) (20)

onde k & o vetor unitario ao longo do efxo z positive e r,8, ¢
sdo coordenadas esféricas. Como o esperado A & singular 20
lango 8 = +w. A expressdc acima foi dada por Dirac, usando
como modelo 0 campo de um sclenoide infin{tamente Tongo e raijo
' infinitesimal estendendo 2o Tongo 0 eixo de z negativo com seu
polo posftivo situado na origem.
-+
Calculemos agora V x X,

txh-g ¢ SRR kX F }
Fegtfo Bt

-+§;{'§t£§f)x_1——l,|§:; + (1= By (-——-—-gi;"il )}

.-'Ii%-{(+ 53 (k.¥)- %) {Eﬁ!l? + (1- Eﬁf} ¥ x (TgigTz) }

kx|
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onde p = xT +y3 =% e Kx¥a¥xp, Usandd

¥ x (Ex By = kv (Bp) « Bzns(x)s(y))
0 P’

onde V = (_Tax + Jay). temos(®)

$xkaB+ge -k Hest (21)
ou /

Ba¥xa-ge (KDt (22)

onde 6(£) = 1 para £ >0 e e{(f) = 0 para § < 0, A genoraliza'-
¢80 para o caso de “string® erientado a0 longo da diregio noé

imediatamente

.IH{?)'. -_!E':iﬁ__;fl__ | - (23)

2008 (28)

Badx Iﬁ + 99(3.?) si

onde a;(F) & fungdo de delta de Dirac no plano perpendicular

‘a & ‘bem como a *. Verificamos da Equagio (22) (ou 24):

$3=0- gBt.v)e(-t;?)]a(x)s(y) - g83(H)

Deste modo, B & representado como rotacional de um vetor Iﬁ ,
acrescido de um termo que nido.& nulo somente ao longo da linha
de singularidade do potencial. Este "string” pode ser escolhi-

do de maneira arbitraria, portanto ndo deveria afetar as gran-

(%)
Ver por exemplo Wentrel, Supplement Prog.Theo.Phys. 37-38, 1%566.
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dezas observavelis.

¥1.4 - Pormulagdo de Wu-Yang

Consideremos duas poténcias Ks e Iﬁ' tendo corres -

pondentes linhas de singularidades Sp e SH. nas direges n

¢ 0'. Na regiio excluindo Sy e 5> temos
Vox (A2 - K2y =0 (25)
de modo que
!
RelF) - K2 (F) = ¥ 0p 2.(F) (26)

Em outras palavras, os dois potenciais estido ligados atraves

de uma transformagio de "gauge". Nota-se

-

r
0 2o (F) = J de.El-,;(t) - I;.(E)] + const. (27)
?

onde a tntegral de linha estende-se ao longo «de um caminho de

um ponto [ qualquer na regido acima ate o ponto r.

Para simplificar a discussio escolhemos n = -k e 1

s ¥ ?. Temos

[1-cos8) 1

' |1
R FTF%ET fl rseng %

3 -
AR L CoTRE X )

Rpkp) = 2 (g) ?sz_z% = 2 () (raemg)E, = 2 () ()

pots

(28}
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139
V. 3r‘5‘*3 ra* :o‘_unﬁaq,
Wu e Yang sugerem que na presenca do monopole o espa
¢o divide-se em'duas seccoes, Ra e Rb(correspondente cada mono-

polo), por exemplo, no casc em consideracic podemos definir

1A

¢ < 2n J
{29}

Ry: 0<6<yg+s , r>0 , 0

Ry : ;-6 <8 <u , r>0 , 0

Ia

d < 2n

onde 0 < § < % . 0 campo eletromagn€tico entdo & definido para

cada regfdo atraves dos potenciais

A - 0 , LI
0 {30)
Ay = O , Ib . {

A" e AM sTo regulares nos seus domTnios de definigio. Na

reqgido de intersegio

R,p % -6<89 <; + , r>0 , 0 <o < 2n (31)

os dois est2o relacionados pela transformagdo de gauge {equa -

¢io (28))
S R L T

120 ()0

A fim de que esta transformacdo seja unfvoca, precisamos impor

(32)
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V@=0] - U@e2d] (33)

ou

e(f%) = %-n » n fnteliro

obtando assim, novamente a condigdo de quantizacde de Dirac.
0 campo carregado v da matéria tamb@m & definido em

cada regido
vo= ¥, (x) x ¢ R,

~

P o= *b(x) X € Rb

Fa regiio Rab:
*. - Uwh

As equagdes de movimento para o campo eletromagngtico e campo
¥ definidos em R, & Ry sao consistentes, pois-na regido de in
tarssgio Rab os campes estio 1igados por ums transformagdo de
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