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Introducao

Nessas notas analisamos algumas formulagdes unitdrias
dos campos de gravitagdo e de eletromagnetismo, seguindo a 1i-
nha clissica adotada por Einstein e diversos outros fisicos en-
tre 1918 e 1960. Tratamos também de eventuais extensdes que po-
deriam englobar o campo de Yang-Mills e que sao contribuicdes
recentes. Sio tratadas somente algumas teorias unitarias, que
nos parecem serem mais relevantes e que sao até a data presente
assunto de pesquisas nessa area. Dessa forma, excluimos dessa
nota as teorias pentadimensionais e hexadimensionais por acredy
tarmos que elas sio um tratamento altamente abstrato e que ndo
conduzem a resultados relevantes. O tratamento matematico asso-
ciado a teorias unitirias em quatro dimensGes & a geometria Nao
-Riemanniana em variedades dotadas de curvaturas de translagao
(torsdo), curvaturas de rotagao e cyrvaturas de homotetia. Tal
geometria & bem mais complexa que a geometria de Riemann,de for
ma que para uma boa compreensdo do assunto & necessario um esty
do cuidadoso dessa formulagdo geométrica.

Uma confrontacio mais direta dessas ‘teorias classicas
com outros domTnios da fisica, marcantemente com a fisicade par
ticulas e campos, exigiria primeiramente que essas teorias fos-
sem quantizivels, o que nac & considerado nessas notas. A nao
consideracio de qliantizacdo dessas teorias prende-se ao fato
que elas feram essencialmente construidas antes, ou durante, do
aparecimento da teorfa quantica, e em grande parte se guiaram
na filosofia de Einstein que o Universo deverié globalmente se-
guir as leis cldssicas da fisica. Por outro lado, recentemente

tem havido grande interesse na unificagdo das forgas elementa -



-362-

res na natureza, o que traz de novo em cena a importancia de
um relacionamento dessas propriedades com o campo de gravita-
cao que na escala de interagdes & um acoplamento super-fraco.
Para se chegar a esse.relacionamento seria necessa -
rie que se quantizasse a formulagao unitEFia do campo gravita-
cional com o quﬁl se deseje trabalhar. Recentemente tem havido
discussoes e rgfgréncias a esse problema, 0 qual evidentemente
& bastante complexo. Essas notas ndo se destinam a iniciantes
em relatividade, para que elas sejam compreensIveis @ necessa-
rio que se possua um conhecimento razodvel da teoria da relati

vidade geral.

Colber G. Qiveira

Départamento de Fisica
Universidade de Brasilia
Qutubro de 1979.
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1 - CONCEITOS INICIAIS

Seja um vetor A com comprimento 12 . guvAuA“_ Defini

mos a diferencial absoluta de suas componentes como DAY = dats
(TN P .
.+ ropA dy", ou seja:

U M a
DAY =AY dy

similarmente,
N _ pd p
DBH dBu. Mo B dy

.

o . ¢p® o
09,0 99,5 = (Fa9gp*Toa9 g9y

(€-1)

Suponha que o vetor A descreve por transporte parale
1o um contorno fechado infinitesimal. Entre dois pontos wmuito

proximos o comprimento desse vetor sofrerd a variagao
- BaV H aV Baya¥
2148 (dgu“}n AV + guvdA ”A + guvA dA f

- (49, - Ty, d¥Pg,, - T dyPg  )ata"
pois
dA““ - - Ty, A® dy®
Por (C«1) vem entio que

22d2 = (Dg ) AYaY {c-2}

Teremos portanto:

1} Se a condigap Dguv =0 for valida, o comprimento de um ve
tor nio variard quando ele & transportado paralelamente & si

préprio. Torna-se entdo possTvel definir uma unidade absoluta
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-'de comprimento valida em todos os pontos da variedade. O com -
primento assim fixado independera do caminho seguido entre um

ponto e outro, infinitamente vizinho, por transporte paralelo.

2) Se Dg,, #0 J& nio existird uma unidade absoluta de compri
mento.

A variagio do comprimento do vetor transportade para
lelamente a si mesme ac longo de um contorno fechado infinita-

mente peguenp @ dada por

= 1 U vo4eph 1 o LU .
{di =7 JJ R v Au A" ds = T [J 2 uA Ao (C-3)

onde ds®* & o elemento de Area do¢ paralelograme de lados dy ,

§y: dsz = dypéyA - Sypdyk. e onde_

LA R"upA dsP? (C-4)

Tal curvatura & dita ser de rotacao {ao longo do contorno fe -

chado).
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2™ CURVATURA DE HOMOTETIA

$e a condigaoe nguv = 0 nao for verificada, a cone-
xdo nio sera mais identica em cada ponto aos sTmbolos de Chris
toffel. Vamos aqui calcular a expressao de uma conexao geral
rﬁv proveniente de dA”“, em fungciao dos sTmbolos de Christoffe]

e das quantidades Kyv 0 dadas por

L

=D = - r° - 7° -
KUU-D DgUU aDgHV HOgUU UDgUG (¢ 5)
fazendo
r =g r¥
[Ll=3rge) oy Uup
vem
K = - - -
Uv, g aDgUV FUO-U FUD-U (¢ 6)

permutande os Tndices (p,p) e (v,p) obteremos as relagbes:

= - - C-
vawu augpv Pau.u rvu,p (€-7)

= - - C-
KIJDaV a\ﬁgl-lﬂ ru\’!o rD\hlJ ( 8}

Tomando {C-7)+{(C-8}-{C-6) tem-se, observando-se que

, - - 8 imgtrico
aqui g, guu e consequentemente Kuv.o de (C-5) & simet
em {pnav),
- = + - - T -
va.u Hp sV UV,sp augpv avguo apguv o) T PRY
- - - + + -9
Tvu.p Puv.p Pov-u ruo.v va-u ( )

use que
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1 - - -
7 (3,9, * 38,0 = 3,9,,) « [v.e] = Dweel

P ) P P P }opp P
PHY 3 (PR, = T5) Fhv = 7 (Thy * T3,)
b . P p
T = Toy + Thy

I 11

temos em {C-9)

2[pv.p] + 2 I‘E‘?.U + 2 I'\:'P.u -2 rlE'f-’ - va.u+Kup.v'Kuv.p

da¥ vem por calculos simples que

1
Fuvyp = Vil + T o+ rf?-u'+ rHP-n 7 (Koo *yp,u™ %0, 0!

wF
(c-10)
da¥, erquendo o Tndice p:
P ) oq .1 .po -
Pav® Tuod #9777 g v * Tuguu * Tuvse? 29 Kug,vtkug,n
W v vV
- Ky g) (c-11)
Teremos:
ook ua 1 wo -
v {uv} * 9 (rgg.u * r%y.o) z9 (Kno.v+xvu.urxuv-q)

observe que

A g
+ - -
VT, I'u\ﬁ.a = Fvo.u Pvu.a = gulrvo gclruu
v v v v v

VO, u Kl.l\c"U = K\JU'I-I K\’U!U
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sdo ambos antissimétricos em (u,o0) logo sua contragio com g¥°

se anula. Daf

Wo_ Uy _ 1 _uo = _ 1 _uo
Py = {uv} 79 Ko y=293, 10878 -39 Kig,v (c-12)

0 tensor QUU estd associado § curvatura total da va-

riedade. Sua contragao €

L dsP* {C-13)

upi

Nessa expressdo R“Upl & o tensor de Riemann afim

T o9 l..T 1..0

- 0 -—
Y * FUQFTA viTp

a _ o
R =@ vp pvi

VoA lr

sua contragao nao faz, nesse caso, intervir diretamente a mé -

trica, mas:

Tem-se por calculo simples:

u n "
= T - =14
R LoA 3 o BQT A {C-14)

Essa expressao se anula se FEB € a conexdo metrica de Christof

fel.
Seja
Kivor ® 2oKuun = 0 Kuy, o * 2r;AxTv'p-2r;pK1v’A (C-15)
Prova-se entap que
IR L ¥ g"vkuvpxdspk {(C-16)
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Note que K = Kvu.k daf Kuva tem uma parte simetrica em

Hv, A
(uyv) = os termos em (C-15) em 3. Da¥ exista a contragio in-

dicada no Uitimo termo de {C-16).

--------------------------------------------------------------

Demonstracao de (C-16)

De (C-5) venm:

uv

. abV . n0 HV . pl WV
9 Kyv,p = 97 209y T T8 0, To90Te

=gy g - 2r?

uv
9K p?uv op

uvs g

logo,

KV, p

dad

3,09 - 2 1% = 3 8, (g4V3 g

] uv
A ap o oA e uu) Fi ag (9 alguu)

2] uv 1 uv
7 3, (9 Kuv.p) +z73, (9 Kivoa )

Para os dois primeiros termos teremos:

U4 2

uv - uv = v
3 (g 3,9y) ap(g 319uu) 4, 9°78,9,, *+9 PAITL

. TR . oMV - uv - nv
aog akguv 9 3z<guv ak 9 apguv apg ‘akguv

essa diferenga se anula, desde que

HY __ gHe VB
9. 979 "3ap,a
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HY g = = gH%gqVR
g.A HVsp 9778 gua-kguv.p
- af
gaB Ag
Hv - uv
gllguV’p gUVsAg 0
Lago,
o _ . ] v 1 uv
al Pap aprok 7 ak{g Kuu.p} tz ap(g va.k}
a . o 1 uv -
M lap” 3Fgn "2 9 (ap uver” 22 Kuv.p)
-] 3, g'vK ‘9 Y L 4
7 % uwsp 2 TATPPY

Novamente temos:

uv . _ gHa,vB
8, ¢ 9779773, 9ap

{por (C-5) isso dara

BV L L glog v@ g
%)9 9 (Par%os * Tr%0 * Xapor!

dessa equacdo podemos escrever para a relagdo anterior

o _ o uv -
alrﬁp aprok =5 g (Bpkuv’l BAKuv‘p) +
1 _ua UB, g -
tr 9 (rakgcﬁ Ferdg0 * KuB.A) Kuv,p
L] ag vE g =
z8 (rup ot * TgpYc * Kas.p} Kuv,a

. 1 v . o
79 (3K Hkovso T ToaKua,e *
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rb

B - Y
* Tk upKBv,}\} R HPA

uA gy, p T T

Q
v ua, A "
onde usamos {C-14) na uWltima igualdade. Como (u,v) sdo Indices

de soma isso pode ser escrito como

= K + 2T K - 21%

T _wv
79 {8,K Atuv, p VAT HE, P VD HG, A )

pfuv,x 7 2

pois a métrica & simétrica,

Dav,
u 1 _uv
R *79 Kuvpk
Observar que na geometria de Riemann métrica Kuv 0 * 0 em toda

variedade, e entado por (C-15)

Kuvph + 0

em toda variedade, ¢ portanto RY - 0.

ueh
Portanto {C-16) estd provada,.

0 invariante 0 de (C-16) & dito curvatura de homote-

tia da variedade (E. Cartan - Les espaces a connexfion affine
et Ta thEorie de la Relativité Généralis@e - Ann. Fc. Norm.sup.,

t.40, 1923}, também denominada curvatura segmentar.

Se a curvatura total ﬂvu ~ 0 entio 0 + 0, a recTpro-
ca obviamente ndo se aplica: R = 0 ndo implica em n”u = 0. De

fato, um espago de Riemann & desse tipo (R = 0},
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3 - INTRODUCAO X TEORIA DE WEYL

Na teoria de Weyl ¢ tensor va.p assume a forma

Kuv.p s guv ¢p (W-T1)

A conexdo FSU tera portanto o valor {por (C-11)}

- p pa
T {uv} 9 {Tuc.v+rvo.u uv.oJ + ? {6 L 6 "9 v¢°)

uv
v W v

(W-2)

De (C-16) tem-se nesse caso

" 1 _uv 1 _uw _
R on = 7 9K = 7 9% [3,08,,05) - 3,(5,00,) +

T
* zrulgtv¢p zrupgtv¢é} = 2(¢1.D-¢p,l] +

) g4y - T T
t39 (guv,p A guv.x¢ +2r uwadov®p ~ 2P up 9,80 =

= 2(¢A'p-¢p')‘) +% [‘guvguv’ -2PT }¢l_(gu\t’g ;\-ZPHXJ¢Q]

por (C=12) e (W-1) o termo entre colchetes se anula e ficamos

unicamente com

u -
R wox = 2 20 {W-3)

®20 = 200 7 %5 (W-4)

p:
Vemos portanto que a contragao Ruuox gera unicamente  fatores

nac-Riemannianos e tende a zero se o, * 0 em todo espago.
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Da¥, 2 curvatura de homotetia & dada por

a=-R* .dsP* .- 2¢Apds°"

upA
¢ & portanto determinada inteiramente pelo fator nao-Riemannia
ne ¢Ap'

Weyl supde ainda que os coeficientes da conexZo sao
«simétricos (nao existe torgao):
¥ =0

uag
v

0 acréscimo d2 no comprimento & do vetor A num deslp
camento paralelo infinitesimal toma entdo a forma (por {C-2) ,

(C-5) e (W-1))

_ Hp V e _ _ 1 PRV
di = 5g K APRY dy® = - 57 g, 6 RTATdy
-2 p
=7 6pdy
ou,
422 = - 92 ¢, dy? {M-5)

A expressao de vapl e daga em fungdao dos Kuv

' p pdr (C"s) *

usando (W-1) resulta que

1

Kgﬁpl =7 {Kuvpk + Kvuph} =" guv¢pl (W-86)

a varfagido %dl ao longo de um contorno fechado infinitamente

pequeno (C-3) tem a forma

- HaV oA
22§d1 JJ KUVDX AFAY ds
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c HaVie PA Ua Voo pA
(usquo que ngok upl“ AVds Kuvpxa Avds Py

Da¥, usando (W-6)

2
Ma V. PA )
2£§d£ = - [I gpv¢p1A ATdsPh = 4 S II by

{dn = § ” 0 (W-7)

0 novo comprimento &' obtido apds o percurso fechado infinite-

ou,

simal @ dado por

o= fae
1ogo,
el e (o fdilz - of (14 ] gany?
oo
oo

:2.-«1\»%”9 . %l.1+-}”n

A variacgdo %dt se anularia se 0 + 0 ou seja se ¢kp + 0, is-
to e, se ¢, + B ¥ com ¥ um escalar qualquer. Se tal escolha
for possivel, 2 unidade de comprimento poderd ser deslocadz ao
longo de todos os pontos vizinhos ao ponto original sem varia-
¢io. Note entretanto que apesar de nesse caso part1cu1ar¢lp*0
o espago ainda ndo & de Riemann pois rgv de (W-2) nio & fdéntl

ca a0 $Tmbolo de Christoffel:
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P L (P 1 1P P - +P
Tiv {uv} ty (ﬁuv’u + va.u guv? )
Un espago de Riemann goza da propriedade que }dl = (0, pois pa-

ra ele Q = @,

Como recordagado, num espago de Riemann a variagao
nas componentes de um vetor A por transporte paralelo ac longo

de um contorne infinitesimal fechado & dada por

< 1 v oo

%GAu Vi [J R upo Av &s

(Landau-Lifschitz - The Classical Theary of Fields, pag. 284 )
porem %6{ABBU), ou em particular %6{AHAH) se anulam, pois
nesse espag¢o &{escalar) = 0 {variagao sob transporte parale -

lo}).

--------------------------------------------------------------

A unidade de comprimento transportada paralelamentea
si mesma a0 Tongo de um contorno infinitesimal fechado sofre ,
em geral, modificagdo de comprimento e direcao. Diz-se que 0

comprimento nio & orientdvel nem transportivel.
4 No
o
g - (Bl
- naB = EGBOU dy Y ax

/// Sj‘ ds®® o dy%y® - sy%dyf

Em gera) assocla-se ao contornoe fechado Iinfinitesdi -

mal as quantidades
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(1) Uma translagio definida por

¥, .k po -
0 r oo ds (ver apendice)

{(i1) Uma rotacio
o _ pH pu
Q v R vpo ds

2
(111) Uma homotetia de razio 1 + % £ {ou seja §7— = 1+ % I[n):

- p¥ pa
s R upa ds
0 terme rotacdo provém de que estd associado a GHA"
porém-&uzz = 0 se a curvatura & tipo Riemann (além disso a ma-
" . - -
triz @ v satisfaz ﬂuv nvu se a variedade e de Riemann}. 0
termo homotetia refere-se a variagoes na unidade de comprimen-
to. A translagdo estd associada 3 existéncia de torgdo na va -
riedade. Dela decorre que nio @ possTvel seguir-se um paralelg

gramo fechado infinitesimal em cada ponto do espago:
a

A C\'ﬂ
:w‘dl
——

<
2% = 3 WA - - g dsP?

Em cristalografia 1sso implica que a rede cristalina
naoc @ qontTnua. mas apresenta rachaduras na regiac onde exis-
te torgdo. Os detalhes de obtencio desses resultados estdo fei
tos no apendice. Diversos resultadus geométricos usados em teg

rias unitarias sao tamb&m usados em cristalografia, como o aci
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ma, e por exemplo, & geometria com teleparalelismo (Weitzen -
béck}.

Uma variedade dotada de conexdo assimétrica geral @
assim caracterizada por duas curvaturas qu e 2 e pela torgdo

@". Da¥ seguem-se os resultados.

(a) Essa estrutura matemZtica & suficientemente complexa para
permitir, no caso de variedades quadridimensionais, uma inter-

pretacao geométrica da gravitacdo e do eletromagnetismo.

(b) Ela & de fato tdo geral que pode-se escolher uma geometria
mais simples com essa finalidade. Evidentemente cada tipo de
gecometria "mais simples" refere-se sempre a um sub-espaco do

‘espago geral dotado de R"u. q, ov.

Existem assim diferentes opgles:

(1) @ = @ = 0 — a variedade difere-se do espaco  Euclideano
pela presenga da curvatira de rotacio qu‘ Essa & uma varieda-
de Rfemanniana. Se sua dimens3o for 4 da¥ si se extraem fenome
nos gravitacionais {relatividade geratl). Para se interpretar
geometricamente os fendmenos eletromagnétices @ necessirio ay-
mentar o nimero de dimensOes dessa variedade de Riemann { pelo

menos 5 dimensbdes). Sdo exemplos dessa escolha as teorias:

(1-1) Kaluza-Klein (5 dimensdes): vy = cte.

(1-2} P. Jordan-G. Ludwig, E. Schmutzer (5 dimensoes): Y55
sendo fungao arb, usa méto-

dos projetivos.

{1-3) Y. Thirry - m&trica com 15 varidvelis independentes sem

uso de métodos projetivos.
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{1-4) Einstein-Mayer (5 dimensdes) - 52 dimensio & usada como
um artiffcio matemdtico, nio se usa coor

denadas na variedade pentadimensional.

(1-5) Einstein-Bergmann-Bargmann - (5 dimensges} usa espago
pentadimensional como um espago fisico
dotado de simetria cil¥ndrica ao tongo

da 52 direcio.

(1-6) J. Podolanski - (6 dimensdes) baseada na teoria do el&-

tron de Dirac.

(2) o = 0 - a variedade nio tem tor¢io. Se a  dimensio &
4 essa @ uma geometria de Weyl, ou de Eddington. Se ela & de

Weyl a conexdo estard completamente determinada por:

- conhecimente do tensor métrico 9uv = Iy
~ conhecimento do vetor ¢u gque determina a vartfagdo

na unidade de comprimento de acordo com (W-5).

A estrutura da variedade & determinada por duas for-

mas diferenciais

z MgV . u
ds guvdy dy s de ¢udy

Ambas sao fnvariantes sob transformacBes de coordena

das. A equagaoc que define a conexao na teoria de Weyl,

H -8
B9,y = 9 (W-8)

wip T 7 Sy ¥
ndo fixa univocamente o par de 14 variiveis {guv.¢p) necessi -
rias na determinagio da conexio. De fateo, qualquer outro par

obtido do original pelas transformagoes
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satisfard a3 equagdo (W-8).

Dai, segue que

ds = 3 ds2

d¢' = d¢ - d Jog A

g a varfagao sob essa transformagado de Jauge.

(3) 2 =0, ndo existe curvatura de homotetia e a unidade de
comprimento € bem determinada ao longo da variedade. Se a di -
mensdo for 4 essa & a teoria unitaria de Infeld que usa g e
¢ como variaveis bisicas (nao usa potencias ¢p, conseguen-

uv
W
temente nao usa & equagao (W-8}).

(4) n"u= 0 que implica que a contragio @ = n”u = 0 ,loge nio
existe curvatura de nenhuma espécie na teoria, so existe a tor
cao Q“. Uma variedade dessa natureza & dita variedade de Weit-
zenblck, nela se define paralelismo absoluto ou paralelismo
a distancia. Essa teoria foi usada em 1928 por Einstein em uma
{alids a 2a. de suas temtativas de construgdo de um modelo unji
tario para gravitagio e etetromagnetismo). Recentemente ela fof
novamente usada por K. Hayashi nao no sentido de uma teoria
unitdria mas no sentido de ser uma 2a. maneira de se reprodu -

zir os resultados da relatividade geral.

Todas essas teorias usam que a métrica & simétrica ,

a simetria ou antissimetria da conexdo @ independente da sime-
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tria existente na métrica pois a solugdo geral da equacio

9 =0 ,

wvip com 9

uv " gvu
& da forma

P (P oo
va {uv} + g (r +T

WO,V (W-9)
v

vo,utTuy, o)
v N
ver {C-11) 1a fazendo Kivya ™ 0). Logo, existe torgdo mesmo se

9y = gvu' Assim, se em geral considerarmos métricas assimétri

cas, existird tamb@m uma torgao. A classe de teorias com métri

cas assimétricas em dimensdo 4 & outro exemplo de teoria unita

ria com n“,-n““ e eventualmente dotada de curvatura de homote-

tia o

. Ela & ym exemplo de uma variedade bdsica

Tais teorias se dividem em duas categorias:

(1) métricas reats assimétricas

muito geral.

{$1) métricas complexas assim@tricas (Hermitianas).

Ambas foram tratadas por Einstein e

st considerou métricas reais}.

por Schrddinger (o ultimo

Abaixo fazemos um resumo dessas discussoes:

Relat. Geral

Teoria de

Yariedade de

Teoria
{Var.Riemann) |Weyl,Eddington g:ﬁ:zinbock de 1nfeld
Einstein
E:::‘;gr‘ de ndo nula
& e identica & — %o nul I
ﬂl-l. tensor de nao nula nag nuia nao nula
v Riemann-Chris
RF toffel
YT
Curvatura de nula
Homotet ia devidg a sime
] tria do ten - -~
&y sor de nao nula nula msla
gH Riemann-Chris
T toffel
Translagao nuta
({Torsao) devida a sime . _
¥ tria dos sTm- nula nao nula nao nula
bolos de
Christoffel

P
Ty
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4 - TEORIA DE WEYL

A teoria de Weyl, similarmente 3 relatividade geral,
supde que seja possivel se definir em cada ponto do espa¢o um
sistema de coordenadas geodésicas. Essa hipotese exige a exis-
téncia de uma conexde afim simétrica, portanto a variedade
ndo possue torgao.

Essa teoria distingue-se da relatividade geral paor-
que nela nado se postula a existéncia de uma unidade de compri-
mento absoluta, com mesmo valor sobre todos os pontos da varie
dade. Isso implica gue existe uma curvatura de homotetia nessa
teoria, que a faz diferente de uma teoria sobre uma variedade
Riemanniana.

As equagoes basicas dessa teoria sdo como vimos

a2 - 2%y ay?
o)
Kuvio = Juvip = 7 Sv®p
ds? = g dytay¥ . do = ¢ dy°
rh, = (0 + 7 (800, v sle, - 9,07 = 1,
A expressio geral do tensor de curvatura
Rpuvo = aqrsv - avrﬂc * rivric h ricriv

sera portanto (usando a expressao de Pﬁv) escrito em termos do

tensor de Riemann-Christoffel

uva g pv v ug y
e dos_¢D e suas derivadas:

P _ [ P A Py oL A [
B =a {F} 3. {FP} + { v}{la} {uo}{kv}
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P . oP 1 4P P P
R uve 6 ].lVU+ ] 6'}1’\’04‘ § E ?oj@u + gch V\aﬁ +

1 o 1 ,p A 1 .
7 QuE, ¢°:10 +tyé Dgﬂ'ﬁﬂ ty Bp[:d¢\ﬂ¢u (T-1)

onde ¢Ap = ¢l.p - ¢p'1 e V¥, € a derivada covariante em rela

gdo aos sTmbolos de Christoffel. 0 tensor de Ricci assume a for
ma
1

o
- v ¢u - ¥ quvc¢

:a RP = G + % ¢vu v

1 P 1
-y qu0°¢ t g ¢u¢v

onde usou-se que vu guc = 0. Use que

1 : 1 1 1
Z 0% " Wy Ty LT (vv¢u Y8 -z (vv¢u - V“¢“)

1 1 ]
=7 1'\.lu 3 ¢uv 4 (vvou + t’u‘*\i) =

S by T 3 (T0, ¢+ V8)

Vit
peis
Py = 7 B0y B, = Ve, - Tl
Logo,
R, =6, + o, -5 (Vo +94)-%g. 74
uv uv vp 2 V¥ ThaY Z % Ve
B AR E X T (1-2)

------------- L R I I I R

Observar que para um tensor de curvaturs geral R°uvu

s0 se tem as propriedades de simetria:



[+ s - RP [ [ P
R e R pay  ° R + R + R =0, e 2 proprieda

de diferencial de Bianchi

p p P -
R Hvasx + R PAviQ + R wakiv 0

(na abstengdo de torgao)

As propriedades restantes so sac validas para o ten-

=g IGk

sor de Riemann-Christoffel: G ox8 Ly

puve’
Gouva = = Glpva

€ ouva = Evapy

Pertanto, somente suas componentes de Ricci sao simétricas:

De fato, vé-se diretamente de (T-2) que Ruv tem uma parte simé
trica e outra antissimetrica.
by

= g R ] n&o

Uma outra maneira de ver que R iR upa

]J\JDG:
satisfaz 3 condigdo

- R
Ruupa * vupa

& calcular diretamente de (T-1) a expressao para Ryvpo * acha-

-5e:

Xvpg + Rukpu = ngmpa # 0

B N e I L L B L

Usando-se as identidades escritas anterjormente, se@

obtém as identidades contraTdas de Bianchi da teoria:



-384-

(T-3)
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5 - PRINCIPIO DA AQZO NA TEORIA DE WEYL

As quantidades gw.cbu determinam a estrutura da teg-

ria como potenciais. Seja a integral de Agido

I= [ L d4x ’ L =15 (guv’guv.a’guu.u8’¢a’¢u.B )
Em geral se tem sob variagoes 5gW.5¢»u
. [ atsr™) o 1 quv . .
81 I - dax + {P 6¢u +3 0 Gguv) dgx = O (T-4)
(VRS TN uvp -
8L M0, + 7¥Psg (T-5)

para variagoes se anulandec no contorno de integragdo o 19 fa-

tor nao contribuira.

(a) Transformacoes de gauge e as equacoes eletromagneticas

Seja uma variagac infinitesima) de gauge

As 1l + e
Como fol visto, tem-se
. = . -
.: ﬁguv ."‘ EQUU . 5¢]-| - ]""E Egu (T 6}
consequentemente

v puv 1 uvp
4L F T:EE.\J £d gup

+*

vamos por J““pgvp = J*. Temos em (T-4) usando (T-6)

I(P"amu .3 Q"Veg, Yegx = - I T%E Ple  + 3 J e Q" dgx =
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1 o ) )
. j 2, (1hs PMe dgx - J 3 (y5s Py dgx v 7 ] e Q¥ dgx

desprezando-se termos eas e obtem-se:

] 1 quv . - .pH i
J{P 5¢u + 5 Qllﬁguv)d4x I au(eP )dqx + J P’u (3 d‘x
+ ] [ Qu d,x
H w4
e(T-4} assume a forma

J au(aL“ - eP¥) dyx ¢ I e(Pfu + % o"“) dyx = 0

como o dominio de_integr&gio & arbitrario, obteremos a fdenti-

dade
1! 1 ¥
P-u+zqu.0
a lei de conservacdo (use (T-6))
W opHv. L cpMy .
3, (ed Ve | - ePh) 0

num ponto qualquer do espago ¢ e suas derivadas sdo fungdes ar :
bitrarfas, podemos entdo igualar a zero os coeficientes de e e

de suas diversas derivadas. Dal teremos as trés equagdes

au(J“ -P¥) =0 (T-7)
a M e ¥ - s -0 (T-8})
P*Y = pVH (T-9)

Da¥,
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P = - g VM 4 g¥
v
Pl-l ]
] N Jsu

As equagBes do campo ¢, provém de igualar a zero 0
fator P¥ em (T-4), portanto elas sio equivalentes a colocar

u " 0

VT -
dF = g, g = {T-10)

que tém a forma das equagdes de Maxwell se J" = /gu¥ o PV
= /g #£'" sao respectivamente as densidades de corrente e de

cappo eletromagnético.

(b) Transformagoes de coordenadas e equagdes da gravitacdo

Seja a transforma¢do infinitesimal de coordenadas

logo,
To, = ' (x) - & (x) = - E* ¢.-£4
u v u SH A ik
use a identidade

A A A
-£ ,U¢1 == au (E ¢A) + £ ¢R.U

portanto,

T e - A Aol
8, 3, (B0} + B (0, 34y ,)
= oy, - 3, (M) (T-11)

para a métrica teremos
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.- agf | 28 | __H_ 0 .
Kgu“ Yo axV 9o ax"  axP ¢ (1-12)

Se simultaneamente efetuarmos uma variagido de gauge de compri-

mentos
To = £ - A - {*} -
8o, = £y, -8, (E°9;) - e (T-13)
4]
Bg,.. = -9 .1 S q 2-5— ——E— P+ ¢ 9y (T-14)
uy HP 5V PV axM ax?

Portanto, nesse caso

2

LYY A L

aul,

dt? = en? « .« 424 = -£2¢udxu x - z2¢u5“

onde usamos (W-5). Daf
= - u
€ ¢, &

com esse valor de ¢ & simples mostrar que em'{T-13} tem-se

- A -
e para (T-14)
) P o b, b r.
3-gu\i ups.v Dvg.u gw.pE guv"oE (T-16)

(*) Nense caso, égu - G(I)SHU + 3(2)3 onde 6(1) ge refere A tranafor-
magdo de coordenadas e 3(2) = 6(2) se refere @ Gauge de comprimentos.

Similarmente para 6¢ 3(1}¢ + 3t2> -
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Para a integral de Agdo temos

L =yy3 L
3L = i;ﬁ "V Bg,,. L+ /G EL

SL = L'(x) - L{x)}
como L{x) & um escalar em relagdo a transformagdes de coordena
das: L'(x') = L(x), vem
L'(x') = L'{x + &) = L*'(x) + &°L o (%)
logo,

TLo= L'(x) = L(x) = L'(x) = L'(x') = -gPL

0 fator Kguv em 8L ndo inclue gauge de comprimento.

Entdo por (T-12)

i o oMV P kv P . P HY
¢"¥g,, = ~¢"Vg &% - g 9,080, = By, 570
P YR UV p
ZEsV guv;p 9 ¢
portanto,

ﬁ;ﬁ 9", = - F9 (8], ¢ 7 99,087

= -3, (V7 £°)

consequentemente

o= - L3 (/g tP) + /g (-5°L,p) i -3, (L /73 £°)=
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- - P
3, (L §%)
Essa variagdo refere-se unicamente 3 transformagido de ccordena

das. A variacg2o total na Acdoc pode provir de duas fontes: coor

denadas e gauge, portanto & variagdo total serd:

|

81 = J I (55“ - Lg“)d4x + J (P“E¢u tz 0¥Vs

o 69uv) dgx = 0

vamos fazer
sz¥ - LgP u gV

ent3o substituindo os valores de E¢u. Eguv acha-se

= | B seM_p Hpep P Ipk o | B
$1- J 25 (Mg, e + [ e [Po 42,0,

uv
- Q?_ (39 * guv°oi] dgx = 0

- 1Y d -
como apguv + guv¢p rupgav + rvpguu. vem que a solucao do pro

blema variacional & da forma

u u 1 puv a0 b . -
83,0, + P, -3 @7 (T 9., * o) 0 {T-17}

a (¥ - o Me®) = 0 (T-18)

usando que T e Q s2o0 simétricos, teremos para {T-17)

l'l + u - T ]'l = -
3, Q¥+ P roul 0 (T-19)

Hp

A quantidade S* & uma funcio linear de £% e de suas derivadas.

Portanto, podemos por
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W p MgP WO, P, 1 o HOAD .
1 Rp EY o+ RD BGE +* ? Rp E.UA

e por {T-18) segue-se qua

B _g My .
_3u(ﬂp Qg } =0
B ¥,.qg M
-Ro * ?RRD Qp
> T-20)
MO , p OU e (
Rp + RT3, FD ]

RUOA 4 R AV R T w0

Do que foi visto at& aqui na secéo 5, seguem-se oS

resultados:

{1} A densidade escalar [ nio fol explicitada, as equagdes de
_campo sendo dadas por M =0, g"Y = 0, e obtidas via principio
“yariacional para transformacdes de coordenadas e gauge que nao

_se-anulem ho contorno.

{11) A 1e1 de conservagiio de energia-momentum e momentum angu-
lar pro;ém das duas primeiras equagdes (T-20), 1a fazendo Qp“-
= 0 & sip, portanto, leis fracas de conservagdo associadas &
invaridncia da Agio sob transformagdes de coordenadas. A lei
de conservacido de cargas e corrqnfes-provim de (T-7) fazendo-
-se 12 P* = 0 (lei fraca de conservagao) e estd assoclada 3
propriedade de invariancia da Agdo sob transformagoes de gau -
ge. De fato, de (T-4) segue-se diretamente que se p¥ = 0, qu_
= 0 para variagoes 6¢u ’ Gguv arbitrarias dentro da regido de

integragio, entdo

u
51 = J 8({8r’) dyx
3xu

e 81 = 0, implica nas equagdes (7T-10) sob variagoes de  gauge
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e nas (T-20) sob variacdes de mapeamentos,
Tem-se assim resultados semelhantes aos obtidos em

teorias convencionats de campo,



-393-

6 - E3COLEA DA FUNGAO DE Aglo

Dada a fungdo de Agdo, as equagles do campo unifica-
do provém de variagdes que se anulem ne contorno e por (T-4)

teremos agora unicamente

§1 = [ (PHss, + 3 0*Veg ) dyx (T-21)

81 = 0 implica que essas equagdes serio

pH - g , ™Y =0 {T-22)

Para se determinar uma fungdo de Agdo deve-se procu-
rar exprimi-la em termos de grandezas que sejam ou invariantes
ou tensores em relagao a transformagoes de coordenadas e que

sejam gauge-invariantes em relagao a transformagaes de gauge.

Tais grandezas serdp ditas serem “in-invarfantes" ou entao

“in-tensores" e serdo indicadas por um asterisco.
A afinidade rﬂp & gauge-invariante porém obviamente

n&c & um tensor. De fato, tem-se:

- Y 1 e Ql - Py _ VB
ruv {uv} *z7 (6u¢v + 5u¢u 900 ) = ruv

sob guv = Aguv. ¢u = ¢u-au log X. Segue-se portanto que o ten-

sor de curvatura de Riemann-Christoffel associado a rsu sera
um in-tensor. Esse tensor € exatamente o objeto que tinhamos
antes chamado de Rpuvc {ver (T-1)). Usaremos a partir daqul a
notagio

p 8 P _ *rp
R oo = 8§ we * Ty = {uv}
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suas con’racdes tambem sdo invariantes (in-invariantes) desde

que para forma-las hasta contrair com o tensor de Kronecker.

R :=RP 2P o *g

Hv uvp Hvp uv
a curvatura escalar entretanto nao & um in-invariante,pois
ng contragag usa-se Iupe Apesar disso, pof extensdo, continua
mos a usar 0 asterisco

R = g"™" =6

*Gl - *G . ]:lOiS gnl-l\’ - 'II guv

| et

como v-g' = xz /-0, segue-se que as quantidades

e N A G T T e

*. 0 *n UVD
G Vo Gp -0
sao in-invariantes.

Weyl escolheu a densidade de Lagrangeana como

L= ("6% - ap ") VS (1-23)

Notar que a ordem diferencial da equagido de Euler-lLagrange nao

seria 2 se os invariantes restantes fossem usados.

As equagdes provenientes de variagdes que se anulam
nos limites de integracdio serdo as equagoes da teoria.Elas

tem a forma
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A T2 LA % (¢¥¢¥ - % 9"“¢p¢°) = (T-24)
- 3" - 4s" . 0 (T-25)
onde:

SV o. gtV - 1 g™ (e - 2a)
L A H i WL

J¥ & o coeficiente de & [ ¢u“¢”“ /=9 d,x em relagio a 8¢,
8 J ¢uv¢"“ /75 dyx = 2 ! [Et““ 777 89, - 20 /g 6‘#] dyx

¢ onde foi fixadas uma gauge por *G = 4), e B = g% .

YV & o tensor de Einstein-Maxwell de tra

¢o nulo satisfazendo ¥ = t%M, pois sua determinagio segue-se

0 tensor t

de variar °uv°uv v/-g em relagio a 9,y O tensor
gHv . % 9"ve
corresponde ao tensor de Einstein da relatividade geral. Daf
(T-24) seria uma equagdo tipo Einstein com "fontes®
XT'Y o 8pcHY - gMVi 4 3 (¢MgY - ; 9"v4,9°)

ou seja:
MV - 1 gV & xTHV

da¥ v
Toeuel e gtV - BT LB (g,0P-20,6°)
- gg; 4) 3 "
X "I ¢ p

Por (T-25)
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p . (48,2 P
$,¢ (=) J59

seque-se, portanto, que na teoria de Weyl a matéria nao pode

existir sem cargas ou correntes.
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7 = GENERALIZAQUES DA TEORIA DE WEYL

Duas generalizagoes dessa teoria foram propostas. A
primeira por Eddington e a segunda por Einstein em 1923.Edding

ton generalizou & condigao

Kuvap = Dp Oy = 7 9py ¢

colocandc em lugar de ¢ um tensor abitririo Kuu

“Suv®p p
co no 10 par de Indices, numa variedade sem torgio. Dai, a so-

stmétri
Tugiio geral para a conexdo segue-se de (C-11)

P _ ¢ P 1 po - -
ruv {uv} tz 9 (Kuv.o Kuo.v Kuo,u)
P

ee ¢ D
1 {uv} YU

e introduz ¢D na contragao rzo’ ou seja, define-se

- B
Uiy 2¢u
E£ssas condigoes, no c¢aso particular de Kuv.p = -gwdbp degene -
ram nas formulas de Weyl. A curvatura Rpuua calculada com os

] -
ruv tem a expressaop

P - b + e p Aoe A
R Bva 6 HVT Vdu uv vv uuc * "uuuxo uuoulv

onde Gﬁvc & o tensor de Riemann-Christoffel e v & a derivada
covariante para a afinidade {Ji}. Daf,

X A O

.= pP p - -
R := R = + ¥V u + 2\7\J¢‘J Zuuu¢k CHPL O

v HVp uy g uv

use que
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2V 8, = (g9, + T 0) + (T = T,0.)
= (V0 4 T 0,) 4 (39, - 3,9y)

= (T8, + V000 + 0

uv'
Logo,
R“v = RHET + ¢uv
com
RH! R NRER AN vpuﬁ“ - 2uﬁv¢1 - u:uug“
Para o escalar de curvatura temos:
R=g"R =6+ 270 + 27 0n° - ants, - g"vuﬁdugv

onde se colocou

W g o 2P
g Uy Zn

Eddington usa a mesma fungdo de agdo que Weyl. Nessa
formulacio a conexdo Pﬁv. e consequentemente a curvatura Rpuvw

nao ficam univocamente determinadas.

p

Por exemplo, as fungdes n" ni3o sdo dadas em  termes

dos ¢p. Seque-se, portanto, que essa extensio da teoria de Weyl

nio & bem determinada.

-

A 22 possibilidade & conhecida como a teoria pura -

U
vo' Iuv

c¢ipio variavels independentes, Nio existe torgio, e em geral

mente afim de Einstein. Nessa teoria T , ¢u 580 em prin-

se deve ter como extensdo da relatividade geral que

o o o o o .
Fav = Gl vy 0 Uy = Uy (E-1)
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Einstein supbe que a densidade da Lagrangeanz & uma

fungdo in-invariante dos r?

oy € suas derivadas primeiras por in

termeédio do tensor de Ricci da conexao T

= P p Anp _ oA
Ruv apruv avrup+ruvrkp ruprlv (E-2)

sob variagoes em Fﬁv se tera

- 3L P ar p
&1 J [-arp cruv + ;;E-— Gruu'é} dax
— " v UV, T

e as variagdes se anulam no contorno de integragao

- UV g -
§l = J Gp 5ruv d4x =0
gHv . 3L | 4 ( 3L ) (E-3)
p 41P o lapP
v U, o
Temas
AL _ Bk aRuB - Ruﬁ aRuB
p  oR P P
BTuv 153 aruv aruv
3L - EL aRaB - RuS 3Ru8
P 3 o o
3FHUQU of ar‘u\”d aPlJU,CI'.
Dai, tem-se para (E-3}
-
g"Y = 0B aRuB -3 [p%B aRaB 1
P 31-9 a arp _l
v Uy, 0

as derivadas de Rue com respeito a I e & arl szo calculadas,

usando-se (E-2), & obtém-se
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uv Uy v Uo pUV O GV ATl
'Gp = aoR spacn R rpa GDR TXT +
HT AV TV U W v Vo
+ T + r = -
R T LAY

onde se tem, usando que T & simetrice nos Tndices covariantes,

pv =3 MV P ROV L oW o MO L0 puv
R ip p R UPH FUDR FQUR

note que RYY & uma densidade tensorial de peso (+1) devido a
sua definigao.
- -_'p - ] - ~
Como Puv = Lﬁ" segue-se que as equagoes de Euler
{(E-3) sio da forma G, = 0. Portanto

uv v RS I TT B TR VY. / _ B
B+ R ) ~ S B "5 Ry 0 (E-4)

Decompondo #"" em parte simétrica e parte antissimétrica
RV = MV o Y

e colocando .

S LM - pHP _ Hp
d F H o F 3

(F*Y & uma densidade tensorial de 2% ordem antissimétrica de
peso +1}.
Se tem por contragao dos ndices {(v,p) em (E-4)

(R"F + #P%y -4 g0 - RO a0

Rpu_ - 8 Ruﬂ. =0
Y R

ou seja
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uv Uy v Uo pUV O GV ATl
'Gp = aoR spacn R rpa GDR TXT +
HT AV TV U W v Vo
+ T + r = -
R T LAY

onde se tem, usando que T & simetrice nos Tndices covariantes,

pv =3 MV P ROV L oW o MO L0 puv
R ip p R UPH FUDR FQUR

note que RYY & uma densidade tensorial de peso (+1) devido a
sua definigao.
- -_'p - ] - ~
Como Puv = Lﬁ" segue-se que as equagoes de Euler
{(E-3) sio da forma G, = 0. Portanto

uv v RS I TT B TR VY. / _ B
B+ R ) ~ S B "5 Ry 0 (E-4)

Decompondo #"" em parte simétrica e parte antissimétrica
RV = MV o Y

e colocando .

S LM - pHP _ Hp
d F H o F 3

(F*Y & uma densidade tensorial de 2% ordem antissimétrica de
peso +1}.
Se tem por contragao dos ndices {(v,p) em (E-4)

(R"F + #P%y -4 g0 - RO a0

Rpu_ - 8 Ruﬂ. =0
Y R

ou seja



dando

ooy 5 J¥

0 - 3 (E-5)

Substituindo em {E-4)} a decomposigidco de Rem G e F

e usando {E-5)} se obtém diretamente

uv _ _ 1 AT TRRY
Gy = - g (8,07 + 807) (E-6)

Essa @ a forma a que se reduziu a equagdo de Euler para as n:d
Ela pode ser resolvida para a afinidade total que intervém na
derivada covariante do lado esquerdo de (E-6). Para isso recor

de gque
Uy

=‘g‘&‘“— » G = R
uv

1o

da7 deve-se ter que 6"V = /=g g"¥ e se pBe J¥ = /=giY. Tem - se

assim para (E-6)

pv LV — TR AT VMO _ O LUV
apg +9 ap log V=g + rcpg + Pcpg rpag =
R NS MR 1O N (€-7)
contrainde com 9,9 S€ obtem
r° =3 leg /gt x4 (E-8)
po p T Y

Substituindo {E-B) em (E-7} e multiplicando paralela
v .
mente (E-7) por 9,39yr € usandoe que dgcA = -govguadg" » vem:

- T - T - - E_ g._
309uv “Tupdty = Tvpdur = 3 9ypdy * 900y 9,vdp) (E-9)

trocando p++ pu € p++ v se tem as equagoes
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T 1

- Tupdcu ™ Tuudpr = 7 (9pdy + 98y = 958y (EST0)

a T
oy = Tppdty

3

T T 1
wlup = Tuvdro = Tupdur = 3 (9uudp * 930y - 9y, ) {E-11)

?
Formando a combinagdo (E-1D)+(E-11)-(E-9) se obtem

_ | . . 1 .
Tav,e = Dvanl + 5 (9,00 + 9y,3,) - 7 9y,
dando
p ) ] P [ - p -
Tuv = {uv} + g (Gudv + iju Sguvj ) (E-12)
Esse & um tipico resultado de uma teoria unitaria, qual seja
a corrente associada ao campo ¢u através da definigio v-g j“ =
= Fug g parte integrante da geometria através da afinidade to
tal dada por (E-12).
De (E-12) vem

P 3 e Py P
Unw ° % (GuJu + Guju Sgpvj )

Usando a definig3o de Eddington, uﬁp = 26, se tem

Levando isso de volta em (E-12) re-obtemos PEU de Weyl.
As expressoes gerais da curvatura calculadas antes

530 validas aqui e se tem

_ 21 0. 1 LU
Ruv - Guu Z gu\ivpJ g

o, =% (3]

TR we avJu)

Em lugar da fungdo de Agdo de Weyl tambem & possivel,
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como sugerido por Eddington, usar-se a densidade escalar

seja R = det va. entao

-menor R
BY O det 2"V = %%

3% AL
R =wm_ "
uv 2 /R

donde

-}; L =Y - det_R‘W' « vV -det(c" + P*V )

. Como se conclue, as possTveis extensdes da teoria de
Weyl n3o apresentam resultados essencialmente novos aos J& de-
terminados por Weyl. Aparentemente, para uma teoria a 4 dimen-
soes envolvendo gravitagao e eletromagnetisme numa  geometria
ndo-Riemanniana sem torgdo, a construgdc feita por Wey) & sufi

ciente. Entretanto ela possue certos defeltos:

{1) Suas equagdes de campo sao muito complexas

(2) A gauge eletromagnética afeta, os comprimentos por meio Je
um fator conforme (1'2 = Azz), ¢ que aparentemente & um resul-
tado nao-fisico. Como A = A{x) segue-se que a observagao do
camprimento de um vetor num dado ponto ira depender de sua tra
jetdria no passado {valores de A(Xx,x%) para x? < *gbs.}' Isso
ndc aparenta ser vidvel.

(3) Sendo ela uma teoria conforme com curvatura, somente o% cO
nes de luz sio inafetados pelo fator conforme, & portanto, pra
cessos de medidas fisicas devem ser feitos utflizando unicamen

te raios luminosos. Existem entretanto processos fisicos envol
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vendo trajetdrias temporais, como por exemplo a propagagio de
um sinal segundo a dinamica de Hamilton, Tais processos envol-
veriam métricas gauge-variantes (gbv = Aguv) 0 que nao @ um

resultado adequado.
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B -~ PEORIA DE EINSTEIN COM PARALELISMO ABSOLUTO

A segunda Teoria Unit2ria de Einstein proposta em
1928 com a finalidade de geometrizar a gravitagao e o eletro -
magnetismo, se caracteriza pelas condigoes Q” =0, Q@ = 0. A
variedade so se distingue de um espag¢o euc11deana pela presen
ca de uma torgio ?¥. Existe assim paralelismo a distidncia so -
bre a variedade. Em principio, uma das propriedades dessa teo-
ria seria substituir a descricdo dos efelitos gravitacionais da
linguagem da curvatura para a linguagem da torsdo. Como carac-
ter{stica bisica dessa reformulagac ja ndo existiria um princi
pio de correspondéncia com a relatividade geral. Tal caracte -
ristica & comum a quase todas as teorias unitarias propostas
nas décadas de 20 e 30, que tentavam formular geometricamente
os dois campes de forgas de longo alcance conhecidos, tal for-
mulacdo seria uma nova teoria, n2o necessariamente representan
do uma extensao da relat1v1d;de geral. Essa Oltima passaria en
tio a ser uma teoria transitdria, porém ndo definitiva. A pro-
pria teoria de Wevl & desse tipo, pois se em algumas de suas
equacdes se pode formalmente fazer '¢u + 0 e assim re-obter a
geometria de Riemann {como por exemplo em nguv = uv¢p}’ em
outras equagdes Ysso ja nao 8 possivel, como por exemplo no
principio varfacional onde a densidade Lagrangeana & da forma
*g? Y=g na parte gravitacional, tompletamente diferente da
relatividade geral. Al&@m disso, a condigdo de gauge *G=4x ndo
possue correspondéncia com resultados de relatividade geral
Portanto, o par (guv.¢u]'forma. em verdade, um ente primario ,
que nio deve ser separado.

Devide ao paralelismo distante existente sobre a
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variedade, @ natural gue se use vierbeins como entidades geo -

"metricas basicas. Yamos ipdica-los por h?u)

g N héu) h

uv via)

Como nio existe curvatura segue-se que as condigdes
u - H L, - -
Maysv ™ P a) * Taivia) 0 (R-1)

sdo validas sobre tods a variedade (a curvatura associada a

conexdc T se anula). De (R-1) tamb&m se tira que a afinidade

vale
TR T {a) | _ (o) -
Tyy h «) 3, h X h{u)lavh (R-2)
Tem-se como em relatividade geral
Suvip " (R-3)
entretanto essa apalogia & meramente formal pois gl_“J 3 aqui

definido em fungio de h?u) gue satisfaz (R-1)}, o que ndo acon
tece em relatividade geral. Chamamos a atengdo para o fato que
2 solugao geral de (R-3) & da forma (W-9) escrita antes, por-
tanto se.ﬁ”uBY{r) = 0 isso ndo implica que o tensor de Rie -
mann-Christoffel Ruaﬂy({dt}) seja nulo. Logo, existe nessa va-
riedade os simbolos {Jz} obtidos de Iy {s0 que eles sao
escritos em fungdo das vierbeins pois guu-é dado diretamente
em termos dessas quantidades).

u - hH -
o A derivada covariante completa h(a)lv = h(u);v
X
a v {a)
(use (R-1))

h“(l) se anula devido a (R-3)}. DaT, segue-se que
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_ o) .
o) = Maysuhy” =0

()

&%y

portanto, 2 afinidade interna se anula sobre toda a variedade,
o que implica que o espago interno dessa teoria @ globalmente
flat (tal como ocorre em relatividade restrita). Numa varjeda-

de dotada de curvatura e torgao tem-se:

Vess _ _pV Tews T Vi
['pp.ch]Au__ = -R upa(”" MOSRIEEE RY paTIAY e
+ 2rT p AV -
1"?},,f . {R-4)

- *
Na presente situagao ela assume a forma( )
A\)-oo _A\.'... = “ZPT A\.'-.o . (R_s)

8.1 = 0 Tensor de Torgao

A presenca de uma torgio oY distingue o espago de uma
variedade eucT1deana(**). Para definir essa geometria se dis -
poe de 16 componentes da vierbein hia) {as quais definem uni-
vocamente gs guv). Entre as 24 componentes da torgdo PEN ira
existir um certe nimero de identidades.

A forma assumida pela identidade de Bianchi num espa

¢o com curvatura e torgdo @

(*) ;p & a derivada covariante em relacio a afinidade dada por (R~2). Ob-
serve que ela, em principio, possue uma parte simétrica e outra antis-
simetrica.

. ) ] )
Pois {SY} e R B ({.

sdo interpretadas como conexao e curvatura.

(**)

} ) sdc aqui meras quantidades formais que nao
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T T T - 2Rt AL
DpR Hov * DvR Hpa ' DoR uvp 2R uAprov

T A T S
- 2R ukvrqf 2R "XUFEP =

portanto,se'RTuqufo sobre todo espago,ela ficara identicamente

satisfeita. Tem-se tamb&m a jdentidade

T T T T T T
R vpo + R oVp + R pov + Z{Darpv + DUFEP + Dprvcl
LY
A LT A T A RT -
4varkc 4rcprkv 4rvurlp =0
v v v v v W
T -l -
que no caso R Voo + 0 assume a expressao: ﬂp + ip
T T T At A oLt .
+ T + T +2(r>r, +r°r, 40 T,) =0 {R=-6)
H ap;v vas; vp Ag A av A
v 9D AL S T AR SR S 1

Observar que tanto em (R-6) como na formula geral tem sentido
tomar derivada covariante de P;v pois este & um tensor. Coamo

v
em particular aqui se tem

W (i {a)
vemos que isso é verdade nesse caso pois a[§ h(:}] € um ten -

sor de 2% ordem:

8
' )
h i“) = gXx h(“]

ax A B

|(ﬂ}
3h'y . ax®  ax? h(u) N a2® h(u)
ax'Y ax'* ax v Bep ax'ax'V B

vopla) _oa pla) axB  axP (a) . nle)
3y Wi ahhy X an'® thg,o = Ppye)

A definigdo gengrica da operagdo ip @:
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TR . Heoo U oqOene  _ G pHies

LA apT vo.. T ruoT Vi rva Gooo (R-7)

daf

T = T T A _ prh pT _ pA o7

vaie aprvc + Flpruo ruprlo rcprul (R-8)
v v v v v

Pode-se contrair diretamente dentro do sinal de deri

vada covarfante desde que por [R-7)

a6 _pG A phoaa 0 _ opo
6B;p rkos B FBOGA rﬁp er @

Da¥, temos por contracdo em {R-8) nos Tndices {7,0}:

a _ a 0 A _ Rk o | WAoo _
Fvo;p B apruo * Tlprvu ruprAc rUpTvA (R g).
v v LY v v
. + 9
denote: PU Fvg s portanto se tem
v

.. =3l -T'p (R-10)
vip PV vp A

0 20 e o 49 termos da equagdc (R-9) se cancelam). Assim ve-se
por (R-10) que r, @ um vetor, fato alias consistente com  sua

definigao. Vamos cgntraiv {71,0) em (R-6)

a - X X o A Lo = -11
Movio * Tusp oy * Z{PUprx T ruvrkp) = 0 (R-11)
v v v v v
De (R-10)
A X
Toip = Tosu = 3Ty RN S rpv) \
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Logo, temos em {R-11)

r°  +a3r -3ar +2(} +r2r +r"r°-r$r

o

= 6

Vg v v v A o hv gy A A) -
0 e P v v v v W '

Dentro do paréntesis o 19 e o 40 termos e o 20 e o 30 termos

se cancelam, resultando em

= - {3l -23rcl} {R-12)

Seja o tensor

onde g"" § escrito diretamente como fungao das vierbeins. Dai

por {R-5)

Pr10 - TPsTO = .op* pPsTP
F v iu3v T v;\);l.l 21‘”\}}[‘ v;A

contrainde {p,v) e (o,u}, 0 que & feito diretamente como  foi

provado antes, se obteém:

[ Y I o+ k rfrT - .
PV aio T T Vet 2TG TPV = 0 (R-13)
v
Seja
1 + I WUV O
5 6%:= 1° ‘{}’;v + 2r° “J’rvp {R-14)
W
entio
MO pOhky LyUYLT CTIT
S S A, ’.}’ruvp;c+4r L% va {R-15)
De (R~12) & natural colocar-se
U R (R-16)
7 .
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dad

1 pv UT  va.0 _ pOsHy

7P 9 Tye = TV
portanto

' UG _ ophslO
e = 2TV, (R-17)
De (R-15) e (R-17) venm
L]
RS T S T P Uy O Pally O
6 e TP e TN g P ATV T e P ATV T
W W
- 2r*le

iAo

da¥, comparando diretamente essa equagdo com (R-13) vem

MG | RO opPaEVE -
Gy F g TN, = 0 (R-18)

...............................................................

Em resumo: Viu-se que por decorréncia das identida -

des diferenciais de Bianchi se tem

a - o
T = - {3l -3T) s r =T

H v v \Y] va
avio ol p

definindo entao

se prova que
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WG pHO | apfo -
M, - FYe e %?va 0

8.2 - Aes Equagces do Campo Unitaric

As varidveis da teoria sdao as vierbeins h?u)’ em ni-
mero de 16. Existe a afinidade T dada por (R-2) diretamente
em termos das vierbeins. Sua parte preponderante e a torciol‘tu

v
pois somente esta quantidade distingue a geometria de ser uma
geometria tipo Minkowskij (R”vaa(r} = 0). Inclusive, tem-se por
{W-9) que se Ptu ~0 entio rl - {J;} e se teria agora que

v
o tensor de Riemann-Christoffel vai ser nulo em todo espago
Podemos entao dizer que
¥, M E -
rlu PA\J + rku (R-19)
_— v

€ que o espago sd se distingue de um Uy pela presencga da tor
;io(*J. Assim ndo se pode fazer rfu = 8 , e portanto, equacoes

v
do campo unitdrioc terdo que ser diferenciais de rfvigua1ados a

zero. Por outro lado, se tomarmos condigdes em de:;vadas pri-
meiras da torgdo elas irae ser condigdes em derivadas segundas
das vierbeins por (R-2). Dai, & natural usar-sé tais tipos de
coﬁdigﬁes_p;ra possiveis eguagdes de campo. As quantidades ghv
(com 16 componentes) e F'Y (com 6 componentes) sio dadas por

derivadas primeiras da torgido.

3
" Assim (R-19) pode ser imaginads como uma perturbagao na estrutura flat

de U, se em sxpressces quadriticas em I'l;v desprexarmos T atc.

b
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Considera-se entdo como possTveis equagies do campo

(elas sdo postuladas sem apelo a um principfa varfacional)

= 0 (R-20)
F¥Y = o {(R-21)

Observe que F““;v = 0, que & uma tTpica equagio tipo Maxwel)
ird aqui ser dada por equagbes diferenciais de 32 ordem nas vi
erbeins, Elas sio 22 equagdes nas 16 componentes h“(u). Em vir

tude da 1dentidade (R-12} se tem como solugic de {R~21)

r, =3, log ¥ (R-22)

¥ sendo um campo escalar arbitrario

Note que

FHuv Pruv UG, VBALD
AP P%p;o

logo, se Fiv -rqy,p = @ entio F'V = 8 , porém se FHYV =« 9 iss0
ndo fmplice necessariamente que F = 0, mas & compatTvel com
7LV

esse resultado

Pode-~se assim substituir o sistema (R-20), (R-21) pe

lo sistema

"V = 0 . r, =3, Tog ¥

que cont@m 20 equagdes. Elas se aplicam para determinar V7 gquan

. pH
tidades: h (a) e v,
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8.3 - Aproximagdo de Campe Praco nas Equagces do Campo Unitdrio

Vamos considerar a aproximagdo

U - aM u
h(a] = ﬁa try

com r um infinitésimo de 12 grdem. Os grupos de simetria da tep
ria sio em geral:
{1) transformagdes arbitrarias de coordenadas

(it} transformagdes globais de Lorentz

As transformagdes (1) sdo trazidas pelo fato que o espago pas -
sue uma conexao, ou seja sob transporte paralelo de vetorésexig
te uma variagae 6AY. As (ii) seguem da propriedade que a afini-
dade interna se anula em todos os pontos do espago. Na'aproximg
Gao linear as transformagtes tipo (1) degeneram nas (ii) (a me-
nos de gauges) de forma que nada distinguird os dois tipos ante
ricres de Tndices nessa aproximagao.

De (R-2) vem nessa aproximagdo
ar! =¥ r®

Tlog ¥ assume

r, torna-se um vetor de Lorentz. A equacao Fu = au

a forma

aur§ =3, log ¥ | {R-23)
) .

Tem-se nessa aproximacac

Pay WA vanp  _ _ud_va ] 0. p -
" % n N Pkg T ow (3ar A r a)
e ] pu_ va _ _Hi ov
] (aar n n alr )
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daf, PP'QPPQP & de 22 ordem nos r e & desprezado. De (R-9)

Ty = PTrUV T Gl u GOV v o3,uc
PNy = TN TR I 4 n¥ re v Y pdes

2 ov
- I.U"I-\l)o' = ] ( D rO’]-l - nma r )
o 2 ax*ax“

Logo, por (R-14} e {(R-20) vem

% 67 ro'Ey;v « 1 =0

PV :

ou,

6" = [ - a¥a r?V = 0 (R-31)

As equagbes nessa aproximagdo sdo portanto (R-30) e {R-31). Na
presente aproximacZo os grupos de simetria sao as transforma~
¢oes de Lorentz e transformagdes de gauge sobre as vierbeins .
Para essas transformagoes se tem:

A - pHY v av v O uB_,0 uv
r (x) rFY{x) + z‘ur + g'sr E L

Portanto,

awv

UV = pHV H U oV v uB
r ’v{x) r’v{x) + E,ar.u + £ r + E’Br +

s OV W

v B _ Lo uv _ .a pv
* szvr £ rLav E,u "o
Impondo a condigao de gauge
PHYo= {R-32)

» W
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v

ue implica em r= =0, rY =0, vem que as fungdes de gauge
g Y v

£¥(x) sdo condicionadas pelas relagdes

Eu r s EU rpB + EU r“s - g% pHY 0

P OV »B » W s By PRy -

triviaimente satisfeita em 12 ordem. Espera-se que as componen

tes r2¥ descrevam gravitagio nessa aproximagao:

Y . n““rua, simetrizado em {u,v) ,

portanto devem representar um campo de spin 2, ou seja, com 5
componentes independentes. Dai, torna-se necessario impor mais

uv

uma condigdc de gauge sobre r alem de {R-32) que si3oc 4 con-

digoes. Como se faz usualmente em teorias de campos, vamos im-

por a condicao

ro=n. B o g (R-33)
Das condigdes (R-32), {R-33) vem por {(R-30),

b _1 ool o WMy -
aur AT T {aur A a,r u) =3, log ¥ = 8
v/
gue implica em Jog ¥ = constante, e portanto ¥ passa a ser uma
constante nessa aproximagao. Resta unicamente a equagao {R-31},

que pela condigao (R-32) assume a forma

T r®™ = 0

ou seja,

Ord -0 S S (R-34)
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As equagdes de campo serdc portanto do tipo de esquagSes de on-

da suplementadas pelas condigoes

r2 .0 . r=0 , Y o0 (r-35)

DaT, segue-se que as equagdes em r%ﬁ tem a forma
de equagﬁes.de Maxwell no vazio para a intensidade do cammué]g
tromagnetico. As equagoes em 2B tim a forma de equagdes de
gravitacdo no vazio, pars o campo de radiagdo. Nessa aproxima-
¢30 os campos estdo desacoplados pois interagdes sdo  fatores
de 22 ordenm (Tp“ de Maxwell serd quadratico nas r%ﬁ Y. Ne teo-
ria exata os campos gravitacionais e eletromagnéticos sdo da -

dos pelas mesmas equagdes G"' = 8 e Fu -3 log ¥ =0 e nao

H
poderao ser separades como fol aqui por imposigdo de condigdes
de gauge,

Entretanto, existem algumas dificuldades com a teo -
ria exata e tambéﬁ com sua aproximacgac linear. Essa 0Ultima des
creve campos de radiagdo no vazio, porém descreve esses campos
como se fossem livres, o que @ inconsistente, pois em particu-
lar a radiagio eletromagnética se acopla, em geral, com & ra =
diagdo gravitacional através do tensor de Maxwell. Na teoria
exata nao se conhece em geral solugoes exatas das equagoes de
campo, o que torna dificil verificar as propriedades fisicas
da teoria. Pode-se em princTpio, postular equagoes de movimen-

to de partTculas o campo por mefo de equagoes do tipo

ou seja,
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com T dado por (R-26)., Entretanto essas equagdes descreveri

Aa

am o movimento de forma analoga tanto na teoria exata, quanteo

n
Ag

seja, se conhecermos o valor dos vierbeins ril). Assim, ji nio

a teorfa linearizada, desde que se conhega o valor de T »OU
existirta o resulitade da teoria da relatividade geral onde as
equacoes do movimento na teoria ex;ta decorrem das equagoes de
campo. Esse fato estd relacionado a dificuldade de se isolar
um termo com estrutura de Tuv nas equagoes de campo (R-23). Ou
tro detalhe negativo & que a torgdo intervém nas equagoes de
campo mas nag comparece nas equagces de mdvimento de particu -
las no campo.

- Em 1929, Levi-Civita mostrou que se pode obter os mes
mos resultados da teoria unitaria de Einstein trabalhando-se nu
ma variedade de Riemann, ¢ que mostra que em principio a 1lin -
guagem da curvatura ou a linguagem da torgao separadamente po-

dem descrever os mesmos resultados.
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9 - CONCEITOS SOBRE A TEORIA ASSIMETRICA DE EINSTEIN - SCHRO -

DINGER

Em relatividade geral e em geral nas teorias uniti -
rias determinamos a expressdao da conexdc em fungdo do tensor

fundamental simetrico 9w pelas condigdes

D g = K
o pv MV, O
onde Kuu " & fixado a priori. Assinm, em relatividade geral
]
Kuv o " 0, e com a restrigao que a conexao seja simétrica, se
1]
obtem Fiv={ﬁh} . Na teoria de Weyl, onde se introduz um campo

de gauge ¢ acoplado a métrica g, se tem

e se gbtém uma conexio semi-métrica do tipo visto antes.

Para completar a estrutura da teoria, necessitamos
de equagdes de campo nes gpv que sejam diferenciais de 22 or-
dem, e para tanto impomos condigoes sobre a curvatura R]_I s Ou

W
sobre o tensor de Einstein Guv, da forma

gque sac¢c validas pa regiao exterior a2 matéria ponderivel,

A defini¢ao do tensor de momentum-energia da matéria
ponderave]l & fenomenologica, e se distingue portanto da defini
¢ao da sua agdo, ou seja, do campo 9, que @ essencialmente ge
ométrica. A introdugao desse tensor no lado direito das equa -

¢bes de campo conduz ao sistema de eguagoes validas no ante -
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Essa estruturz matemdtica, em geral, provém de um
principio variacional que descreve as equac¢des de campe & sua
interagao minima com a matéria através do tensor T y» OU seja:

postula-se uma densidade Lagrangeana

L = LD + LM

onde LO & a densidade Lagrangeana do campo gravitacional LU =
= y-g g“vRuu) e Ly a densidade Lagrangeana da mat2@ria ponde-
rivel ou da energia que gera o campo. As equacgoes de campo Sao

entdo obtidas como

.74
0
Gguv.

onde 8Ly/8g . = "V, SLyl9,, = « THY,

Essas consideragoes sao validas em relatividade geral. Conside
ragoes similares em teorfas unitarias foram vistas antes, como
par exemplo o principioc variacional de Einstein para a teoria
de Weyl. PrincTpio variacional similar pode ser estendido en

geral, para uma teoria unitiria qualquer sob a forma
§ [ L d4x = B

que por escolha adequada de L conduza as equagoes de campo da

teoria na forma de Palatini:

8L _ g , 6L
LE u
yv arvu

Tais equagdes serdo sempre do tipo "exterior", ji que aqui ndo
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se introduz um Tuu fenomenologico, A intencdo bisica dessas te
orias @ essencialmente reduzir todos os fatores que intervem &
geometria: assim agrupados conjuntamente estarido os efeitos gra
vitacionais, eletromagneticos e materiais todos dentro de um
enico campo generalizado. Uma teoria dessa natureza diz-se ser
unitaria, e ja tratamos de alguns exemplos antes. Cumpre res -
saltar que nem toda teoria unitaria necessﬁriamente segue-se
de um principio variacional, porém as mais bem formuladas, ou
mais consistentes, possuem um principio variacional. I

Em 1945, Einstein propos sua (ltima tentativa de uma
teoria unitdria, na qual trabalhou extensivamente até 1956, e

que tamb&m foi desenvolvida e substanciada matematicamente por

Schrdinger. Os principios basicos dessa teoria sig:

(i) Supde-se que a conexio ng e o tensor fundamental g sdo

assimetricos:

(it} Trata-se de déterminar 2as relagoes que ligam rﬁq ao ten-

sor fundamental 9y

{1i1) Trata-se de determinar as equacgdes que ligam a curvatura
e tor¢do ao tensor fundamental 9,,+ oMo parte das equagdes do

campo unitario.

Para isso supde-se existir um principio variacional
de Palatini que generalize o princIpio correspondente da rela-
tividade geral. Nesse ponto existe uma grande arbitrariedade
na escolha da densidade Lagrangeana. Ela deve ser dependente
de elementos associados 2 curvatura e 2 torgio, porém pode-se

definir diversos elementos desse tipo:

R = RP
['RY Bvp
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p
Puv * Rpuy

)
I"p - l"oo

e teremos diversas densidades escalares viaveis:

v v v
Ly = o¥ Ry p"Va /5 g"V , g = det 9y
o MY
Lz =D Puv
. pHVY
L3 =D Fu rv

Einstein baseou sua teorfa na densidade I, a qual
& £ mals simples generalizaclio da [ da relatividade geral e
que conduz 3 equagdes, em principio, coerentes. De fato, I,
sb faz intervir a parte antissimétrica da densidade o*Y e Ly
nao contem a curvatura e portanto isoladamente ndo sdo quanti-

dades basicas,

9.1 - Alguns Resultados Matsmdticos Associadoe & Taeoria De

Einatein

Se a conex3o afim ndo @ simétrica, teremos dois ti-
pos de variagoes num deslocamento paralelo, que serao denota -

dos per:

H
LA (I
A = TGDA dx
]
A" = - rg 2%dx

e, portanto, teremos dois tipos de derivadas covariantes

AE,

a3 A¥ 4+ R p®
p FUQ

[}
- H TRY
A ip apA + rpc A
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A = - r°

¥iP auAu rquc
- _ @

Au;o = aunu FDuAU

Tem-se: rtp = rhp + ¥ » € com a torgao define-se o guadrive
tor:
1..0

P po

v
Usaremos a teoria de Einstein sob a forma complexa, onde o ten
sor fundamenta) gu\J e a conexao Fﬁu sdo matrizes Hermitianas
nos indices covariantes:
*

*
- ¢ _ P
9v 7 Yoy ? Tyv = Ty

Essa escolha n3c tem diferenga marcante no processo matematico
de obtencido das eqqacﬁes de campo, que seguem igualmente, mes-
mo que esses tensores sejam reais, porém a escolha de quantida
des complexas permite a obtengdo direta da teoria em termos
de vierbeins, o que ndo & possivel de forma fechada se os ten-

sores fossem reais. Segue-se que

v v W
H Bv L
.. . - o
ou seja: gHy 1wu“ com resyltado analogo para Fuu'
W

9.2 - Equagoes de Campo da Teoria

Yamos usar L] como 2 densidade escalar basica do prin

cipio variacional. Trataremos os p”Y e a afinidade como 16+64
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fungbes independentes de campo {princTpio variacional de Pala-
tini}.
Iremos usar a afinidade segundo a definigdo sugerida

por Schrddinger: em vez de Fﬁv usamos uma outra afinidade Hﬁv’

dotada de vetor de torcao Hu = NEP e com ela determinamos
Ruv(u}' Entac se tem
= u\, -
Iy = BUVR (W) ($-1)

a ligagao entre W e I' sendo dada por

P oL wP 4 2 .p -
Thow = Wy + 3 6, W, (5-2)

tal que T =.r§é = 8 . As equagdes de Euler-lLagrange do princi

pio variacional de Palatini assumem a forma

'S uv

= L . 2 RV o uo wv -
D lo 3 Gp A R Hp (s-3)
< apo‘d}’ = 0 (s-4)
. Ruv{u) = 0 {5-5)

onde indicamos por | a derivagao covariante em relagdo i afi-
nidade W. 0s detalhes de obtencdo dessas equagdes pelo princi-
Pio variacional serdo vistos detalhadamente na Secao 10, que

se segue. Escrevendo-se as equagoes em termos da conexde I' se

tem:
¢ WY
AR 0 {5-6)
3099f = 0 {5-7})
) RHE(F) =0 (s-8)
R (1) - £ouy,, - W) (5-9)
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onde ; indica derivagdo covariante em relagdo 2 afinidade I
Fundamentalmente (S-7) estaria de certa forma relacionada 'i
eguacao de Maxwell em presenga de gravitacio, enquanto qLe
{5-9) seria a parte restante dessas equagdes que definiriam a
intensidade de campo em termos dos potenciais eletromagnéticos,
esses ultimes relacionados ao vetor Hu da torgZo. As (S-8) se-
riam as equagoes que substituiram as equagdes de Efnstein da
gravitagdo. Finalmente ($-6) aqui exprime o fato que nessa teg
ria a conexdo FE“ nao & dada a priori como sendo (Jz} tal co-
mo em relatividade geral (espago de Riemann), mas & tambem um
elemento dinamico da teoria e que, portanto, & solugdo de uma
das equagdes de campo. De qualquer forma (5-6) @ a equacio gque
generaliza a condigao de RiemaanD““;p =0 com p*Y = pV¥

Tal generalizagdo implica que rﬁv = {J%} + termos adicionais
tensoriais, tais termos extras sdo elementos dinamices na teo-
ria e envolvem a torgao, ou seja, o eletromagnetismo. Do ponto
de vista prético, esse sistema de equagdes & evidentemente mui

to mais complicado do que o sistema correspondente em relativi

dade geral (sistema de Einstein-Maxwell).

9.3 - As Identidades de Bianehi Contraidas Generalizadas

Numa variedade de Riemann um tensor Suo fungao de
9y © de suas derivadas de 1% e 22 ordem e gue satiéfaz as con
digtes

@ necessariamente da forma
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s P .n”. % 68 (R - 23)

onde R & o tensor contraido de Riemann-Christoffel.Para A -+0,
5 & o tensor de Einstein.

Tais identidades existem também na teoria unitiria
de Einstein, sua obtencdo sendo a seguinte: considere as iden

tidades de Bianchi numa variedade dotada de conexio assimdtri-

ca
T T T 11 T
R Voufp + R VUQIU R UDU|U + Zwop R vay +
o T o T - -
+ pru R vag ¥ ZHW R vap = @ (todas as derivadas covari

antes sdo do tipo +)

derivadas covariantes se referem 2 conex3o W e a curvatura se

refere a essa conexdo. ContraTndo (t,u) se tem:

vo va IRRPURT. 2% u vo o
{9 Ruc)lp - (p Rup)[a ("R “GO)|H + 2R° .9 Wou ¥
2 _vo u = .
+ 5 9% (R M, - RM W) e 0 (5-10)

A equagao tensorial correspondente 3 equacio em den-
uv

sidade (5-6) @ g*',o = 0. Dessa equacdo se tem

Hy TV v T . '
997 = - (P39 " + T 97) (s-11)

Schréddinger e Bose obtiveram independentemente as con

digdes de integrabilidade das equagdes ($-11) como(*):

£
{ )E. Schridinger - The final affine law III - Proc. Ir. Ac. Sci. 524 N |
(1948). S. Boge - C.R. Ac. Seci. 236, 1333 (1953).
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Av My ) N
R¥,gp(F1"Y + RY, (T)g"t = 0 (5-12)
onde ﬁ“ch(r} € 0 tensor de curvatura para a conexio ?Ev -
- 1P I eN) Y T
rr., ou seja simbolicamente: R lap{r) R %pp(r Y.

Contraindo {v,o) em (5-12) vem

X -
MR, (r) = ¥R (1)
escrevendo essa identidade em retagao & conexdo W de (5-2) tem

-5@
gMVRM, L (H) = g ) (W) (5-13)

Recordando que as derivadas em (S-10) sio do tipo +,

e usando (S-13) teremos para (S-10)

uv v . phv -
3u{D va(u)+o RUD(H)} D apnuv(u) = 0 (5-14)
fazendo
i1 B ¥ R
Hp -y (g RBY{H) + g RxE(H)) ol Gp g RQI{H) {S-15)
{$-14) assume & forma, na conexdo W
|- -

Hp Iy = 0 {s-16)
obviamente essa identidade também pode ser escrita usando-se
a conexio I', ¢ 0 resultado &:

{$-17)

K¥ =09
p u
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TR | by Fed 1 . 13
Gh e g (5 RyylT) 4 g7 Ryy()) = 3 8 7 Ry ()
Ve-se, portanto que Hpu(H) ou KD"(P) s30 os tensores corres -
pondentes ac tensor de Einstein GD“({_:)} da relatividade ge-
ral, as identidades contraldas de Bianchi generalizadas sendo
(5-16)} ou equivalentemente (S-17). 0 método seguido agui e
devido a S. Mavridas'). Tal como se faz em espagos de Rie -
mann, & possTvel re-obter-se as identidades de Bianchi pela in

variancia da Agdo sob transformacdes arbitririas de coordena-

das, isse foil feito por A.Lichnerowicz(**).

9.4 - Piscussdes Sobre as Equagces de Campo & Resultades da

Tecria

As equagoes de campo {S-6) podem, eventualmente, ser

agregadas de um fator cosmoldgico:

34

2", =0 (5-18)
apu"‘.f' =0 {$-19)
Ryy (T = A v (5-20)
Ryg (1) = Aoy, + Z (3, M, = 3 M) (s-21)

com Y,y = 9, ¢uv = g . D0 fator cosmoldgice proviria de se

B¥ D4
fazer Ly » Ly + A /-§. Essas equagdes se raeferem & uma cone-
x3¢ T com vetor de tor¢Zo nule. Fazendo

™

$. Mavridés - C.R. Ac. Sc. 244, 2482 (1957).

(**) A. Lichnerowice ~ Th¥ories relativistes de la gravitation et de 1'elec
tromagnetisme - Masson-Paris, 254-288 (1955).
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re, = o)+ ugv * r;y = {51+ e, {5-22)
com {Jz} indicando os sTmbolos de Christoffel para os Yo'
Obtem-se entdo equagdes para RHX(F) e qu(r); ou  sejam as
{5-20}, (S-21) em termos dessa conexao (S5-22). Nio reproduzire
mos os detalhes que s3o longos (ver Tomnelat - Jes thEoriesuqi
taires de 1'electromagnetisme et de la gravitation, pagina 319).

vamo§ 2 seguir discutfir a génese de formagao de um
tensor de momentum-energia nessa teorfa. Tal definigdo & evi -
dentemente de interesse fisico e a0 mesmo tempo forneceria uma

comparacdo com a relatividade geral. Temos:

(1) A teoria rigorosamente sg possué uma "regiao exterior" des
de gue Suas equagdes $3o puramente geomdtricas.
{ii) Qualquer gue seja a estrutura de tensor Tpv de momentum -
-energia ele deve ser extraide do 19 membro de {5-20), ou se-
Ja, o tensor RHE(F)' Porem tal processe vai depender basicamen
te da forma da afinidade T,
(111) A forma de I depende basicamente da métrica, ou seja de
como definimos T = I'(g) tal que ($-18) seja satisfeita.
(i1i1) Como deve ser a escolha da métrica 7 Ela & 9,y OV 90!
Escolher a metrica como I nic & matematicamente rigoraso na
teoria exata (embora o seja nyma linearizagiao da teoria) pois
destroi a simetria da teorfa. Entretanto, caso ndo se possa fa
zer nada melhor tomariamos metrfca = gEE' Assim temos duas pos
sibilidades:

(a) métrica = 922

(b) metrica = 9y -

(i1i11) Vamos discutir o caso (a) anterior. Se gE! g€ a métri-
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ca, existe {;t} construido com 9,y ¢ formamos entao o tensor

de Riemann-Christoffel &Y e temos sua contragdo 6" Da7

vag
podemos sempre tomar para Fﬁa uma expressio da forma {5-22) ,

substituir essa expressao em Ruv(r} e obter

Ruu(T) = By + Ty

E. . =46 - % q

Y THY uv G

ou entdo,
REE - GHE + tH!
Entretanto, sabemos por argumentos fisicos gue a métrica deve
depender do tensor de Maxwell T e do tensor material p_ ., ©
MHV TRV
qual por sua vez, depende do campo eletromagnético. Assim, te-

riamos a cadeia

T« métrica « {tensor de Maxwell campo eletromagnatico.

uv tensor material

Numa teoria onde todas essas quantidades estio intimamente re-
1acionadas tal como a presente, -tal cadeia ndo possue evidente
mente um significado bem determinado, basta notar que na teo-
ria exata campo eletromagnético e gravitacionai devem ser a
"metrica™, $0 que nesse caso j& quebramos essa simetria toman-
do a escolha (a} anterior.

Um raciocTnio simples mostra tamb&m que o caso {b)
anterior, ainda & mais dificil de ser realizado pois quebraria
a ordem a cadeia acima,

Se por acaso, num dado caso especifico, a cadefa aci

ma fizer sentido, deverTamos no final re-obter que T =T  +
uY gy
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+ Py ,0u seja, a cadela se fecha:

Tuv «— metrica =

[ERY
A dupla seta simplesmente descreve o acoplamento gravitagao x
X eletromagnetismo caracter?sticb da teoria de Einstein-Maxwell,
o qual n3o influe na discussdo anterior, ja que ele & presente
em qualquer teoria self acoplada.

Na teoria de Einstein-Maxwel) (relatividade geral }
ndo existe o Ultimo fator i esquerda nessa sequéncia, j3  que
Tuv nesse caso & dado fenomenologicamente,

Concluimos entdo que:

(1) Ma teoria exata & muito dificil interpretar-se es
sa sequéncia consistentemente, pois ela quebra as simetrias da
tearia.

{2) Em ﬁasos particulares, onde existam vetores de
Ki114ing que permitam obter-se parte da mé&trica por argumentos
cinemiticos, pode ser possTvel, em principlo, que 2 sequéncia
anterior tenha sentido. A parte niao determinads da métrica po-
de ser tal que colocando-a nas equagoes de campo se obtenha a
sequéncia anterior de modo consi;tente. Nesse caso, praticamen
te a métrica estd determinada pelas simetrias =——> Tuv esta
determinado pelas simetrias e & igual ao tensor canonico  que
gera um ta) campo métrico. Como exemplo terTamos © campo gene-
ratizado de Schwarzschild nessa teoria, e solugoes das equa -
¢bes de campo nesse caso sdo conhecidas, se bem que apresentem
problemas relacionados ac movimento de particulas testes carre

gadas.
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($#91111) Outra possibilidade seria linearizar as equages de
campo ¢ estudar suva estrutura. Entretanto, existe 2inda uma pos
sibilidade mais geral: ndc se introduz nenhuma hipotese em Yuy
e supbe-se que |¢uvf << 1 assim como suas derivadas. Faz-se

entao a expansao em poténcias de um paridmetro infinitamente pe

queno €:
¢ = £ ¢ +Ez¢ + .
Yy M gHV

Nessa aproximagao Ty gB2 € a metrica. Apds calculos longos

se obt&m em 12 ordem as equaghes: de ($-7) vem

0 (ou Ve  =9) (5-23)

a>
—
By
—
<
e
n
=]
-
]

de {5$-9) vem

1
R

-1 g - - -
[:I¢uv 7 V0 (auuv aku) {5-28)
onde indices sublinhados sdo aqueles erguidos com a métrica

vV

=
to

= LHE DV
¢ LAR SR

Em {($-24) usou-se a notagao

V. sendo a derivada covariante Riemanniana em relagdo a2 cone-

- " -
X80 {uv} construfda com a métrica Yoy® De {S-8) vem
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o A A I op X
Riw = 7 (¢uxv bup ¥ Y ¢up) tg ¥ (¢u1¢vﬂ * ¢vl¢upa}

1 - ] po0 _ 1 g
7 VT 199 9 = (Vo = 7 0,007 < 5 6% %) a0

{5-25)

As equagbes (5-23) e (S5-24) se referem ao campo ele-
tromagnético & (S-25) ao campo gravitacional.
Escrevendo
3N - a MW = -3 XF
ThEY v T Ty

obteremos de (5-24)

- _ ptlo -
7 ¢UV = XFuu G - L J. (5-26)

onde ™7 & o tensor de Riemann-Christoffel e [ ] = vPy

uv p’
Da expressao de ¢uvo ven
o - . poa
v ¢HVD [:I¢UV G W ¢PU
usando-se (5-26) obtemos
e = - - 26P° -27
v ¢uvp pru 26 v ¢pc (S )

A teoria & complicada nessa aproximagao pois temos
dois tensores antissimétricos Fuv e s, ligados por (S-27)}, o
que & demasiado para descrever eletromagnetismo. Para a equa-
¢30 (S-25) aque descreve & gravitacdo, temos apds algumas trans

formages

] -
Ruv -3 YuuR = X {Tuu + Muv + xuv + Yuv)
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1 T . T 1 At
T ® mopx (6. F, "urFu )+ % Yuv % F

TP 1 pol

1
Muv * ﬁ {¢T].lp¢ v B Yuu¢ ‘ppokJ

[(v% HPe )+ 1 v 9 (s ) -
] v up T "u'vy Yoo :

|-

pv

cl v (e 3(e ) s ]
7 Yuv Y 2% L Z Yuv %0 B

e - pa T (%4 T _ 3 Y. 3
Tuv Zx E; vitoa®u * F %0y T 7 Yuy O a0 ¢ |

Vemos assim que a teoria.& muito complicada e envel-
ve no lado direfito das equagdes da gravitacdo varios tensores

fontes, dos quais somente t possue interpretagdo classica co

uv

mo sendo o tensor de Maxwell se ¢uv = Fuu‘

Pode-se, sucessivamente, fazer apraximacao de pertur

bagdes nas componentes simétricas You'

2
= + + .
Yuv nUU € ¥uv € ZHU +

as equacdes de campo em 12 ordem sao (eletromagnét1éas)

po -
n 30 ?uo'_ 0
£ T— u uv
- v = T XDy L= 9%, = n'0,
com as condigges
nP% 3 ¢ x F
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n""aF = 0

p ]UU
Q
4 fuvp " 0
para a gravitagiao tem-se
?uv = 0

Yerificamos assim que a aproximagao puramente linear {lg or -
dem} descreve gravitagdo desacoplada do eletromagnetismo, o que
nio & coerente pois sabe-se experimentalmente que o desvio de
raios Tuminosos em presenga de massas gravitantes pode ser ex-
plicado por teorias de gravitacdio em relatividade restrita, ou
mais simplesmente ainda, por modelos newtonianos se supuzermos
que fotons tém massa hufcz. 0 acoplamento gravitacdo x eletro-
magnetismo acontecer na aproximacio de 22 ordem, onde as equa-

¢0es da gravitagdo sao
) 1 .
guv 7 Muv ; Z - Yuv ? X{Euv * guv * guu)

entretanto, fsso ndo spluciona o fato que em 12 ordem os canm-
pos estejam desacoplados. Alem disso os.termos fontes sapc nova
mente muito complicados e nio régeneram a teoria de Einstein
-MaxwelT.

Devido 2 limitagdo de tempo disponvel nesse  curso
nao continuaremos a discuss2o dos problemas relacionados com a
teoria assimétrica de Einstein. 0 leitor interessado poderd en
contrar discussoes dessa natureza nas referéncias sobre esseas

sunto,
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- Referencias sobre a teoria assimétrica de Einstein

Existe na 11teratura uma extensa l1ista de trabalhos
sabre a teoria de Efnstein-Schrddinger. Presentemente citare -
mos somente uma lista parcial desses trabalhos.

A. Einstein - A generalization of the retativistic theory of

gravitation - Ann. Math., Princeton, 46 , 578
(1945); 47, 146, 731 (1945},

- The meaning of relativity - App. II - 22 Ed.
- App. II - 5% f£d.

U.S.A., 58, 230 (1954).
A. Einstein, E. Strauss - J. Math,, 47, 731 (1946.

A. Einstein, B. Kaufman - Ann. Math.

E. Schrddinger - Proc. Roy. Ir.Acad., 494, 43, 135 {1943},
- Proc. Roy. Ir.Acad., 49A, 225,237,275 (1944).
- Proc. Roy. Ir.Acad., 51A, 147 (1947},
- Proc. Roy. Ir.Acad., 51A, 163 (1947)
- Proc. Roy. Ir.Acad., 52A, 1 (1948).
- Proc. Roy. Ir.Acad., 54A, 79 {1951).

|

G. Stephenson, C.W. Kilmister - Nwove Cim. 11, 91,118 (1954).
E. Strauss - Rev. Mod. Phys. 21, 414 (1949).

M.A. Tonnelat - C.R.Ac. Sci., 230, 182 (1950}.
" “ o, 231, 470 (1950).
" “ - 232, 2407 (1951).

B. Kursunoglu - Phys. Rev. 88, 1369 (1952).
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10 - GENERALIZAGCA0 DA TEORIA ASSIMETRICA - PRINCIPIO DE CORRES
PONDENCIA COM A FORMULAGAO DE EINSTEIN-MAXWELL DA RELATI-

VIDADE GERAL

10,1 - As EFquagoes de Campo

Em relagdo a um campo assimetrico gW define-se como
uma possTvel forma de variac3o das componentes de um vetor AM
sob transporte paralelop:

¥ « - rho A% ax® (G-1)

impondo que o “"comprimento" do vetor Au € invariante seb trang

porte paralelo: (tal "comprimento" & um complexo)
My o_ H Boo_ _
G(AUA ) = GAu A¥ + Au sa = 0 {G-2)

segue-se de (G-1) que

sh, = Toy A dx® (6-3)

a2 ordem de posicionamento dos Tndices covariantes da afinidade
é importante tanto em (G-1)} quanto em (G-3). A afinidade se de
compoe em duas parcelas

o

ue t fug
- L%

1+
I‘ussl‘

tal que sob transformagbes de coordenadas se tem:

A oaxB kY P, ax'? 32x8
VY axa ax Max'V

nJ\-aK
uv ax® ax'M axtV
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Em decorréncia disso seque diretamente que & torgao
FSB & um tensor de 3% ordem. Vamos considerar que tantoc a par-
t;'ant1ssimétr1ca de 9y quanto de Fﬁs sejam quantidades imagi

narias

g =i f , r* =4 g% (G~4)

1]

Da¥, vem que 9y e Fuv sac Hermitianos:

* * o a
9y = 9y s Ty = T (6-5}
0 vetor AY usado inicialmente pode ser em geral complexo. Se

LT - . "
tal occorrer, 0 escalar AuA“ e tambem invariante sob a operagao

5. De fato, de {G-3) vem:

4

GA: =+ TROA, dx® (6-6)

que €& diferente de {GAu)* a qual vale

L]
(680" = + TOR dxP o 1% A dxB

LB o By "a
Entdo:
oV, L * v * v
G(AvA } = 6AUA + Au GA
_ ._ o o v ¥, B _
= TuB + FvB} A Aadx = 0
Definindo:
AV = a g™ (6-7)
vem
R A (6-8)

Como Iy € Hermitiano segue-se -gue
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uv . gV¥ . &V
9779, =979, 7 & (6-9)

¥
portanto, os escalares complexos AUA“ e AvA” sao  do tipo

v VeAo . .y V. *y

ﬂUA = glvA A H Avn = gvuﬁ A onde de (G-%) e (G-8)
A,=h 9,
tambEm se tem A"V « A; g"¥. ve-se que Avn“ £ complexo mesmo se
os A forem reads pois a métrica & complexa. Entretanto, a quan

tidade A:n" & real, desde que a métrica & Hermitiana.
Se considerarmos que & afinidade @ assimétrica segue
que existem duas maneiras de se definir a operagdo de transpor
te paralelo, vamos assim indicar (G-1) e (G-3) por SA e sﬁg

Assim pode-se também ter

H
A" = - r¥

a B
Bu“ dx

= % B
GAE rﬂu “u dx

Consequentemente existem duas formas de se definir derivadasce

variantes:
v b ¥ ' ¥ u U, a0
dx A;o = dA" - SA H A;u = A’v + rad A
v 2 u ¥ L u b aa
dx” A, = dA™ - A oA, ALY T A
similarmente aoc que acontece na teoria de Einstein do campo

- L]
unitario assimetr1co( }. Para um tensor de 22 ordem se tem

{(*) Obvismente se tem u [ u a
&U_Awn"”@ﬂa £ 0
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uv
+- yv M Av W HA
+ +

Yo T Y rku w Pul w
Uy

++ [TR% uoAv v TN
w;u = m.a * rlam + rlu w

{4 A A

- _ uv u v, oV
Wig = ®at Tar @+ Ty @

Assim, em particular para a densidade tensorial fun-
damental p"Y =/=g ¢*V se terd virias escolhas de derivagdo co-
variante em particular yma delas @

¥

= pHY U
D;u D.u * rAaD

Ay V ooUA LG pUY

+ PAuD FGuD
Sera de interesse usar-se a defini¢do de Schrddinger da afini-
dade pela mesma razao que na teorfia assimétrica de Einstein -

-Schr8dinger. Assim, usaremos em vez da afinidade ri ﬁma ou -

v
X
tra afinidade uuu tal que
A A 2 .
ruv = wuv + 3 Gu "v {G-10)
o 1 g o
Wy = Wy = 7 (Wog = W5) (6- 1)

ou seja, a afinidade r:v passa a ser desprovida de vetor de
torgdo. Derivadas covariantes em relagdo a afinidade Hﬁu se -
rdo indicadas por uma barra, como exemplo

uv
LUV BoAv Vo opMA | O v
D|0 D.u + qup + NAGD ”aaD
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Uma curvatura de rotag3o @ introduzida na variedade

de acordo com & formula anterior: (similarmente ao espago de

Riemann)
- 1 v po
[ty 3] e o
v v oo v v ok oV oph o opv
R.uou acrup apruc * Pkorup rlpruo R uoo(r}

Essa variedade serd desprovida de curvatura de homo-
tetia da mesma maneira que na teoria de éinstein-Scher1nger .
pols iremos ver que 9y serd covariantemente constante numa cer
ta escolha de derivagdo. A 12 contragdo da curvatura @

_ po - B _ B pAy L B B .o
Ruv(r) = R (T} (asruv ry r B} (3,7 re)

uvo v ug ~ Taglpv

que ndo € mais simétrico tal como era num espago de Riemann.

0 proximo estagio serd a introdugao de uma estrutura
de campo por mefo de um principio variacional, similarmente 20
que & feito na teoria de Einstein do campo assimétrico,

Escrevendo o princTpie de Agao na forma

8 ! r d¥x = 0 (6-12)
L= D'UR. (W) + 22E. pHY gV (6-13)
v ZE OV 9

- - a
ande RUU(H) s a 12 contragio da curvatura para a afinidade "uw
e k & uma constante imagindria a ser especificada mais tar -

- - . pHV
de, pode-se obter as equagoes do campo por varfacoes em p*

e W, (Patatini).
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Obteém~se
s I dgx E:“"enw(u) ¢ "R (W) 80P :[ -0 (6-14)
com
*“uu(") = R, (M) + %;f, 1, (6-15)
™ -(9%\;91}95\,9“1 + 39V 95,0,) (6-16}

Os cilculos que conduzem a (6-14) sdo:

8 _ Ty v nv uv
GIde IEJSRuv-rRWGD + adD gu‘-l-cD 69\,}1:[

2 4

com o = 41G/k°c”, e usando que p¥g. . = ¥V

X Typ-

gue exprimir Bgvu em fungdo de sp*Y .'P;ra 1550 use gque
L4

Tem-se entao

vA v vl - v
9,39 -5u—->gulo. = /~§ §° ,

M ]
~ logo,
vl v v ] '_ af
89,)0° " * 9,807 = &, ¥ /7T 97 89,5 4

VA . S A
multiplique por 9,50 e use D7 g, e 8g

— X vih _ 1 ="'V _aB

i 5g Ggul * 99 80 z i 6u 979,589,
- - = vi -

7~§ 89,4 9,2 9pg80 * 9,08/°F

como,

1
=y G(Duagua) - -;- gﬂﬁ 59“8
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mas

=% /g =4 /g5 .,

ag
b gaB o

assim,
/g = — . 1 af
é ] 2 & /9. ¥ gQB L1

§ /<F = % g . & %P

af
r
Substituindo na expressao anterior dando /=g GguB' teremos:

- - - vi .1 ap
Vg sgus gukgvsan * 7909, §D

no ultimo termo na variagdo da Acdo  use que D”“sgvu =
= 'DHysguv = -quaguv. Da¥, usando a expressao anterior que di
v

5guB em fungio de oMY vem, para o (1timo fator na variacdo da

Acdo:

anlH wenM - BX 1 aB -

ab »)’agw » ~adW | D a9ay80"" + 3 0,0 080%F )

_i_.pnBA 1 BX v
e ={=-aD stguA + 3 b DBlguv)GD
onde usou-se& que » = L g e a inversa de p contravari -
[ 1AV /;E uv

ante. bad,

- -
8 J L dyx = J L?uv.akuv(u} + {Ruv(ﬂ) +og,, *

v

g BAD

+ a0 0y 95 " % a» BAgw)so““ dyx
| A
- I d4x[§"” SR (W) + (nw(uj-a(g%;g‘.?gs\,guA +

+ 3 ¥a9,0 60" -
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. J dyx [%"“5nuv(u) + (R0 + al ) 50“"]

---------------------------------------------------------------

De (G-14) segue-se que as equagoes de campo para DHV

serao

RN = 0 (6-17)

onde *RHU(H) ¢ dado por (G-15) e (G-16). Vames agora determi -
nar as equacgdes de campo para Hﬁv. Temos, para a expressdo da
12 contracgdo da curvatura para a afinidade Hﬁv

- . ubf uA . _ uB yo
(”) (aﬁ v "lv"uﬁl (av ue Naeuuv)

Necessita-se determinar 6R (W) em termos de 6”zv .

Recordamos que 6\1!3\j & um tensor, pois representa a diferengaen
i T [« S| : :

tre duas afinidades: Huv e Nw+swuu num sistema fixo de coorde

nadas., Consequentemente o termo inhomogéneo na lei de transfor

magdo para awﬁv se anula, Tem-se

. B wB swd - kB Wty -
GR“v(H) {BBGHuv HAuGNuB aulv uB)
B _ yB - B o
- {2,8W0 uaﬁeu ‘GHaB W)
Como,
'$ a B a 8 B
GHuv|p = ap Guuv Hup GHBU H SHHB Hﬁp quv
vem, por caleculo direto que
o v
+ + o B
(1 - =
W + 2 UB GH GRuv(H)

uv o
a4 17 E+|“
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dat, vé-se que &R (W) & um tensor de 22 ordem e, portanto

Du“GRuU(H} € uma densidade escalar de peso ($1). Temos:

a
+ g uwv ot 3]
HE I ™

= (p"VeW® ), - Dgx sW2
|a e "Fuv

n““snuv(u) = D"V - p*Vsu

- Y, 0
(D ﬁ"uu}Iv +

11 IRV, ] B
v Guua + 2D Hvssuuu {(G-18)

como D”“ﬁﬂﬂv g uma densidade vetorial de peso {+1) vem:

. PV O - R TAVINYY . I VLTI S
aa(n Guuv) + WP GHuv DFYSH " W

Uy oo

uwv o
(D GHuv)!a

--------------------------------------------------------------

Recorde-se que A* & uma densidade vetorial de peso

{#1)

X A g0 Ao
o adn + Hadﬁ A HUG

Termos em derivadas parciais se anvlam no contorno do = pols
sdo divergéncias no princTpio variacional, daf vamos despreza-

-tos. Temos entdo para {G-18)

uv uv
Uy _ ot o ++ o o UV, T
DMVER (W) = - 07T WDl + Dt M+ WG DMVSHT

PR TLEAY. L RV T . TRVJ. ) c TR B
D chéﬂuv uch éuua + D Guuu uav +20 ngauuu -

Vv up
ULV
- ('DETG + D++Ip 6:+ DUVHEO _Du\’“ga - Hzp Dll ﬁu,'.

) &W% =

P pMA LY up
+ leD Ga + 20%FW e

A
DJI
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v u
. (-DE+|0+ o*glps: + 20" - zo“*ulsz ¥ zp“pw:a) suﬁv (G-19)
v
Chamando:
i 2 ux
v _ vy U v noyv
By = -7y + 20MN - 3 oMW a0+ 20wy (G-20)
portanto,
pa Ly 4
- - Ha
B a D IG + I HG

De (6-19) e (G-20) vem

uv o [BHY _ sV gUB a
DYVER (W) = (BRY - &) 8Py sud

consequentemente, segue-se gque as equacdes de campo  em HSU

serao

uv _
B, = D {G-21)

De {G-1D) vem

B
D

Y] TR AV VoauA g0 auv
| e Bla® Wal * Hxa? HouD

= MY o, pH o phvy v oopd Lo ouv 2 p Av _
D,u BV tlao rcaD' 3 ﬁlHaD
_ 2 gVy pMA L 2 ooy v
7 GXNGD + ] 6GHGD =
LY B oaAY Y L HA o Hw 4 uv
= + + -
D.a PAaD anD FEE D + 3 NuD

onde usamos que Pgu = 8. 0 Tado esquerdo da equagdo (G6-21) to
Lo

ma entio a forma:
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WY L pHY _ pM AV SV Ul g . uv _ 4 v v
i LR s Ta? " * Tgy D 3 W oMY+ 2pHV

- 2 MR eV TR I PP PR
3 oMW, 8L+ 2D (FQF g (8 My - 8 H)) =

gv_U  _ HpnV Uv.g
Too = 2 Tgg + D°T

- _ pHV _
ST Pa? ou

Portanto, as equagdes {G-21) assumem a forma (notar que PEP-O)

rv EU
UV o - . - v U A0V, oV LUO_ UV
B o ° D o " 8 H b ia " BuD + rcuD +rucD oer

j+3
ga

(6-22)

vamos exprimir *Ruvtu) em fungio da afinidade T .Tem

-se por (G-10)

= B . yB oA - B _ B o
Ruv{w) = (BBHNv Hluwuﬁ) (aVHuB HaBuuv

] 2 .8 2 B, .
Ruu(r) 3 auwv.a *3 éuwﬁ.v
s 2pB ghy o 4 EoprooBy & By y
T e T ey T T %My
2 B ey _ 2 o B 4 B.o -
K} I‘ueﬁuﬂu 3 I‘uvﬁuHB + 7 606”“3“\.’
SR (M) +2 0 _-W )
ny 3 YWae T M
donde, por (G-15)
* - 2 . 4nG
Rv(¥) auu(r] 3 (Hu'v Hv.u] * el Liv

* *Ruu(r] 155 (uu.v " Hv.u) (6-23)

onde, simifarmente & definicdo {G-15)
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* - 476G _
Ruv(r) va(r) + :%;I luv (G-24)
De (G-23) segue-se diretamente que: (use também a equagao
{G-17})
* =0 6-25
RHE(F) = (6-25)
R =2 (u G-26
HF(F) =3 v.u_“u.v} (G-26)

Recordamos que equagdes semelhantes sdo obtfidas na
teoria de Einstein-Schrddinger, porém sem o ~ pois nessa teo-
ria nao existe o fator Iuv'

De (G-22) vem, por contragao em {v,a)

330““ + TH poo

o MO _ MO0
a + Tyo? D ?gg 0

ou,

ve ¥ 00 -
3, 0" + Tk D 0 (6-27)

desde que r;?- 0. Contraindo (u,a) por sua vez em (G~22} ti-

ra-se:
av a4 av Vo og oav.,J
3D+ T D+ T D D rgg =
que da
av v 80 -
3,00 + T D 0 {6-28)

fazendoe v -+ u nessa equagdo e subtraindo-a de (G-27) vem:

aaoﬂ9 = 0 {6-29)
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Essa equagdo & covariante pois D*® & uma densidade tensorial
antissimétrica com peso (+1).

Pode-se interpretar a equacdo (6G-10) como sende uma
transformagao que leva a afinidade W na afinidade T = W':
X

2 LA '
Mo > ¥y t 3% Gy, = ¥ pv

Entao

Ry (W) = R (W'Y 5 R (T) = R (W) + & (u

uv RTRLITRY

uv uy vy o pHY v
DR G (W) + DPVR (YY) = DYVR (W) 4 D'é, (W, mu,

dai teriamos a transformagido na densidade Lagrangeana

2

uv - . | Y
L' - L + 30 (Hv,u ”u,v) L~ (avbu ) “u

a menos de um termo de superficie desprezivel.

Portanto, ao longo da trajetOria do sistema no espa-
go de configuragdes vem por (G-29) que L' = f.

Por ocutro lado, podemos também considerar a transfor

magdec tipo gauge Abeliana

A A 2 X
Huv + Huv -3 6uﬁ,v
que implica
“u * Nv + A.v

(ver {G-11)). Dai tem-se por (G-10)

uw uv
Como
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- B _uB wry - B . yb yo
Ruv(H) (asupv HAUHMBJ (a“HMB HaBHuv)

segue-se que sob essa transformacdo de gauge

Ruv(H) * Ruv(HJ

Portanto a densidade Lagrangeana ((G-13)) € invarian
te sob essas transformagoes, assim como as equagdes de campo
(G-26) que sio as Unicas dependentes do vetor Hv' Consequente-
mente ¢ vetor Hv fica indeterminado no problema variacional ,
pois tanto wv quanto ”u*ﬂ.v para A(x) arbitraria dio mesmo va~-
lor para L . Disso fica claro que o vetor de torgao W, desem-
penha o papel do potencial eletromagnatico na teoria unitiaria.
Isso serd discutido mais tarde,

Juntando todos os resultados achados, podemos grupar

as equagdes do campo unitdrio como:

v
DE“

[ £i =0

3 ph% =« 0

£ (v

X
<

—
—
—
n
L75 [ ot ]

|
Val [LERY

As duas primeiras provenientes de varfagoes em Hﬁv
e as duas Ultimas de variagies em 0"V, A 12 dessas equagdes po
de equivalentemente ser expressa em termos de Iyve De forma

gue podemos grupd-las na forma alternativa.
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{ gg\;;u =0 (6‘30)
BGDH9 a0 (6-31)
< * 0
RthrJ = (6-32)
* * *
3 Ruu + 3, Rdu + au Rog = 0 (6-33)
) v v v

Esse 2 o conjunto de equagdes de campo da teoria generalizada.
A equagdo (G-33) também pode ser escrita como
a, AV =0 (6-34)

B e g VT R (6-35)
v

Entre as 8 equagdes (G-3T7) e (6-34) temos duas identidades

Q

au(auu%P) = (6-36)

m
o

3,03, &) (6-37)

10.2 - 0 Principio de Correspondénecia - Teoria de Eingtein-Maz

well

A questdo fnicial aqui & saber como a teoria de Eins
tein da gravitagdo e a teoria de Maxwell do eletromagnetismo ,
aparecem na presente formulagdo. A Lagrangeana (G-13) difere -
-se da Lagrangeana da teoria de Einstein-Schrddinger pela pre-
sen¢a do fator contendo Dﬁyguu. Iremos ver a seguir que & pre-

v
senga desse termo adicional permitira a exfsténcia de um prin-
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cTpio de correspondéncia entre a presente teoria e as equagdes
de Einstein-Maxwell da relatividade geral, A constante univer-
sal k presente em (G-13) terd dimensbes determinadas pelas con-
sideracbes:

(a} dimensio do termo D”“Ruv em-{G-13): & a dimensao de R,y pois

g”\J & adimensional, como: (usaremos unidades c.g.s.)

(b) segue-se que o segundo termo em {G-13) tem que ter dimen -

sio L°2, Da¥, de (6-13) vem

G -2
dim. -z = L
k"¢

3 -

mas, dim 6 = L3 M 1172 {constante gravitacional) ,

portanto:

2

dim. k% = LM 172

gim. k = L2 V2

(c) toda a Agao deveria ter dimensao de Energia x tempc, porém
isso & sempre possTvel de ser obtido multiplicando-se toda 2
Acdo (G-13) pela constante a = c3/8 B tal como se faz em re-
latividade geral. Acontece que aqu{ por nao existir acoplamen-
to minime (guvT”“), tal operacao a nada conduz desde que o de-

saparece quando igualamos a zero a variacao da Agdo.

(d) A dimensdo da fintensidade Fpu do campo eletromagniético @ :

- forca
dim. Fuv carsa

Mas:
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dim. carga el@trica = M1/2 3/2;-}

Day,
_wl/2 -172 o1
dim. va =M L T

Logo se obtém o resultado:

mais ainda que:
dim. k = g=—p , & = carga eletrica.

Da primeira dessas relagoes podemos escrever: (g 8 sem dimen

Hv
sd0)

G = K Fy =i KF (6-30)

a relagdo k = 1K aparece aqui porgue guu € Hermitiano. Portan-
to, dessa anilise dimensional seque-se a equagao {G-30) onde
k = {K & a mesma constante presenta na densidade Lagrangeana
(G-13).

Vamos em seguida fazer alguns comentdrios da motiva-

¢30 da introdugdo do fator adicional na Lagrangeana {(G-13)):

(i) a presente teoria & uma extensdo da teoria de Einstein -
-Schrddinger, a razdo de sua introdugdo Tiga-se ao fato de gue

a teoria de Einstein assim@trica apresenta certas dificuldades:
{1-1) - As equagoes da teoria de Einstein (que sao essencial -
mente as (6-30) a {G-33) sem *) nao conduzem a solugdes coe-
rentes para a simetria esfeérica e campo estitico:

A, Papapetrou - Proc. Irish. Ac. A51, 163 (1347)
M. Wyman - Can. J. Phys. Math. 2, 427 (1950)
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W. Bonnor - Proc. Roy. Soc. A209, 353 (1951}
A210, 427 {1952)

Uma revisio dessas propriedades & feita em:

B. Kursunoglu - Phys. Rev. D9, 2723 (1974).

(2-1) - Infeld e Callaway mostraram que as equagoes de campo
de Einstein ndoc conduzem a equagdes corretas de movimenta  de

cargas elétricas no campo.

L. Infeld - Acta Phys. Pol. 10, 284 (1950)
J, Callaway - Phys. Rev., 92, 15667 (1853).

(3-1) - Devido 3 complexidade da teoria usa-se muito sua apro-
ximagdo linear, a qual usualmente nao & coerente (ver comenta-

rios anteriores sobre isso).

G.W. Gaffney - Phys. Rev. D10, 374 (1974)
€. Johnson - Phys. Rev. DB, 1645 (1973).

0 propric Einstein usou essa aproximagao e mostrou que g}!2
descreve gravitacdo e que g,;")J entretanto ndo descreve eletreo -
magnetismo de forma coerente (as equagoes diferenciais paraggy
sao mais fracas que as equacgdes de Maxwell). Existe ainda a
dificuldade (2-1) acima, nessa aprqx1macio.

Aparentemente o que falta na teoria de Einstein-Schrd
dinger & uma correspondeéncia com a teoria de Einstein —Maxwell
da relatividade geral, a qual descreve gravitaglo e eletromag-
netismo sob forma coerente. Tal defeito & caracteristico de to
das as teorias unitarias das decadas de 1920, 1930, as quais
seriam novas teorias, nio uma extensao da relatividade geral.

Essa ltima passaria assim a ser uma teoria provisaria, caso
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uma das teorias unitdrias viesse a ser correta e consistente,

0 comprimento caracteristico que pode ser formado

comb = 1.05 x 107 g.cm.Zseg”!, 6 = 6.67 x 1078 g1 .cm?.seq”2

10 ]

ec=3x10" c¢mseg ' & o comprimento de Planck

L= (ig)”z = 1.62 x 10723 ¢p
c

(M. Planck-Sitz, K. Preuss, Akad. Wiss, 430 (1899)).

Em termos de F, G, ¢ & da carga do eletron e =4.80 x

10'1091/2. em3/2 seg']. podemos obter a constante K = Lzle co-

mo
L2 g -57 -1/2_1/2
K = = = 23; = 5.44 x 10 g cm seg

Un comprimento também pode ser definido em termos

unicamente de constantes da fisica classica: e, G, ¢ por

1/2 )
L' = 3—52—— = 1.38 x 10 34 cm
¢
que daria
L'? e -§9_-1/2_ 172
K' = e :1 = 3,95 x 10 “7gq cm’’ “seq
sua relacdo com o comprimento de Planck &
2
k'L _ el
R E2 hc 137

de forma que a diferenga entre K' ¢ K & muito pequena.

Vamos usar a identificagdo:

{6-31)
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nde W
° H

{G-16) em parte simétrica e parte antis

A
9,,9 Jaga‘}, 9,39

I]‘L\.’.-‘ ('2' g\fgslg‘u—

1
I == (g +
T Oy T2y

Ko 1imite k » 0 teremos gu

+ kzg

-5
=
oy

G

w 476 (% kz ghig

k-e

b

Blguv

ko
N

2 AR
+ k gvAF F

Bu)

- %ﬁ (% FS)LF
c

= _B
Blguv F uFBv

816G

- 816 (¢B F

-1 g8
c pev % FRoF

Blguv)

note que guv

squagdo acima esta simetrizado em {u,v).

Ggy * KFgy o+ 9P} 4 kFf
)
temos:
416 8a6 L Maxw.
1 - T
kce” BY 7 IPLE T
Ainda,
arG . LT T K eBrp g
PLL N k2c? vz BA"uv
3¢ cBA _ang ) K -BA
+k FPBF Flv) -7 Fuv zF

C

& o vetor da torgio dado por (G-

+0—-}guv

_ g8
FeFg

g\,]_l pois nesse limite guv

1),

simétrica:

Jt‘p"ﬁu

-+ . Entdo:
Tuy

AB
uAF F ..+

u) N

THaxwe!l
L)

= g!!' 0 19 fator

Logo: fazendo

A
s guv"’ g]&

FAB +

¥ kgul %gy

FaoF

At uv T X Fuv M

Decompondo l"v

de

na
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B
+ k F PP, )

B

no limite k - @ o fator % »>» fator em k, o que da

4G L 876

R T
logo, nesse limite

4nG 8nG

g Ly * - F

keet WY ke W

Teremos nas equacdes de campo (G-25), (G-26)

G

. 4n - -
* e 4nG _ 2 _ _
R, (1) = Ry (1) ¢ B3 1= & o, ) (6-28)
v v v

No limite onde guu + ng reagbtemos a geometria de Riemann on-
de

RuU(F) * Huv({_:})

com Ruv({.:}) o tensor de Ricci da afinidade de Christoffel.
Entao:

RW(T) = By

qu(r} + 8
o que dar2 em (G-27), (G-28):

* _ BnG . Maxw., _
RHE(P) =8+ R Tpv @

oo E (6-29)

2
o (T M Z 1_1Hy =3 (W W)
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A primetra equaglio & a equagdo de Einstein em presen
ga de campo eletromagnético, pois nesse caso F = 0O { trago do

tensor de Maxwell se anuta) e portanto R v @ identico ao ten -

u
sor de Einstein. a segunda equagdo ficard, usando-se a defini-
. . - ing anh
cao (G-31) e a condigao I = - F
k2 W kT W
J8n6p 2126 SA )
ke¥ kv T3 T Ve RV
au:
Fuu = Ap.v - Av.u (6-30)

equivalentemente temos

acFuv + aquo + achu =0 {G-31)

As equagoes de campo restantes sdo:

pY
R T (6-32)

2,0 = ¢ (6-33)

nesse limite elas dardo diretamente:

Iyviq = 0 com T = {"} {6-34)

z det Iy

(6-35)

- HExs = o

Assim, podemos fazer as analogias:
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%
TEORIA GERAL TEORIA DE EINSTEIN-MAXWELL
476 4lr

o Sl MY Hy P v 6 v,
L ﬁwﬂﬂg?w%) L/ﬂ#%+?mﬁw
0 =39 =g I'U. r‘"-o g = {}‘ {}'0

wie © %adv o 4l Mo’ oy uvsa Yya'va

=
3,(~g V) = @ 3,(g ) = 0
* 8rG Maxw.

Ryy(T) = @ RW-—C—;T:v

(8,,, = tensor de Ricci da conexdo
W de Christoffel)

MM =2MW -w ) F wA _-A

Wy 3 Vo Tuav . [F\ R TIR VIR VST

' - 120G
Hu = Yetor da Torgio = “;;T Au ou equivalentemente
ou equivalentemente:
L *
3y RE« + 3 Rcz}l =8 aafuv + aquU + avFou =@

10.3 - Conclusdes Finais sobre a Teoria Assimétrica Generalisg

da

A teoria considerada na segdo 10 foi desenvolvida
por J. Moffat a partir de sugestdes anteriores de Bonnor [
Kursunoglu em 1952 e 1957. Introduzindo-se um comprimento fun-

damental na teoria de Einstein-Schrddinger, Moffat mostrou que
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se obtém um 1imite adequado a teoria de Einstein-Maxwell da re
latividade geral.

As equagles da teoria de Moffat foram resolvidas no
caso de simetria esférica e campos assimétricos estiticose pun
tiformes (solugao exata tipe Schwarzschild generalizada). Essas
solugdes tendem & solugao do sistema Einstein-Maxwell no 1imi-
te de X +~ 0, enm pﬁrticular. nesse limite se re-obteém ¢  campo
elgtrico de uma carga em repouso na origem. As eguagoes de cam
po tambeém implicam nas equagdes corretas de movimenta de partl
culas testes carregadas na ordem mais baixa de aproximagio do
método I-E-H. A solugdo de simetria esférica tem as seguinteﬁ

caracteristicas:

(1) Possue uma singularidade do sistema de coordenadas esferi-

1/2 simflar & apresentada na solu -

cas em r = m + (m2 + q2/2)
¢ao de Reissner-Nordstrdm, singularidade esta removivel por

uma transformacao de Kruskal.

{2} A geometria dessa solugdo exata possue uma esfera de rajo
re = vEe

ra da singularidade r = 8 . Essa superficie & nao-singular e

L (K = LZ{e} que age coma uma syperficie de harret-

analftica para a solugdo 9y das equacoes do campa. 0 tensor

de curvatura RAp e Ruu sao regulares em reov L. Entretanto

g
se tem

1/2 2.2
(_0)1/2 = ]:-det g(U\J)_] = I‘2 sing (1 - K__E_}UZ
-t r

de forma que o0 + 0 em r = Fgs

€ singular em r = ro. Daf segue-se o resultado importante que

Y _ d
portanto S inverso de g(uu)

0 sub-espago Riemanniano da teorfa & singular sobre a superfi-
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cie dessa esfera. A componente g, da solugdo exata & da forma

4 2
2Gm 4 Ge K e
%00 * a- czr * clrz 1 - rl )

Tomando K = szfe! » 0, vem:

(a) se r > /Ke = L, entdo KZeZ/r? <1, Togo go, se -
gue o sinal usual da teoria de Reissner-Nordstirdm e nessa re -
gido se r + =, 950 * V- Toge a assinatura para a regiao r > re

E (---4).

(b) se r < YKe = L entido KZeZ/pd 51 e 9qo troca
de sinal dentro da esfera, & a assinatura passa a ser "elTti -
ca" da forma {--=--). Dentro da esfera o espago & um E4 para ds2
negativo-definido. Essa regiao nadoc contem canes nulos, portan-

to raios luminoscs nag podem penetra-la.

(c) Segue-se entdo que trajetorias fisicas (time-like
tu nulas) tendem a ser defletidas para fora dessa esfera endc
podem penetra-la (trajetbrias time-1ikes pressupfem métricas
indefinidas, o que ni3o existe se r < rs). Dessa forma a singu-
laridade r = B nap & atingida por partTculas fisicas, o que

afasta a possibilidade do colapso nessa teoria.

Qutra aplicagdo da teoria & no problema do desvio de
um raio lumiposo perto de um objeto massive carregade (fonte do
campo). Acha-se: a constante universa] K aparece como um terme
corretivo ao campo de Reissner-Nordstrdm na aproximagao 0(?% )
nesse problema. E de se esperar entao que na situacdo onde se
constdera distdncias r do centro tais que e/r seja grande, tal

efeito seja apreciavel pois K comparece sempre na combinagdo
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K(e;r)z. por outro lado se e/r >> 1 entdo r § pequenc pois|el
& finito, e estaremos perte de r = r_ pars poder detectar essa
correcio, o que j3 torna dificil de ser realizado.

Outra caracteristica da teoria de Moffat € a absten-
cao de solugtes descrevendo monopolos magneéticos. 0o ponto de
vista tebrico, o problema de Cauchy para essa teoria foi trata
do recentemente com Sucesso.

Em trabalhos recentes {1979} tém sido considerado os

seguintes problemas:

(1) Inclusdo de termos fenomenoldgicos como fontes e obtengdo
das equagoes de movimento na teoria sssimétrica pelo princTpio
varfacional. A fonte do campo g, & uma corrente /-g s¥ que @

v
proporcional ao nimero de nucleons ne corpo (estrela)
¥ = dnst /g —> (Y 7G) = 6

7
s a3 g ¥ , Mo gﬁ;

a = comprimento fundamental associado a cada nucleon na estre-
la
= densidade de nucleons no corpo.

Existem nesse caso as quantidades c2

p = Tgp d2 mate-
ria, a corrente j” cuja densidade e conservada ¢ descreve Con-
servacao das cargas e a corrente de numero de nucleons que tam
5&m & conservada, esta & escolhida para fonte na equagado acima
Mostra-se que & possTvel introduzfr-se um comprimento £ assocy
ado & solugdo com simetria esférica e gque & funcao da densi -

dade n
t = &{n)
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Discute-se as propriedades gerais da solugdo interi-
or para a estrela e 2 formagio de superffcies nulas no colapso

desses corpos. Resultados gerais sao:

(1-a) Quando a estrela entra em colapto a2 gegmetria
se torna fortemente nio-Riemanniena devido ac efeito aditive da

densidade de nucleons que torna S¥ grande.

{2-a) 0 comprimento total i para & estrels produzura
superficie de mascaramento que exclue a singularidade r =~ 0 (pa
ra colapso atravgs de configuracSes de simetria esférica) do

espago-tempo f¥sico (superficie de barreira vista antes).

(2) Estudo da radiagdo gravitacional de Sincroton (Gravitatio-
nal Synchroton Radiation) num background geométrico da teoria
assimétrica — considera-se o problema de radiagcdo na geometria
Iy assimétrica com simetria esférica. E fato conhecido que a
GSR existe como consequéncia da relatividade geral: toma-se 2
solucdo de Schwarzschild para definir o "background space" ]
considera-se a equagio, por exemplo, a equagdo de ondas esca -
Jar nessa geometria. Obtém-se um “efeito de feixe" de radia -
¢3o assim como um “plano de emissdo” que entretanto estao asso
clados a drbitas do campo escalar perto de r ~ 3M que sao ins-
tiveis e mutto proximas ac black hole. '
Considera-se esse problema na teoria assimétrica ¢
mostra-se que GSR tamb@m decorre dessa teoria. Ela resulta de

partTculas em Grbitas estiveis em torno de um objeto esferica-

nmente simétrico {ainda para ondas escalares) dito rdefletor”® .

Esse objeto & obtido por: A solugdo da equagdo de ondas esca-

lares & da forma
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3
v = (1 - f;)“"z v

G.R.
% = parametro de acoplamento gravitacional introduzido na teo-
ria assimetrica.

A superficie r = £ & uma superficie nula e define
u.objeto astrofisico chamado "defletor". Se % >2M o defletor
esconde o evento-horizonte do black-hole de Scﬁwarzschild em
r = 2M. Para r + % a radiagao gravitacional de sincroton aumen
ta ao =. A potencia de radiagao gravitacional para orbitas es-
taveis e permissTveis (r > R) praximas de r = & & estimada e
mostra que um “"defletor" & uma forte fonte potencial de radia-
¢do gravitacional. Qualguer cbjeto astronomico deve ter r > 2
necessariamente, e qualquer particula teste que se aproximardo
“defletor” € desviada de volta e n3o atingira nunca o evento -
-horizonte r = 2M  {supondo sempre R > 2M) e a singularidade

essencial r = 0, as quais estao assim desconectadas do espago-

-tempo fisico.

Finalmente & interessante observar que a teoria assi
métrica de Moffat pode ser generalizada para incluir simetrias
internas de tipo SU{n). Em particular se n=2 obtém-se a fnclu-
sdo do campo de Yang-Mills no esquema unitario. Dessa forma to
dos os campos de gauge associados a interacdes de 1uﬁgo alcan-
ce estao contidos num mesmo esquema unitario. Essa generaliza-
¢do tambeém possue um principio de correspendencia com a relati
vidade geral, dado pelo 1imite K - 0, obteém-se entao as equa-
¢oes de Einstein-Maxwell-Yang-Mills tal como em relatividade
geral. .

Matematicamente, a transigdo da teoria de Moffat pa-
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ra essz nova teoria (Borchsenius) & obtida fazendo-se

gu“[x)(ls funcgdes complexas) + 16 matrizes complexas {2 x 2y,

de forma que a teoria de Borchsenius & equivalente a uma teop -

ria local de quaternions. A estrutura de vierbeins dessa extan

53ao pode ser determinada, os vierbeins sendo matrizes comple -

xas (2 x 2}(*).
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APBNDICE — SISTEMAS NAo BOLONOMOS E A TORpIo

1 - Sistemas Ndo Holonomos

Em cada ponto de uma variedade a n dimensSes ex{stem
n vetores linearmente independentes, portanto pode-se definir:

4

h:(x} a=l...n,p= T...n (1)

-

tal que a matriz |h;{x)| e de ordem n, supomos que as fungbes
2

h: s8o0 regularesie de classe C°,

0s vetores (1) podem ser, mas ndo sao, necessariamen
te vetores de base de um sistema de coordenadas. As condig¢les
necessarias e syficientes para que os vetores (1) sejam veto -

res de base de um sistema de coordenadas sao:

a. a _ ag
bpohy 0 ou - Sii (2)

a matriz |h:(x)| # ndo-singular e portanto existe a inversa
b .

3

Um sfstema de vetores (1) nao satisfazendo (2} & di-

M upd | g LI
1ha(x)| tal que hyh) = &, , hahu )

to -ser um sistema n2o-holGnomo, Um tensor T“a num sistema nag

¥
-helonomo {K) possue as componentes

a =BBY|::
Tham = hahphiToe. (3)

Num mesmo ponto x podem existir mais de uma base ndg
~holonoma, assim se tivermos duas bases (K) e (K') nesse ponto,

poderemos ter o objeto misto

a = h3BpYTa
T.sn habsbnT.By
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as duas bases sendo indicadas por h e b, Ao se utilizar siste-

mas ndo-heldnomos & de Interesse usar-se a derivada Pfaffiana

- M
3, = h) 2 {(4)
a qual & nio-comutativa: aaab - ba # 0. Se tivermos em duas

bases nao-holonomas h e b entiao sempre se tem

v, b, u b c c
|ha Yabb.\raub 68

com

_ b _ b
B = Yz By 0 By = a3y

0 operador aa(aa} verifica a lei de Leibniz

(AB) = A3, B + Bd,A

2 - Objeto de Nao=-Holoenomia

0 objeto de nao-holonomia & definido per

C
Esse objeto & invariante sob transformagdes de coordenadas e
sob transformagdes entre sistemas n3o-holdnomos do tipe visto

antes:
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ele se transforma como

' € - LS el m -1 r
s.

=L, e
ab .r b mn L G. ° b'_']" .n

Tem-se obviamente que 2, = -0, . Em  sistemas, holonsmicos
(sistemas de coordenadas) nabc = 9, esta sendo a razao do ter

mo objeto de nao-holonomia.

3 - Daslocamentc Paralale = (Conexao

Uma conexdo em ?n € definida como um agregado de fun

coes r:l que se transforma num mapeamento {x) + (x') como

o
D Y T T T Y T - !
Tho = Ag Apr Ay g - AL AT.a A (5)
ou equivalentemente
1A _ ' aB ap @ X' a
Tuv Au Au'Av' er+ Au au.ﬁv. {6)
onde
A} . ax' A A . ax?
e an® & ax'®
Em relatividade se tem n = 4 e as bases holonomas em Vg 520
as Ail {Ai.) , em particular as vierbeins do espago flat M,

sao tambeém bases holonomas. Bases nao holdnomas nesse caso {re
Jatividade) serdo os vierbeins do espago de Riemann ou do espa
¢o Nac-Riemannianc mafs geral,.

Dados pontes vizinhos P e P, na variedade que defi-
ne um vetor dx" se tem para componentes de um vetor em P e P!
respectivamente:

=X Y S S v H 7
v v o ¥ dx (7)
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deve-se observar a ordem de posicionamento dos Tndices {u,v)
na conexdo Ja que ela em geral & assimétrica. A derivada cova-

riante & definida por

e satisfaz a2 lei de Lefbniz. Similarmente podemos obter todos
esses resultados em bases ndo-holonomas. Em ltugar de {5) e {(6)
se define conexao nessas bases como o agregado de  fungoes

rgc(x} dada por:

P (x} = hi(x)h;(x}h:(x)rﬁv{x) - hp(xyhy (x)2 h (x) (8)

ou equivalentemente

a _ A v A a v
an = hAhmhnruu + huamhn {9)

ou seja, a transicdo de {x) » (K) & obtida fazendo a transi -
cao Ai' + h: . 0 significado de (8) ou (9) em relatividade se-
ra discutide no final desse apéndice,

Numa transformacdo (K) - {K') entre sistemas ndo-ho

Tonomos se tem de (4)

a a =1 n, -1 m.k a -1k
he =Lk b L ¢ T * L7 kY ) n
onde L'1m = amL'1. Para sistemas nao-holonomos tambem se defi
, Al

ne transporte paralele entre dois pontos n{x?), wT(x'+dx°) com

a a u
X" = hox"
H

b

72 & dx P &Y oA VY oay '

& C
vy, =y rbc ¥
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e se tem entido:

a, b a, ,b b ¢ ,a _ . b _ ..b
dx vav = dx aav + rac vo dx" = dv vy
ou seja,
vavb = aavh + r:c vt (10}

Nesse caso, o aparecimento do 29 fator no lado direito esta as
sociado & que as transformagoes (K} - (K') tem cardter local.

0 significado de equagoes do tipo (8) em relativida
de {quer $eja um espago de Riemann ou um espago Nao-Riemannia-

. *
no) & obtido usando o espago interno onde se tem( )
v {11)

w, = (mv b} = afinidade interna

logo, definindo

v oA a
hb ¥ |v' vb v
se tem
a _ a a c g _ .v 2
vbv = abv + Wy e ¥ v Wpe T h W

por outro lado, em relatividade se tem a condigao

W, =0
ulw

destas equagdes se obtém que (estamos num espago de Riemann)

o))

pois & no espago internc que existem transformegoes do tipe (K} + (K')

locais.



-474-

a WP+ My h}

n
i h a b oA b

bia
portanto,

a h&h? hg .

=S
2]
o
il

apd M u A
hu (3ahb + {GA} hb)

- h® M
= hu ac h bt h hbh {
P |

oy = {7}

Tamb&m se obtém a equagido (10) nesse caso multipli -

gue nada mafs & que 2 equagao (9) para I

cando (11) por h;.

4 - Decomposigde da Conexdo em Parte Simétrica e Antissimdtpi-

oa

) - 3 A A
Se sabe que em sistemas holonomos r'uu ® r(u“}+r [EQI
¢ que FKEQﬁT & um tensor. Em sistemas ndo-holonomes temos de

(8)
UpV pA L2 jIPRY a
hkhmhn ruv Ton *+ hmhnauhu

Tomando componentes antissimétricas e pondo

a  _ A pw

o= hah¥n¥ p E j_h WY Pe] Thy (12)
vem:

a 2 a

San *T° ] * “mn (13)

Dessz relagAo temos defs resultados importantes:
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(1) Num espago de Riemann referido a sistemas ndo-ho

- - _ R - .
lonomos se terda T [i@] =0, e portanto existira ainda um ob
jeto interno de conex3o (na base nag-holonoma) antissimetrico:

o objeto de nao-holonomia ©, © qual de fato se transforma como

uma conexdo interna {ver segao (2)): r%@ij = - Q[ﬁﬁ]a

(2) Em geral, na base nao-holonoma (K}, a parte an -
tissimetrica da conexdo: r%@ﬁ] € a soma de dois termos: T= $-0,

sendo a estrutura desses dois termos

(a) S & gerado por r$3@]' ou seja pelo fato que exis

te uma torgEo no espago-tempo

(b) £ & gerado unicamente pelo uso de sistemas de
referéncia ndo-holonomos. Sintetizando esses re-
sultados, podemos enunciar o resultado (Cartan}:
A parte antissimétrica da conexdo sb € igual &

torgao num sistema de referencia holGnomo,

5 - Interpretapdc Geométrica de ru[@@]

Para se obter uma discussao geral vamos nos referir
a sistemas ndo-holonomos. Seja um ponto P0 ne qual existem dois

vetores infinitesimais Yinearmente independentes: v1kdk e vgdk

—
ﬁ;}u \‘fa‘]\

P .
- WA
AN, Lo

A2 AN

Transportamos paralelamente o vetor ¢1dk ao Tongo do  vetor
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usz até o ponte Pyt

k

o v]m vzg (dk)z (14}

- k k
‘l] dk = \F] 'dk - P
Transportamos paralelamente o vetor ¢2d1 a0 longo de ¢]dl ate

Py

'v"'z‘ dx = v?_kdl - r:m vzm v-,!' (dx)z (15)

A diferenca entre esses vetores define o vetor del que fecha
-+~ +
o retingule (?2. Vi 3]. ?2):

k k k

k _ .z
di vy dx vy

3 =
Widx = vy dx + vq dA

Substituindo-se ?], v, pelos valores dados por {14) e (15)vem

k k k m )
W = {Fgm - T ml) Vz V] da

k m L
= 27 Eﬂ.fﬂ:[ \‘2 AR dx

porém, isso tamb&m pode ser escrito na forma

k

k m g
W - ok LAY

definindo a quantidade ﬂk (ndo confundir com o objeto de nao-

-holonomia que possue 3 indices) por

k

Q= %— de)l L Fkgmj \"ZEH V-Ig(dl)z

e notando que o termo quadrdtico em v's & a area do retingulo

infinitesimal, se tem:
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a* - rkBm] ds™* (16)
essa equagdo em sistemas holonomos & exatamente a definigdo an
terior do vetor de translagdo associade 3 torgido:

g = - ¥

Bal*”
Temos, portanto, que em variedades com tor¢ao nido podemos cons
truir paralelogramos infinitesimails fechados. Esse resultado
em cristalografia diz que nesse caso a torgdo & um fator de que
bra local na rede cristalina.

Uma extensdo desse tratamento a curvaturas permitiri

definir-se a curvatura no sistema nido-holonomo pela expressao

k mo_ ogm k

k 1
v|:a vb]“ ='i"Rmab"' ab "m¥

k L

K, ..k ) k
R map = 2 aloym * zr'['_ilzlbjmr Y2y Ny
Notar que nessa base a curvatura tem um fator extra proporcio-
nal so objeto de nio-hoTonomia, simitarmente 2 propriedade que
nessa base a parte antissimétrica da conexdo tamb&m tem um ter

mo extra proporcional ao objeto de naoc-holonomia:

Pa[r:nn] = Salnn - nmnat

Samn dado por {12). 0 objeto Samn € a projegao da torgdo

rlf@@] sobre a base nio-holonoma e se anula se o BSpago for

Riemanniano.



