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1 - IRTRODUGEO

A geometria simplética teve origem nos trabalhos de
Lagrange {1788) e foi assentada nos estudos desenvolvidos por
£. Cartan {1922). Varios autores contribuiram para a geometriza
¢io da Mecanica AnatTtica (Lichnerowicz, Klein, Reeb, Souriau,
Gallissot, entre tantos outros). Neste sentido, quando.estuda -
moes a Mecanica Hamiltoneana, utilizando as técnicas do Calculo
Diferencial sobrg as Variedades Diferencidvels, obtemos uma for
mulagdo intrinseca (independente do sistema de coordenadas éscg
1hido) do formalismo Hamiltoneamo. A estrutura geom&trica subja
cente 3 Mecinica Hamiltoneana & dado pela existéncia de uma for
ma simplética canonicamente definida sobre o fibrado cotangente
(que pode ser tomade como o espago das fases) 3 wma variedade
diferencial. Decorre da¥ que, se H & uma hamiltoneana definida
sobre esta variedade, entdo, via a forma simpl@tica, determina-
-se um campo de vetores, cujas integrais sio, localmente, solu-
¢coes das equaghes de Hamilton.

0 assunto gue abordaremos no presente texto diz res -
peito a uma formulagao geometrica da teoria de Dirac-Bergmann
para uma Mecanica com vinculos. Em termos geométricos isto sig-
nifica que a' forma simplé&tica quande restrita a subvariedade na
qual ¢ movimento do sistema (no espago das fases) estd vincula-
do, perde uma das suas caracterTsticas, qual seja, abaixa o seu

posto. Damos o nome de pré-simplético a esta situagdo.

0 ponto de partida do formalismo Hamfltoneano diz

respeito a definigio dos momentuns generalizados

aL .
p,i-T1 s i=1l,...,.n



-1166-

onde L & a lagrangeana e o5 v's s&c as velocidades generaliza-

. 3
3L i
L [aviavj]

2 a hessiana de L, entao o3 p's estardo definidos (todos) se ¢

das. Se

posto de W for n. Se for k < n, entio a nao maximalidade do pos
to determina que somente k-varidveis de velocidade podem  ser
expressas como fungdes dos q's, p's e as restantes (n-k} velo-
cidades (Tecrema das Fungdes Implfcitas). Decorre da¥ que exis
tem {n-k) relagdes independentes entre os p's e q's. Estas re-

lagoes podem ser expressas na forma

Plap) =0 . A=T,2, ..., 0ok

Elas sdo chamadas de vinculos primirios (primario porgue as

equacies de movimento ndo foram usadas para obté&-las). 0 movi-
‘mento do sistema considerado ficara ent2o confinado 3 uma sub-
variedade N, cuja definigao & precisamente dada pelas equagoes

A estido definidas em um aberto

de vinculos acima. As fungédes f
U do espago ambiente e sdo tais que, quando restritas 3 finter-
secdo U, = UM N, sio nulas. Pode ocorrer, no entanto, que ou-
tras funcoes gB definam também N. MNeste caso A e gB serio

iguais sobre uma parte de N. Na terminologia de Dirac, isto sig

nifica que fﬁ e gB sao fracamente fquais. Se, no entants, fA e
gp tiverem também o mesmo gradiente nesta parte de N, entdo

diz-se que fA e gB

530 fortemente jguais (a necessidade de se
impor esta condicdo sobre o gradiente ficard mats ¢lara ao lei

tor logo a segquir}.
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As equagoes de Hamilton, em termos simpléticos, tem

a forma

i(X)w = dH

onde H € a hamiltoneana, dH sua diferencial e i{X}w o produto
interior da forma simpl@tica w pelo campo X (ver Apéndice). Es
te campo X & unicamente determinado. Se, no entanto, N & a sub
variedade de vincules, a restricdo de w 2 N nao &, em geral ,
simplética. Assim, a equagao em X écima pode ou nao ter solu -
¢ao e, se tiver, nio serz necessariamente inica. Isto se deve
precisamente ao fato de w ndo ter mais posto maximal (ver Apén
dice). |

Nosso ocbjetivo serd, pois, o de entender geometrica-
mente, o gque significa "equagoes consistentes” no caso pré-sim
plético. As idaias a serem expostas a seguir serao feitas para
a situagao que consideramos mafs simples. Assim, por exenmplo,
o espaco das fases ser? tomado como sendo o espago euwclideano
2n-dimensional RZ" dos nimeros reais, e ndo o fibrado cotangen
te de uma variedade diferenciavel qualguer. Utilizande um re -
sultado devido a Darboux, tomaremos come forma simpletica a
2-forma dp A dq, onde p = (py, ..., Pyl €9 = (G495 «--s qn)sio

coordenadas locais no RZn

. Faremos isto por uma questdoc pura -
mente psicologica. Ao leitor sugerimos consultar o artigo de
Gotay, Nester e Hinds ([GNH]), de onde nds baseamos o presente

trabalho, para uma abordagem mais ampla e detalhada.
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2 - MECANICA SINPLETICA E AS EQUAQOES DE FAMILTON

Nos iremos passar em revista, a fim de fixar as idéi
as, a formulagdo geométrica do formalismo hamiltoneano. Consi-
deremos o espago euclideanc RZ“ e representemos por (q,p) =
= (97, -0 e Gps Pps --e» pn} um sistema de coordenadas local
neste espago. Pode-se mostrar que {Rzn,u] & uma variedade sim-

pletica, onde

n .
w=dgAdp= 121 dq; A dp, )

Zn

Seja H: R®™ + R uma fungdc diferencidvel de classe

‘Cw, que chamaremos de hamiltoneana. Sua diferencial, dH, @ uma

z2n

forma linear sobre R™". Consideremos (ver Apéndice) a seguinte

fgualdade:

P(X)w = dH (2)

X na expressdo acima @ um campo de wetores no ReM, Como w & uma
forma simplética ela induz um isomorfismo b entre o espago ve-

Zn

torial dos campos de vetores do R e o das formas lineares s

0
bre este mesmo espago (veja Apendice A.5). Tal isomorfismo &
dado pela correspondencia b: X + i(X)w. Assim, considerando-se

a forma linear dH, existe um Unico campo X tal que

b{X} = dH = 1({X)w

e reciprocamente. 0 campo X & dito campo hamiltoneano e & re -
presentado por grad H.

Mostremos agora gque as curvas integrajis de X (ver de



-1170-

finigao no Apéndice) sao solugdes das equacdes de Hamilton

-a.-ﬂ ) —al H -‘
3q = 3t P
3H _ 3 _ o
T at ~ 9

Seja h uma curva integral de X, isto &,

X[h(t)] = h{t) . (3)

Entdo, no sistema de coordenadas (q,p), tem-se

xlarer] = facerbin] 4)
Ponhamos
?
X = X 3¢ * X iap‘

be {2} obtém-se (ver també@m o Apendice),

- aH 2H
x] dp xz dq = q dgq + D dp ,
Togo,
- 3H = - 8H
X1 =3 . X2 =~ 39
e, por (3}
HORE - BN O

Pode-se mostrar que, reciprocamente, toda solug3o

das equagdes de Hamilton &, localmente, uma curva integral do
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campo X tal que §(X)w = dH, {cf.[6 7).
Outro fato importante advindo da estrutura simplati-

ca diz respeito aos parenteses de Poisson. Se f,q sdo  duas

fungdes diferenciiveis, entio

{f,g9} = w{gradf,gradg) (5)

€ a definficao dos parénteses. Em um sistema de coordenadas

{q.p} pode-se mostrar que’

que & a expressio cléssica conhecida.
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3 - MECANICA PRE-SINPLETICA

0 caso pré-simpidtico (tamb&m chamado degenerado)
aparece quando existir uma subvariedade (superficie euclideana

abstrata) N do espago RZn

,» de dimens3o k, no qual a forma sim-
pletica w nio tem posto maximal nos seus pontos. A subvarieda-
de N & caracterizada da seguinte maneira: para todo ponto p e N
existe uma vizinhanga U de p em RZ" e 2n-k fungdes diferencia-
veis f“: U+R,A=1, ..., 2n-k, tais que a intersegdo U]-UF!N

g definida pelas equagdes

Coloquemos d = 2n-k. Entao d & dito codimensao de N, (se d=1 ,
N & chamado de hipersuperficie; se d = 2Zn, entdo N 3 um conjun

to de pontos; se d = 0, entac N @ um aberto do R2n

}. Represen-
temos por w a restricdo de w a N. Em geral (N,w) n2o & uma va-
riedade simpletica, pois o posto de W nio & forgosamente maxi-
mal em todo ponto de N. Isto significa que existe um subconjun
to C de N constituTdo dos pontos onde W ndo & maximal., E este
exatamente o obstaculo para que (N,w) herite a estrutura sim -

pletica do R2"

. Seja p e N e suponha que o posto de w em p
seja s. Coloquemos ¢ = k-s, chamado co-posto de W em p. A me-
nos gue o co-posto ¢ seja o mesmo em todo ponto de N, teremos
necessariamente outros subconjuntos onde ¢ cdrposto ¢ diferen-
te. Por um argqumento de continuidade, pode-se .mostrar que em
pontos suficientemente proximos de p, o co-posto aumenta.
Resumindo, em N obtemos subconjuntos Cc definidos

por
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Cc = {p € N5 o co-posto de wempecl .

Pode-se mostrar que os Cc s30 subvariedades de N cuja
codimensdo & -% {c-1}, (CF.CPT).

No que se segue nap iremos considerar a situagio em
que N & "partido® por tais subvariedades. A situagdo em que o
co-posto aumenta & mais complexa e, para obtermos resultados in
teressantes, necessitar{amos de hipoteses suplementares. Um es-
tudo nesse sentido {utilizando técnicas de topologia diferenci-
al) foi recentemente realizado (Cf. [ P7]) utilizando a Teoria
das Catastrofes de R. Thom. Nos contentaremos aqui com a situa-
¢io em gue o co-posto de W & c em todos os pontos de N (fsto &
N = cc).

Passemos agora & descrigdo da Mecanica com vinculos
do ponto de vista geom@trico. Seja (N,W) conforme a descrigao
logo acima,. Nesta situacao as equagdes de Hamflton podem ou nao
possuir solugBes. A existencia de possTveis solugbes dependerd
do fato de dH estar ou nao na imagem da aplicagdo linear b defi
nida anteriormente. Nao sendo w simplética, b nao & mais um iso
morfismo; ndo & sobrejetora. Como vimos anteriormente, a subva-
riante N & localmente determinada por uma famTlia fi,..., ¢,
{c = 2n-k) de fungdes, Estas funcoes s3o precisamente aguelas
que ndo permitem definir todos os p's como fungdes independen -
tes dos v's. Chamdremos, portanto, N de variedade dos vinculos
primarios. Nosso problema agora se coloca na seguinte forma: da
do uma hamiltoneana H{Rzn + R, como determinar geometricamente
"0 "local™ onde a equagdo 1(X)w = dH possui uma solucdo X quando
restrita a N, de maneira que as curvas integrais de X estejam

inteiramente .contidas em N ?
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DEFINIGXO: Seja N uma subvariedade do espago simplético (RZ".wL

Diz-se que N & uma variedade de vinculos regularmente consis -
2n

tentes se para toda forma linear sobre R™", 2 equacao

H{X)w = o ™
quando restrita a N admitir uma solugido X tangente a N,
A condigdo de X ser tangente a N e importante. Sendo

X um campo de vetores do RZ". ele n3o associa necessariamente

cada ponto p € N a um elemento do respectivo espago tangente

TpN. Quando iste ocorrer entdo o movimentc do sistema_mecinico
considerado esta totalmente vinculade a N, caso contrario 0
sistema se desenvolve para fora do dominio M.

No entanto, a condigio de tangencia, genericamente ,
nio ocorre. Somos obrigados a "restringir” nossa subvariedade.
0 processo geométrico de determinagdo da subvariedade de vincu
los regularmente consistente & o seguinte: Se a forma linear a
€ tal que a{p) € b(TN) para todo p ¢ N e o campo X & tangente
2 N, entdo o problema estd resolvido. Se nao, consideramos 2

subvariedade N] de N definida por

Ny = {peN ;5 alp)eb(TN)} .

Se a soluglo X for tangente a N], o problema est2 resolvido ,

caso contrdrio, consideramos a subvariedade "2 definida por

N2 ={p e NI ; ofp) e Q(TN]}}

e assim sucessivamente. Obtemos entido uma sucessdo de subvarie
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dades N3, N4, cees Ns. ... tais que

Ny =P el alp) & Q(Tﬂs_])}

0 processo acima nos leva 3s quatro possibilidades seguintes:

Caso 1: Existe um inteiro K tal que Ny & vaziog
Caso 2: Existe um inteiro K tal que Ny ndo & vazieo mas a
dim N, = 03

Caso 3: Existe.uq inteiro K tal que NK ='"K+l com dim NK#O;

Caso 4: 0 processo nao & finito.

0 primeiro caso significa que as equagoes de Hamil-
ton jamais possuem solugdo. 0 sequndo caso significa que a va-
riedade de vinculos & constituTda de pontos e a iinfca solugao
possTvel & a trivial, ou seja, X = 0 {ndo hid portanto dinadmi-

ca). A terceira possibilidade & aquela que diz respeito a exis

téncia de uma variedade de vinculos regularmente consistentes
e maximal {se V & outra regularmente consistente entao VC Ry)

A situagdo descrita no caso 4 corresponde aos siste-
mas com um himero infinito de graus de liberdade. Nesta situa-
¢do, podemos considerar N_ como sendo a intersecio de todas as
subvariedades N, e podemos entao recair em um dos trés  casos
anteriores. .

Este processo nos permite, ainda, determinar 4 tipos

de vinculos:

(a) Os vinculos primdrios: s3c aqueles que definem 2 subvarie

dade na qual a forma simplética se degenera 1FA; A=l ,
.y 2n-k};
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{b} ©0s vinculos secundarios: sio aqueles que possibilitam de-

terminar as sclugdes das equagdes de Hamilton {ou seja ,

dH esta na imagem de b);

{c) 0Os vinculos tercidrios: s3ao de dois tipos. 0Os chamados de

12 classe dizem respeito & condigdo de tangéncia da solu-
¢30 X 3 uma subvariedade de vTnculos. Isto significa que
dentre o5 vinculos primarios e secundirios, deve-se extra
ir uma sub-familia de fungdes gy que sejam preservadas pe
1a dinZmfca, ou seja, eles devem ser constantes ao longo
das trajetorias {curvas integrais) do campo X. Geometrica
mente, isto significa que X(gg) (ver Apéndice) restrito a
subvariedade de vinculos deve ser nulo. De fato,isto acen
tece se @ somente se x[gs[h(t}]] = 0 para toda cyrva in
tegral h{t) de X. Mas istc & equivalente 2 condigio
i%-[gn(h(t)]] = 0 (ver Apendice), ou seja, gp(h(t}) 8

constante.

0s vinculos que nao s3o de 12 classe sio ditos de

22 classe,
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4 ~ A REpAGAC COM O FORMALISMO DE DIRAC-BERGMANN

Passemos agora i comparagdo da interpretagdo geomé -
trica acima descrita com a teoria dos vIinculos proposta por

Dirac-Bergmann.

Seja L : Rzrl +~ R uma lagrangeana. 0 ponto de parti
da do formalismo & a hipGtese de que a transformagcio de Legen-

dre & degenerada. Isto significa que a hessiana [ ndo

a_l-]
V48V
g inversivel. A transformagio de Legendre nao &, pois, sobreje
tora (existem coordenadas p's que ndo podem Ser definidas inde
pendentemente das coordenadas v's). Se reprasentarmos por N a
imagem do espago de configuragdo (no caso presente tomado como
RZ") pela transformagio de Legendre, entdo N & uma subvarieda-
de de dimens3o, digamos, k, & qual o sistema esta vinculado.
0s vinculos primirios sio dados por uma familia de fungdes A
que definem N localmente. Se representarmos por H] a hamiltone
ana obtida a partir da transformacdo de Legendre para a parte
em que for possivel definir os p's (isto &, N) e se represen -
tarmos por ﬁl qualquer extensac de H] ao aberto U que caracte-
a YN N

riza N localmente, temos que a hamiltoneana sobre U]

tem a forma
A
h“n-l‘i'qu
onde 03 upy sa0 o5 multiplicadores de Lagrange a serem determi

nados (sdo fungdes constantes). Queremos, portanto, estudar a

equagao

i{X}w = dh restrita a l.l-I

Como vimos, a fim de que U1 seja regularmente consistente ne -
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cessitamos da condigdo de tangéncia. Isto pode ser feito numa
forma equivalente, qual seja, a dos parénteses de Poisson. Da

hamiltoneana h acima tem-se
dh = df, + dfPu (**)
1 B
Consideremos o campo gradf“. Entao
dn(gradft) « i(X)w(gradt?) = wix,gradfh) « x(¢h) . (#w%)
{Para uma demonstragdo destas fgualdades consulte o livro de

Godbitten ([[6]).

0 lado esquerde da expressdo acima fica

dn(gradt?) « dF, (grade?) + afB(gradth)uy

1(gradfﬁ)w(gradﬁ1) + 1(grade}u(grade)uB

u(gradfa ’ gradF]) + u(grade , grade)uB

TR A SN TN oS I

Representaremos o termo a direita na expressao acima por ?ﬂ.Eg

tao, de (***) tem-s5e que:
X{fA) restrito a U; = 0 se e somente se A restrito a Uy = 0.

Traduzindo nesta forma a condigdo de tamgéncia, podemos obter
informacdes com respeito aos coeficientes ug- Do fato de ?“

ser nulo sobre U]. tem-se

{H] ,fn} = UB{fﬂsz}
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As equagbes acime podem ser colocadas em forma matri
cial. 0 sistema terad solugdo se a matriz ({fa,fa]} for inversi
vel sobre os pontos de U]. No entanto, genericamente, fsto naeo
ocorre. Somos obrigados a considerar uma subvariedade local U2
de U;, onde parte dos ug serio determinados. 0 fato da ma-
triz ({fA.fB}} ser singular nos permite obter uma fam{lja de
fungGes (autovalores) f, # 0 tais que fz{f“.fB} = 0. Isto nos

d2 entaoc a igualdade

o A

que passa a ser entao uma nova condigio, dita de vinculos se -

cundarios. Coloquemos
g = f:iﬁl.fl}
Pondo
7" - {g“.ﬁ,} ' ugte®, %}

temos que, como anteriormente, a preservagao destes vinculos
secundirios g nos leva & condigdio de que 3" restrito a U,
deva ser nula. Iste vai originar novas condigdes de vinculos,
ditos terciarios, dado por algo do tipo hﬁ{ﬁ],g“} restrito a l
ser nulo. Repetindo o processo quantas vezes for necessario ,
obtemos, caso o problema seja solilvel, uma subvariedade final
Ugs onde determinamos a solugdo.

Como vemos, ¢ algoritmo de Dirac-Bergmann & o mesmo
que o algoritmo geométrico proposto. A diferenca & que o segun
do @ colocado em termos nas subvariedades "s’ enquantoy que o

primeiro tem cariter meramente local; a construgao g feita a
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partir das fungdes A que definem localmente a subvariedade. 0
algoritmo geométrico €, portanto, uma formulagdo infrinseca,in
dependente do sistema de coordenadas utilizade. Outros resulta
dos podem ser obtidos para uma sitvag3o mais complexa, como por
exemplo, para variedades de dimensdo infinita {que podem ser
aplicades 2 Mecanica Quantica).

Para terminar, observemos gue a hamiltoneana a ser

Zn

considerada, ng¢ espago R®" & da forma:

b,as®

a
hT 2 F] + uah + upt c

chamada por Dirac de hamiltoneana total ov estendida. Nesta

expressao, u, sao arbitrarios, enquanto uy sdo fixos. As fun-
goes h® e t sdo vinculos primirios de 12 e 22 classes com mul
tiplicadores arbitririos A%, A equagio que admite solugio ,

quando restrita a UK’ e entio da forma:

i(X)w = dhp
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APENDICE A

A.1 - Porma Bilinsar ¢ seu Posto

Seja E um espago vetorial (real) de dimensdo fimita.

Uma quma bilinear sobre E & uma fungao w: ExE + R que asso-

c¢ia a cada par ordenado de vetores {a,b) em ExE um siimero real

w{a,b}) e que satisfaz
w(ta] + az.b) = t u(nI.b) + w{az.b}
wia, tb] + b,) =t w(a,b;) + wia,b,}

Portanto, uma forma bilinear & uma func&o que & linear em cada

um dos seus argumentos quando o outro & fixado.

Seja {ay,..., 2,) = A uma base de E e w uma forma bi

linear sobre E. A matriz de w em relacao a base A & a matriz B

de ordem nxn cujos elementos Bij sao definidds por
Byj = wlaghay) o 1in . 1T <Jcm

0 posto de w & por definigdo o posto da matriz B {es
ta definigdo decorre do fato de que podemﬁs provar jJue o posto
de w & 0 mesmo, qualquer que seja & base esco1hidi_ no espago
E}. Recordemos ainda que o posto de uma matriz Cfé‘r se { pos-
sui uma submatriz quadrada menor de ordem rxr cujo determinan-
te & ndo nulo e toda outra méndr quadrada de ordem r+lxr+l tem
necessariamente determinante nule.

Uma forma bilinear w: ExE » R, onde dim £ = n & nao-

-degenerada ou maximal se o seu posto for n.
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A.2 - Forma Bilinear Anti-Simétrica - Espago Vetorial Simpléti

el

Uma forma bilinear w sobre E & dita anti-simétricase
u{a;b) = =w(b,a), para todo a,b ¢ E. Uma forma bdilinear anti -
-simétrica maximal sobre um espago .vetorial E de dimensio fini
ta & chamada de simplética. Neste caso o par (E.w) & dito

espaco vetorial simplétice. Seja E* o espago dual ao espago E,

isto &,

E* = {(f:E~+R ; f & linear}

Pode-se mostrar que E* & um espago vetorial de mesma dimensao
que £. Se (E,w) & um espago simplético entdo w induz uma apli-

cagdo linear b:E + E* da seguinte maneira:

ba)}(ay) = wia;,a,) (*)

Mostra-se que b & um isomorfismo de espagos vetoriais. Observe
que b associa um vetor 2, 3 umz formz linear g(a]). tal que

b(ay) em a, da (*).

A.3 - Variedade Diferencidvel

Uma variedade & um conjunto M munido de um nimero fi
nito ou enumeravel de “sistemas de coordenadas” ou “"cartas®
com a propriedade de que todo elemento de M pertence ao menos

a-um desses sistemas. Um sistema de coordenadas em torno de um

ponto p ¢ M & um par (U.f) constituido de um subconjunte U de

M contendo p e uma aplicagdio diferenciavel f:t + R" de U sobre
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um ¢conjunto aberto do R“, com a propriedade de que f possui um
inversa diferencidvel e que em todo ponto de U seu jacobiano &
nao nule {(como tomamos ¢ contra domTnic de f sendo R", diz-
-se que a2 variedade & de dimensdo n). O ponto p &, portanto,
caracterizado por uma n-upla de niimeros reais (xj,...,x ) ¢ &™
Se p pertencer a outro sistema de coordenadas (V.g) entao impo

mos a condigdio de que a mudanca de coordenadas gof"‘ : F{U)=+

+ g{V¥}), QUe permite fazer a passagem de (x],...,xn) para (yI .

s ¥,) = 9{p), seja diferencidvel, com inversa também dife -
rencidvel e com jacobiano nao nulc em todos os bontos de f(U),
Se for possTvel “"cobrir" M, isto &, M = reuniio dos subconjun-

tos U, onde U's sdo cartas, diz-se que M & uma variedade dife-

renciavel de dimensdo n. (Para uma definigdo mais precisa, con

sultar {[C6 ]}, por exemplo},

A.d - Campo de Vatores

Um campo_de vetores no R" & uma aplicagio X:R" = R".

0 campa & dito diferenciavel se X o for. Uma curva_integral de
X passando por p ¢ R® & uma aplicagdo diferencidvel regular
{derivada ndo nula em todos os pontos) f:(-e,e} » R" definida

em um intervale aberto (-c,e) da reta, tal que f{0) = p e pa-

ra todo t deste intervalo tem-se

4 [f(t)] - X[f[t}]
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A.5 « Subvariedade do "

0 espago euclideano R" & uma variedade diferencidve)
de dimensao n. Um subconjunto N de R" & chamado de subvarieda-
de do R" de dimensdo k < n (ou ainda uma superficie euclidea-
na k-dimensional) se para todo p ¢ N existir uma vizinhanga
aberta U de p no R"; tal que, pondo U.I = UNN, existir uma apli
cagac diferenciavel fiU; - R satisfazendo 3 propriedade  de

carta na definigio de variedade.

A.6 - Vetor Tangente d@ Uma Subvariedade

Um vetor tangente a uma subvariedade N do Rn de di -

" mens3o k no ponto p ¢ N & a classe de equivaléncia determina-
da pela seguinte relagio entre as curvas em N que passam par
p: duas vurvas €, e ¢y em N sid equivalentes se elas passam
‘por p e se possuem mesma velocidade em p. 0 conjunto de todos
os vetores tangentes a2 N em p & representado por TpN. Pode-se
mostrar que TpN admite uma estrutura de espago vetorial de di-

mensao k. A reunido UJ TpN € representada por TM.
peN

A.7 - Fibrado Vetorial Tangente

Damos o nome de fibrado vetorial tangente ao conjun-

to TN {que tem estrutura de espago vetorial 2k-dimensional}.Um
elemento de TH & caracterizado por um par: o ponto de N e um

elemento do respectiveo espago tangente TpN. 0 termo fibrado vem
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do fato de que podemos considerar uma proJe@io n: TN = N que

a0 par (p,vp) associa o ponto p ¢ N. A imagem inversa w*](p}

€ o espago tangente TpN {fibra). Um campo de vetores em uma
subvariedade N 2 uma aplicagdio XiN + TN que a todo ponto p ¢ N
associa um vetor tangente vp de TPN. Tem-se, portanto, que
(X(p)) = p.

A.B - Fibrado Vetorial Cotangente

Sendo TpN um espago vetorial, podemos considerar o
seu espago dual: o espago das formas lineares {ou 1-forma) so-
bre TpN. Este espago, representado por TN tem tamb&m dimen -

p

sdo k. A reunido U T;N = T'N & chamada de fibrado vetorial
peN T _
cotangente e tem dimensao 2k. Um elemento de TN & pois carac-

terizado por um par: o ponto de N e uma forma linear {covetor)
up E T;N. Da mesma maneira, podemos considerar a projecao

t*:T*N + N dada por n*(p,wp) 2 p. Uma 1-forma sobre N & uma

m

aplicagdo wiN - T*N tal que wip) = {p.wp), ou seja, uma
aplicagdo que associa o ponto p de N o par (p,wp). Se w for di

ferenciavel, diz-se que w & uma 1-forma diferencial.

A9 - Produto Exterior

Sejam v,w duas 1-forma sobre N. Eptido o produto ex -
terior v Aw de v por w emp e N, calculade no par de veto

res tangentes X,Y ¢ TpN‘ & definido por
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fv(x)  v(v)
(v A W), = det b e v (W) - v (Y )w(X)
w(X) w(Y)

0 groduto exterior, como & facil se verificar, @ uma forma bi-

1fnear anti~simétrica sobre TpN. dita 2-forma. Se v e w sao 1-

~-formas diferendiais, ent3o v A w € dita 2-forma diferencial.

A.10 - Campo de Vetoree como Derivagdo

0 conceito de campo de vetores pode ser dado da se -

guinte forma: ﬁeja x:R" + R"® um campo de vetores, e p = (p1 ’
ey pn) um elemento do Rﬁ,_Entio X & a aplicag3o que associa
P 3 uma n-upia de valores redis (X;(p)....,X,(p)). Seja £iR" -

+ R" uma fungEo diferencidvel e defina-se

o ooy of
X(f)(p) = 121 X;(0) 377 |X(p)) -
Entdo X(f) & a derivada direcional de f na diregdo de X ng pop
to p. Verifica-se que X{f+g) = X(f) + X{g), fja.f) = aX{f}, pa
ra todo real a, X{f.g) = X{f)g + fX{g). Estas propriedades ca-

racterizam X como uma derivagdo no espago das fungdes diferen-

cidveis do R", e convenciona-se por
n
)
X-ZX—
=1 i axi

Seja g:R" + R™ uma aplicagio diferenciiyel. Entdo a

diferencial de g em q & uma aplicagio linear dg(q):Rn + R™ tal
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que

n
dota) = I %&; (a)dx,(q)

Suponha que q = X(p), entao:

soutm) = 1 3 [x66)ax, [xem))

mas
X(p) = § X4(p) P

e, como dx, & uma 1-forma dual da base (Blaxi). tem-se

4s(x(p)] = X(9)(p)

A.11 - 2-Porma Diferencial

¥imos acima a definigdo de produte exterior de duas

1-forma. Este produto nos da uma forma bilinear anti-simétrica.

*

p
tivo espago cotangente, podemos considerar a reunfdo

Mais geralmente, se N & uma subvariedade do R" e TN, o respec

2 4k 2
AS{T_N) = A"N
J?k p
onde Az(T;N) denota o espago das formas bilineares anti-simé -
tricas sobre TpN. Uma 2-forma diferencial em N @ uma aplica-
cao wiN + AZCN} tal,que para todo p ¢ N exfiste uma vizinhan-

¢a U de p tal que para tpdo q ¢ U tem-se
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w(q) = I 31

g (a)(dxy A dx; )q
1< <iy¢n 2 1 2

1

L 1}

onde a :0 + R & uma fungdo diferenciavel e {dx;, A dx, }
i, 1 12

a base de AZ(N) dada por um sistema de coordenadas (xi), i=

= 1,...,n em torno de p {isto &, x;:U + R € uma funcgado dife

renciavel tal que x;{q) = x;}.

ml

Se w{q)} for de posto maximal sobre T_N, entao w

P
dita simplética.

A.12 - Produto Interior

Seja v uma 1-forma diferencial e X um campo de veto-

-

res. 0 produto interior de v por X, 1{X)}v & definido por

f{X)v = v(X}). Em particular, se v = dg, entdo i(X)v = do(X) =
= X{g). Se v & uma 2-forma diferencial, entac o produto interi

or de X por v & a 1-forma diferencial i(X}v, tal que

XIv(Y) = v(X.Y)}

para todo campo Y,
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