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INTRODUGAO

Em sua monografia de 1924 sobre as variedades com ¢o
nexao afim, E. CARTAN discute de modo geral a Teoria dos Espa-
¢os de Riemann Generalizados. Nesta teoria, introduz-se uma co
nexdo ndo-metrica, isto &, nio inteiramente reduzivel a um
funcional da métrica.

Varios autores procuraram utilizar a teoria dos espa
¢os de Cartan (assim chamados hoje, aquela generalizagao do es
paco de Riemann) na interacao gravitacional de particulas com
spin, numa extensao da teoria de Einstein.

Recentemente, modelos cosmoldgicos associados 3 teo-
ria de Einstein-Cartan, tem sido desenvolvidos com vistas a al
teragdes das singularidades presentes nos modelos expansionis-
tas do Universo.

Ha no entanto uma outra linha de investigagao associ
ada aos espagos de Cartan, e que constitue heranga direta das
tentativas de unificagdo dos campos classices. Trataremos des-
tas diferentes aplicagoes dos espagos de Cartan neste nosso

*
CUI"SD( )

* -~ -y - . .
) Na iII Escola so sera apresentada uma versao introdutdria 3 Teoria Uni
ficada do Eletromagnetismo e da Gravitagdo. Maiores detalhes aparece-

ra0 em breve em outra publicagio.
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1 - DERIVAGXO COVARIANTE NO ESPA{O AFIM

Definimos a derivagao covariante no espago de Cartan

pela relagao

LA L A (1a})
v = ¥ ve
Para o vetor covariante s :
as
« —H . B
s],l"\) v P\)l.lsl-: {1b]

A conexio'rta nao € simétrica. Dessa forma ela pode ser escri-
ta como a soma dos simbolos de Christoffel com um tensor. Po-

mos
T = [ f) o+ KE . (2)

A conservagdo do comprimento ao longo de uma trajetp
ria arbitraria fechada impde que a derivagdo covariante do ten
sor metrico 9,, Se anula.

Temos entao

3g
v € £
Iuvla © 3x§ T hu % T w9y 7 0 (3a)

Alternando os Tndices (uvi) temos:

ag
. o) _ pe - T€ -
gul"u - 3 xP ruv Gea rul 9ev ° 0 (3b)
ag
= —AH _ g€ - € -
Saulv ax” Tox 9ey rvu Iea 0 (3c)

Somando essas eguagoes temos
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QQFv + VA
v

agMJ i ag
ax ax ax¥

(rku rul) 9ev

_ ¢nE e E
(Tyy * Tya) 9eu * (r

€
uv r\m) gek =0

Multiplicando por 1/2 g°" e lembrando que o simbolo de Christo

ffel se escreve com

ag ag
1 pa gva o v
{hl =549 ¢ 22 _TVA (4)
vi Z _EXX ax” Bxa:|
temos
p 1 _pu € _ L€y _ ] o P
{ul} M L P (ruk Fku) Fa (rkv + ka} M

1 _.pu £ _ o€ _
*729 9% {Fuw Top? =0

Definimos a torgaa TEA pela relagdo

.e L] € _ pE
T =7 AT ) (5)
Da7 escrevemos
P pu € pu e _ 1 ¢np P
{vl} 99, Tux t 9 gaATu\) -z (Flv + I‘\M)

Mas

p _ 1 P o 1 e _ P _ 1 ¢ p P
Plv K (Tku * Fvl} + Z (ka Fvl] 2 (rAv + ka) M Tav "

Substituindo na equagdo acima, temos
r° . P pU £ pu € P
' {vk} + g 9eyTyr * 9 SeaTuv * Tay (6)

Daj a contorgdo Kﬁv definida em (2) se escreve:
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P o oM € pu € p
Kkv g g:vt ui t9 gElT uv+ T v (7)

-Note que embora a torcdo seja anti-simétrica, a contorgac nao
tem simetria definida.

De modo geral a notagdo vuﬂl significa derivada co-
variante em relagZo a conexdo afim e escrevemos vu'v' quando

a conexdo se reduzir ao simbolo de Christoffel. Isto &, temos:

= M e kM g

i
v v v va
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2 - DECOMPOSICEO DA TOR{A0 e GEOMETRIA DE CARTAN RESTRITA

A torgdo % possue 24 graus de liberdade. E possi-
uv

vel representa-la sob forma de um tensor LuIN e dois

Escrevemos

onde L%
i13Y]

[+ ]
L av

L «
av

Contraindo (8) temos:

o 1
Tav =3 (47,

-7

)

v

Vemos entdo que T @ o trago da torgdo.

Tomemos o dual de (8)

Temos

o o 1 pag o
* = * 4
TR YT W (67,7

Tomando o trago:

vetores

(8)

nio possue nem trage, nem pseudo-trago, isto &,

(9}

(10)
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pa¥, identificamos L, como o.pseudo-traco.

Chamaremos de Geometria de Cartan Restrita (GCR)}
Zquela em que na torgao somente o trago e o pseudo-trago sobre

vivem, iste &, quando

o
L Wy " o . (11)

Assim, escrevemos

a _ 3 A et .1 A

T uv = § (GuT“ GUTU) 3 n uUl E (12)
Neste caso, a contor¢do se reduz a expressao

P = aPk £ _ i€ R > o
3K, , = 9779, EuTA 63Ty "ulaz:|+

E £, € [+ )
o+ gaugﬂ I:GUT\" - G\JTI.I -n uva L ] +

B, _ P _ _P o
+ 5J\T\> Gle M ave z
P 2 gPr . P I T
3K AV 5\JT)\ Ty Ny Auz +
P . o p p -
+ GXT\: gJ\\JT M ua: + 8 ATy
- P o
6\)'[1 " ave 2
P R P P p a
3K Ay 21 9%, * 2611\’ Ny e T
Dad
P o2 0. _ P 1 ¢ a
Ko =3 (87, - 170,30 - 3175, L (13)

E, contra¥ndo p com A :
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P a2 94
K v 2Tv

Note ademais que vale a relagdo

K + K =0 {(14)

pAv vip

Esta relagdo garante que em um circuito fechado o comprimento
de vetores nioc se altera. Isto &, tem-se

Iufir = 0

alem de

n
=]

guu;l
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3 - PENSOR DE CURVATURA

Yimos como no espago de Cartan obt@m-se o derivada
covarfante. Um exemplo do resultado dessa alteragho vamos en -
contrar na expressib do rotacional de um escalar que aqui n&o

& ideuticanente nulo.

Notando
1]
g, = 2
TR
Escrevemos
a%e r 30
®lalr " 3 Bps0  Ba 5%
I““B ax"ax®. Ba IX
2% PRY
;] -‘—-——-E" r X
I8la = 5x¥ax aB ax
Da¥
. . (A . phy 3O
®lals elﬂl# * (Tag = Tgal ax
ou seja,
. 2. 36

ax

VYamos agora calcular o rotacional de um vetor,

Temos:

+ % y?

a a o g E a
Their = et Tao e T Tag Yie "
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.+ ) a o (4]
:(‘l’is-l-r' ¥)1A+r1 |B+I‘ ")

€ a a QU
r&B (‘l’ls + Teu L

- o a [+ [» 4 a
’IBIA + PBUIXY + PBU "ll +

o ,0 B
+ Tiale * PaoTau? ~ Thg'le -

4

a H
PGB rsu Y

- a a p E a a
Yl * (Theln * rkprsa - T5ples) ¥

+I‘ ‘P|l+r

E 4O
80 xo¥le = Tag¥ie

Analogamente,

a - o @ P _ pE o
Yixge = Y ags * {rkclﬂ * TooTaa PBAPEO) Y

o o T
* Ie * Taotla - Taatle
Subtraindo

o - - (G - T a op
islx ~ Yiale ™ Taola = Taole * TanTho

- E _ £ & 0
Bp la) ¥° {rls rsl) rsc? +

€ _ pE a
+ (l‘ml FAB) Yie

Definimos a curvatura Raﬂlu como sendo
[+ -
R s r® ré r (16)

. o @ _
aBA Balx = Taolg * Taolee = Tgplao
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Dai, substituindo (16} em {15)

a - [+ = a g _ £ a a a

a [+ = o Jg £ Iy
sl T Ve T Fom?¥ T 2ot
ou
o o _ of v € o
Fleir = ¥iare = Fom® * 20 Y, (17)
Vemos assim que o tensor de curvatura possue as sime
trias
R = - R = - R
uvpo vupo pvap

Entretanto, a relagao que no espaco de Riemann permite sime -~
tria nos conjuntos constituides pelos dois primeiros Indices
em relacdo aos dois Ultimos, nao vale no espaco de Cartan. Va-

mos calcular agora como devemos modificar aquela identidade.
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4 - IDENTIDADES DO TENSOR DE CURVATURA

TIDADES DE BIANCHI)

Da relagao (17) temos(*}:

il T Yalds T 7 Rmigk ¥
i Ysiane T T Regks ¥
TR T
Seja ?1 um gradiente
¥, = f%T

Temos, somando as trés relagoes acima:

£
TR R T P PR I R
)
O gk T Ty T Oy
2
* O T Tyt B T

+ 2T Blj“E + 2T

r39) :{

13 Yile

Erki

K2
Isto &

[rts -

()

m m £
+ R jki * R k1j) &p * 21

(GENERALIZAGAO DAS IDEN

A
+ 2T jk wiul

)
+ 2T k1 wjuz

L
+ 27T 1J ?kui

)
Ter Oradpy *

L
BRI PR
L "
TP

gk O *

£
- T, )e +
ik lé]”j

Os Indices gregos e latinos sdo usados neste capitulo indistintamente.
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1 2 = - Rg® 2

* Br.ik - rkj)eh]“ R¥Ct1x1 Om * 275k Opqye *
2 1
+ 21 eldﬂz + 271 1j elkﬂl
ou seja,
1 ) I}
1 ,m 1 ) ¢
72 Mgk Om Tk Opae et Sghe * S0 K

cnde

m m ]
R% 5k * Rigks * Ripqyg

m -
Rk F
Desenvelvendo

| 1 L £ .
a0k * Tkigs t T swpa) O

£ L
Ty Crape O Tk By Oggue) *

L 1 gm :
Y Crgi  fe) =7 7 R 44k} On

Usando a relagZo (15) que di o rotacional de um esca

lar no espago de Cartan, temos:

_l

R%(13k) Ofm [ Pkt Tyt T jkﬂi] Om *

m 1 2 m
+2[” +tk‘iT!,j+Tjk111:[e]m.D

ou, finalmente,
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m m 2 m
Rk = 7 2% g * 4 0 T (18)

que & a identidade procurada.
' VYamos agora obter a identidade de Bianchi generaliza
da para o espago de Cartan.

Calculemos primeiramente a relagio

Yaplluv = Yepfvin

Temos
_ pE _ pE o pE
waBﬂqu (?asﬂu}lv Toe wsBHu Tug waaﬂu rvu waBHe

3 € :
= - +
TaB|u{v (ruawea rquue}IV

[ A A
- Fva(?eslu " Tue Yo~ Tup Yer)

£ A A €
- Tys (waelu " Thatae The Yo ) Tou (YaSHE)

_ - £ - E
Faglullv = ¥agiulv ~ Tuelv Yeg ™ Tua Yeplv

€ £ E
Tuslviae = Tug¥aelv = Tuates|u

+

Ay o+ pS Aoy

€ _ £
*Toa Tue Yag va Tug Yea = Toug ll’cf.E‘.I]J

+ P r* 9 4 pE A

VB “ua Ae v ‘ug qqx,- r

c .
vy wuﬂus
£ também

N _ E _ nE
,asﬂvﬂu wus|vu rvulu ¥es = Tva Teﬁ[u



s -
) r“B]u Yac

€ A
HO rvc '

+ T

A8
- r:B 'uelv +

pat,

Yool vllu

Yaglullv

£
+ (1"uu -

Yaslullv ~ Yorliu T

Vamos agora calcular a derivagdo da relagao:

- ¥
Yallullv = Tallvlu

Temos:

Yolulviin ~ ¥

FGS].IU'P

= R

afl vl w2

-132~

€ -
Toe 'aelu r

Aoy

€
+7T vl “EM

uo

A

€
ruB rvu ’1:

€
Rucuv v g+ R

£
rvu) ?asne

€
8 + Rseuv?u

4
aeuv? + 2

E
usuvﬂkw

Beuv 'a

€,

v ':Blv

-

+ r‘

»B

2

+ R

€ 4
* 2000 Yale * 2T uv Yol el

alternando pu, v & i temos:

q -
ol vlaflw " Y

ol Ml vl w

E
aevallu ¥

+ R

+

A

P\JE

vak

€
Tuv¥aglie

E
Tuvtal e

u:uv?

E E
* 200w Yalle * 27 ua Yol etu

£
Il A

£
QEVA ¥

- T

€
uv Taglle

(19)

+
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¥ - £ € .
allallillv = Yallulally = Raeao? * Raean?yy

£ €
+ 21 ’m“\"ﬂ"ﬁ + 21 Au'u“s"u

Somando essas tras equagoes e levando em conti & re-

lagao

¥y €
Yaluvia = Yol Ay * Raewa¥ iy *

le £
+ R 4 + erxv

NEVA @ of ull e

temos:

ueukwu' *

R veﬂu + R € 4 21

asvi Aol ufte

£ e €
+ Rualu' I[v + Rvekuwu + 2t ku'aﬂv"s +

e € -
+ Rueuv? | Rreivte *+ 2T uv?dluls

“
a {R%€ + R%E + RGE [
[ vl A vAllu, aly] Ye *

+ Raevkveuu * Rueuvwznl * Ruzluweﬂ“ *
* 2 Yl * 2T el

+ ZTEUX”U?GHE + ZTequuHsHu *

+ 2Teiu"kuﬁg + 21:1u’ﬂ|$"“
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Mas
o g
Yalellr = Yallalle * Racer” * Zertallo

DHT!
c : £ € _
Ru{uvlk}‘e * wu“s [%T{uvﬂk} + R{uvli]

E £ E
- - - ¥
27 ¥alle © 2 antalvlle T 2T wallale

+

[ 4 T [+]
2T vh E’UHHHE + Rl‘.‘l.O'G'l.lv + ZTEU.{’U’.HU] +

+

£ o a
2Ty {%uﬂl"e t Rooer? * 27 alwuﬂci] +

-+

€ - g _
2t Au Eullvlls * Roygev? * 2t skuho] =0

ou
ae 0 £ € g
R {uvul}we +4waﬂe Tiuv Tade ? 2tox Ragend? ¥

E o
AT Tewd ?u"a

Finalmente,

ae ae ’
R (uvllay * 2R 0 (20)

@
olp Tval

que & a identidade de Bianchi generalizada, no espago de Car -

tan,

Contraindo € com v temos

av av av
R R * R oty Y
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isto &,

¥ 2R 9 op

gl a av av a a _d

cruT vA Au

Contraindo uma vez mais (o com i), temos:

R e ™ R * e * za"ct"Ru + za1“0u1°ul
- ZRAUTGHX = 0
Dad
za“uuu - "), + 4RluTulu + 2R*“cur“vl =0
ou
(R%, - 3 aag)“a = - 2RO - R*“our°vk (21)

*

que & 2 nova relagio de divergéncia do tensor contraide de Rf

cci no espago de Cartan,
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5 - IDENTIDADES DE BIANCHI GENERALIZADA FM ESPAGO DE CARTAN

RESTRITO

CalcuTemos a relacac (21) no espaco restrito de Car-

“tan, Temos, de (12)

- - U -
Tap = % (8, Ty du LY R B aur’

a o _ 1 _ pd 1 ac i
R UT ap T K] [:R‘Ifl-l R uTé] + K} nUUHAR z

a _o 1 o o 2 A
R T =—-3-(Ru'R6u} Ta+-3-Ruaz

Daji temos finalmente, na GCR a relagdo
a _ 1 o 22 a o 4 % oA
(R " 7 Ré& U)"a g {R u R& u} TG+ g Rkuz {22}

Podemos transformar a derivada em derivagdo riemanni

ana, se notamos que a relacdo para um tensor arbitrario eau

a o o . _ L0 o
e T T sa TR O T K O

onde K“UE € a contorgao e usando a equagdo (13) tem-se

[+ % a a
= + ? -
8 u”a 3] TGQ "

2 .o 2 ) 1 QoA P
Ui

30 PRI 1 euaT * 3 9" A

No caso particular em que eau 8 o tensor de Ricgi -
-C o _po .1 a
artan o y T R& "

o 1 o o 2
(R u vl R& U]”u = (R + ZTuR " RTu + K] Rtu +

o

1 o
w7 RS u)'a
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™

2 2
+ 3 R 17 - 3 Rt + % RdL Ea. (23)

o 2 2 o
'zTuRu'guaT +§RT].I_‘§RU.*HE

ou, finalmente,

a 1 a __ 4 a 2 a 2 a
(R u - 2‘ RS u);a = -3- RCCUT § R!J.CIT + -3 RG*'LI L (24)
que nos d3 a divergéncia riemanniana do tensor de Ricci-Car -

tan na geometria de Cartan restrita.



~139-

6 - 0 TENSOR DE RIEMANN CONTRAIDC NA GEOMETRIA DE CARTAN RES -

TRITA

Da definigao (16}, podemos escrever

+ %P . % pP (25)

R a
Aole Ap ao ap Ao

= o -
oA Paﬂ'l r

Usando a expressao da conexio de Cartan restrita temos

a a

- 2 ..o _ .a .1 @ i
Pro = gt * 3 (6,75 - 1934} = 304 F (26)

Dai

o - [+ §
Tog = Lagt + 21, (27)

Substituindo em (25}, por partes temos:

a L (@
rudll {uc}lu * ZTall

a a 2 .2 o
Tyola ® {Ac}la *3 Toln " T ¥ e 9o

o 1 a p
%o |a : 3 (n rop T )Iu

2

a .p a 2 e L0 LY e £
rlprao T {{kp} t3 (Gltp T gkp) 3" Apez }‘

Jdep 2 (GPr L P 1 oe T -
I:{ua} +3 (8T~ 7 gua) I ot E ]

o p 2 ;0 L2 p
= {lp}{uc} 3 {Au} A - A {Zp} Yoo

1 ;o p T
k) {Ap} N gor & +

&
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2 (o 4 42
_"'3{101 T, g QT "5 T 94

.2 PeT _ 2 Py 0O

¥ "prorT ® Stco}t 9o *
2 a.T _ 1 ,p L S
* 3 Mgor ¥ g{uc}nlpsz +

2 Pk 1 P T.E
*F Morpe” t * 3 "wrpe” o E It

a p s : 2 ;
= {Ac}{aa} 3 {k?:} s % {?«':} Yag -

Y ay o € _ ay p £
3 {Ap} " oel 3 {op} Mhae & *

2 , o _ 4 .
+'3'{Ao} Ta YT AT " F T 9y

_ 2 GeT _ 2 Py . O .
T Moar® * T lagd T 92p

2 .2 2 :
"9l 95 t7 ik

E para o quarto termo:

o e _ o Py., 2 ,,.p L P Iop e
ruorlo Eap} * ZTD] Elo} + 3 (5 o™ T 9,“7) 3 Aaez]

e [ X3 P 2 ;a0 .2 e, . p -
{up}{la} *3 {uk} e ° 7 {ap} T 9

1,0y 0 L& p 4 a2
.f{ap}_“kcez +2 {lc} Tp+'3'1_1ta IT 9

p t Ef

2 .
"3 MVaoe Yo
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Colectando os termos, teremos:

2 2 ao
oA ot 2 ™ T Tex* T e ot

a 2 ra L2 P
TOoja* 3 ISPRELIRG | {Ap} 940"

+
[0

21 a p e _ 1 o 4] [
3 {1p} N goek 3 {op} " ae & *

2 a 4 4 2
3 Lot Tt 3% "3 g *

2 GeT _ 2 ¢ p a L2 .2

" ¥ Mot - 3 loo! T 9% " 3 " 9ox *
2 2 ra 2 (o p

*9’51% -'3'{&7\} To.'l"a' {G_p} T gM +

¢y P € _ 5 (P .4
{ap} " gel 2 {Ac} T T3 M *

-
o =

4 2 2 .p € 1 o P
Y3 T Ge YT MaeTE t 3 {n Aot )|a

onde Eal € o tensor de curvatora calculado com {;Z}.
= 1
Q 4 _ o 2 o o P .
Rax = Roa +§]:U!A Go? T'o] 3 I‘}1a+ {ao} TJ' I *
1
+ 2 S (S)g - {ftg, |-
3 9xcla ra’ Seo oo’ Tie

1 70 ] eE_ 1,0 ] €
T3 {Ap} N agel k] {Up} " are”



-142-

1 {a ay _€ _ [ €y O -
*3 [E ropla ¥ {ue} N xop {ku} " eop
€ o P 1 _a p
- {gad 1 elé] I+ ¥ M hop i |

Finalmente,

ap

] 28
*30 o L) (28)
Escrevendo
R, =5 (R +R.)+% (R, - Ry)
ox 2 ‘ToA Ag Z ‘ax Ao
tem-se:
o
% (Rcl + Rla) = ﬁak + 3 (v A + Taso tT H glo) -
A
- % (tgTa - nguk) + % (32, - T gol) (29)

frin) (30}
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ou, lembrando que

e . _ 1€
Toix © Tala {ok} Te

escrevemos

1

2 1 aB
7 RpRgd =3 (To|1 " Tale * Z "

Tqra) {30)"

Queremos chamar a atencdo do leitor para o seguinte
fato: embora o tensor de Riemann seja construido com quadrados
das conexdes, o resultado final para o tensor de Riemann con -
traido nio apresenta produtes da tergae T, €Om a pseudo-torgao
za. Isso & uma particularidade importante da geometria restri-
ta de Cartan, e permite intrepretar Tg © Zucomo potenciais ele

tromagnéticos independentes sem auto-interac¢do, como Yeremos

adiante.
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7 - SIMETRIA DUAL DO ELETROMAGNETISMO -

Ha cerca de quarenta anos, Dirac observou que as equa
goes de Maxwell do vazio possuiam uma simetria dual, que nio se
mantinha quando cargas elétricas estavam presentes. Ele entao
postulou uma alteragao das equagoes de Maxwell, criando uma no-
va particula a que chamou de monepolo magnético.

As equagbes de Dirac para o eletromagnetismo se escre

vem
FEY. = e VY (31a)
*
F““_U = £ sH {31b)

onde VM & o vetor velocidade do monopolo elétrico (carga e) ]
s¥ & o vetor velocidade de monopolo magndtico {carga f).

Entretanto, como alguns autores notaram, a generaliza
gao das equacgdes de Maxwell permitem uma outra interpretacdo.Es
ta, consiste em aceitar que cada partTcula possue em si ambas
as cargas eletrica e magnetica., Tal hipotese torna desnecessa -
ria a ideia de monopolos magn&ticos isolados.

Resta saber se esta hipdtese & compativel! com nopssas
observagoes. Veremos a seguir que, com efeito, ela o &.

Na nova interpretagdo as equagoes do eletromagnetismo

assumem a forma:

Uy
F e
*

FEY o= f Y (32b)

e VM {32a)

jsto &, s¥ = vM.

E facil mostrar que uma tal interpretacio & compati -
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vel com a observagdo. Com efeito, definamos o novo campo

F =eF + f F .
uv uv uv

cujas equacgoes, a partir de (32), sao dadas por

MY (e? 4 £2yyv (332)
*
p“”,u =0 (33b)

A forga de Lorentz para o sistema (32) & dada por
*
FO = e E% + f H® = (e F®8 4 ¢ F“B)vB (34)
e para a variavel Fu“ :

fo= (e? + £9 Fig VP = af e, (35)

2 e2 + fz de carga efetiva, vemos que a

Chamande q
teoria de Maxwell usual corresponde a escolha das varfaveis
Py e equacgbes {33) — (35).

Entretanto, os observaveis da teoria independem des-
sa escolha especial de varidvels. Em verdade, a expressdo aci
ma, que define Fuv’ 8 um caso especial de uma rotagao dual,

Consideremos o sistema de eduacﬁes

n

pHV

.y - € v {36a)

* .
FHY = ¢ vt _ (36b)

Y

Consideremos a trahsformacio dual

iy
Fuv » Fuv = cose F  + send F (37)

Y wy
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S5e a esta transformagao acoplarmos ums outra sobre as cargas ,
a saber

e +e' =cos@ e+ send f
(38)
f+f" = -send e + cos0 f
entao as equacoes (36) ndo se modificam. Se nio existe monopo-
1o magnético, podemos escolher a gauge dual tal que
f' =0 (39)

isto &,

f
tge = ¢ {40}

como fizemos anteriormente.

Note que a forga'de Lorentz & invariante dual:

Fo=e" EL+ F! H'a = {e cos@ + f sen®)(E cos® + H senp) +

+ (-e¢ sen@ + f cos6)(-E send + H cos0) = e Eu + f Ha.

Dessa forma, dizer que uma particuta tem carga magne
tica nula, equivale a escolha {arbitriaria) do angule dual e

dada por (40).
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8 - DESCRICX0 DO ELETROMAGNETISMO FAZENDO APELO A DOIS POTEN -
CIATS

As equagOes de Maxwell para o tensor Fuv permitem de

finir um potencial vetor "u através da relagiao

Fuv = Illlu!v " ¥l TERY vin

Tal definigdo garante que a equacdo (31b) na ausencia de carga
& 1denticamente satisfeita. Entretanto, varios autores (Cabbi-
bo, Ferrar{, Strazhev, e outros) consideraram a possibilidade

de descrigdo do campo Fﬁu em termos de dois potenciais “u e

zu através da relagio

F +n L §

we = My T M)y uv plo (41)

A introdugao do novo potencial Zu auymenta aparentemente o griu

de liberdade de Fiy- Para eliminar esse fato, impomos a condi

v
¢do de gauge, transformando Hu, Zu pela relagao

W > W u " Hu + A

u u
(42)
Zu + 2 e " zu + Bu
onde Au e Bu devem satisfazer & condic¢Zo de campo nulp
- pa =
Au]v Av|u * BD!U 0 (43)

A condigdo {43) garante que a passagem a dois poten-
ciais ndo aumenta o nimero de grius de liberdade do sistema.

Note que a gauge usual
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W W' = +
TR Hu Ay
(44)

zu'*zuizu'i'"flu

@ um caso particular da gauge (42).
A rotagdo dual {37) gera a rotagdo nos potenciais

“u' zu da forma

‘o= cose W+
"u +- N “ (1 19:] " sgne Zu

(45)

i n - .
Zu +-Z u send uu + coso zu

A fixagdio do angulo dual na teoria de Maxwell conven

cional dada pela equagido (40), isto €

tgo = £ ' (40)

A compatibilidade da existéncia de dupla carga {e,f) com a
exﬁeriincia requer que o angulo & , assim fixado, o seja para
todas as partYculas. Isto &, a razdo f/e deve ser uma constan
te universal, valida para todas as particulas carregadas.
Vamos fixar esse valor (arbitrariamente, aqui) como
sendo igqual a 1. Veremos que esse valor estd relacionado 2 es-

colha usual das equacdes de Maxwell. Pomos assim,

=1 . (46)

m|-n

PaT o dngulo dual ® & fixado em /4. Usando esse resultado em
{45) temos:

Z'u.- send {- Hu + Zu)
(47)

W b= send | Hu + Zu) ’

e também segue gue a carga magnética & nula:

e' = send (e+f) = 2 seng e : f' = 0 (48)
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9 - DINAMICA WO ESPA{O DE CARTAN RESTRITO

Comparando a relagdc (30)' que nos da a parte anti -
-simétrica do tensor de Riemann contraido em termos do  trago
e do pseudo-trago da tor¢do, com a equacgdo (41), que define
¢ tensor de Maxwell, & razoavel procurar identificar o @ I
com Hu e Za .

Alem dessa relagdo, puramente formal, hda uma argumen
tagao de carater fisico e que apresentaremos a seguir.

Identificando Fu com (Ruv—Rvu)' vemos que o tensor

kY
de Maxwell n3o fixa univocamente a geometria do espago de Car-
tan. Com efeiio, a existéncia da gauge dual dd wuma 1liberdade
aos vetores trago e pseuvdo-trago Ty © Zu. Assim, ao campo de
Maxwell deverTamos associa{_nio uma geometria mas uma classe
de equivaléncia ¥ de exemplos do espago de Cartan restrito.0s
elementos de ¥ estdc relacionados entre si por rotagac dual.Es

crevemos

N = {1231) s Tgiz) . TE£3) P |
Se fixarmos um elemento de ¥, digamos TEU, isso equivale a fi-
xar o angulo dual. Por exempleo, pondo como na teoria conven -
cional Za = 0, equivale a fixar uma relagdo entre o trago e 0
pseudo-traco.
| Entretanto, uma tal geometrizagio do campo de Maxwell
s0 teria significado real se apoiada por uma lei de universali
dade que garantisse ser a geometria do espag¢o igualmente percé
bida por todas as particulas carregadas.
Com efeito, uma tal situacib existe e vamos encontra

-1a na universalidade da relagio e/f para todas as particulas.



-152-

Recentemente, Strazher mostrou quanticamente, um re-
sultade que varios autdres, entre eles Schwinger, haviam de -
monstrado classicamente.

_ E observacionalmente irrelevante admitir que uma da-
da particula, digamos o-elétron, tem carga elatrica q e carga
magnética nula, ou ter ambas as cargas: e (elétrica) e f (mag-

2 . eZ+f2.

netica), com q

A condigido de compatibilidade da hipotese da dupla
carga reside no fate de que a relagido e/f deve ser uma constan
te universal, valida para todas as particulas.

Dessa forma, vemos que a idéia de associar a estruty
ra do espago {(no esquema da Geometria de Cartan Restrita) ao
campo de Maxwell possue uma base ou uma relacgdo universal. Umi
base andloga, sustentada na relagdo universal l1igando a massa
inercial a2 massa gravitacional foi desenvolvida com SUcesso
por Einstein para a gravitacdo e constituf a verdadeira 051 -
gem da inspiragdo desse meu trabalho.

Resta agora a quest3o: qual a dinamica que deveria -
mos impor 3 estrutura do espago ?

A Lagrangeana devera conter termos nio lineares na
curvatura. Isso @ uma consequéncia da anti-simetria do tensor
de Maxwell.

Consideremos a Lagrangeana de Einstein acrescida de

um termo quadridtico

Ly = LT Ez — RWR“":I (49)

comprimento, e k & a constante de Einstein

fEt

onde dim y = L

Usando o resultado (28) para Ruv, temos
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2

8 2 2 2
+ g7 gpu -3 z guu t g Euzv + {28)

] —
=
(3!

Ao’ invés de substituir {28) diretamente na expressao
(49) da lLagrangeana, vamos primeiramente fixar uma escolha de
gauge bem como fixar o @ngulo dual. Mostraremos assim, que as
equagaes\de movimento obtidas a partir da expressao (495 coin-
cidem com a teoria usval do eletromagnetismo, mostrando dessa
forma como se torna natural e simples introduzir dinamica para
o campo eletromagn&tice ne nosso esquema geométrico.

Na teoria usual $0 um potencial vetor existe. Isto

significa girar o dnqulo © de tal modo a termos, por exemplo,

I' =0 . (50)

A rotacao dual nos da

u'a = €080 Ha + send Zu
Z'y = -sen® W_+ cos® Z =0
pay,
7, = tgo W (51)

A arbitrariedade no valor da constante universal

carga eletrica e , . - .
= im-
carga magnetica 7 permite escolher unidades basicas e,f e

por

e _
LI (52)
Na rotacgao dual, temos
e' = e cosO + f send® = e (cos® + send)
(53)
f' =-e seng + f cos0 = e (-send® + cos0)
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Na eletrodindmica usual f' = 0, o que dari

Sene = ¢ose {54)

{sto &, o angulo dual vale 45°,

Substituindo este valor na equagcio (51) encontramos

Z =M . (51)'
o que dari para o tensor Fuv de Maxwell a expressido

POy (55)

Fav = Mujy = Wopu * My Ky

vemos que o trago tv_ e

v o

o pseudo-trago Za estio relaclionados a Hu. Za pela expressio

Comparando (30)' com a expressaoc de Fu

. (562)

1

wiry e

£ (56b)

I = o

a

Ademais, como Nu = ZU. temos que 210 = xo.

Usando esses resultados na expressio de Ruv' obtemos
a

IR +%T +-§T q "'%"ﬂ

R ap
73y uv M3V H B TAY

T

7
wv alp (57)

Usando a Tiberdade de gauge gque decorre da equagido (44) pode -

mos impor
% = 0 (58)
Segue de (57}, por contragdo, que temos,

R« R (59)

Da?, podemos escrever a Lagrangeana (49):

L= @ Ez + ye RWR”":[.
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Considaremos o termo quadratico. Desenvolvendo-o te-

nos:

TA uv 16 MV 8 Suv
RuvR Ruvg e T + oy H Tusv +

Hiv
+ ; "apolnaAST alpTelt +l§ L giAtaip
Dad,
Ruva““ = E"“ﬂu“ + l; tu:vru;v + g &uuru;v -
- g ol (191 o Aoy %? nd9oA Toia%alp

Vamos examinar o comportamento destes termos separa-
damente:

apal

0 termo n pode ser transformado numa di

TolaTa|p
vergencia total e assim ndo contribui para a equacdo de movi -

mento.

Consideremos o termo ﬁu“Tu;v . Temos,

s I g B dtoa s ’ g (Bve ) | - [ g R o dx
aj(f-"gﬁ""r“)lv atx - ,‘,[/—R oty

0 primeiro termo & uma divergéncia total. Sobra en-

tio somente o segundo termoc que se transforma em
5 J /3 Rluz" NEE J {/-—g&:")[u d*x -

-8 J (I:E'ﬂﬁlu R d‘x a - g J /fﬁ'ru;ua d‘x
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onde o sTmbolo = significa igual a menos de uma

total.
pa¥, temos
— Suv 4, .
& J /=9 R Thsv d'x = 0
Finalmente, podemos escrever que
8 J Yy-q9 L dtx = 0
implica

divergencia

2
} — |8 2 Cuv - uv 2 wivi L4, _
k-s[/-’gEuYgﬁw S AR A T ]dx—n

onde

isto &,

2
1 20uv N uv 2 TERY 4 .
1(-.s[./—-g ( « 2R ﬁw VA SR AL TN L e 0

¥Yariando em relagao a Hu obtemos a equag2o

adWEE S I LI

| T 1 ap
onde []W = W ..g .

Desenvolvendo f*V temos:

Dwv_u\’;u..v_zDHu:o

Mas,

(60)

(61)
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v v Oy e €
= + R -
W HIFRY " PVIu suvu ® ﬁeu”

Entdo, finalmente
u® - ﬁaBNB =0 (62)

Substituindo esse resultado em {61) obtemos

Y -2 R W =0 (63)

A equagac {63) pode ser obtida da Lagrangeana equiva

lente

L

e -1 uv TRV
R B i (641

com um acoplamento nao minimo do campo WY com a gravitagio. No
Timite guv - L {Minkowskii) a equagdo (63) coincide com a
de Maxwell.

Dessa forma, a teoria do eletromagnetismo passa a

constituir parte da estrutura geometrica do espago-tempo.
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