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1. 1arRODUGCAO

0s principais progressos na teoria das particulas ele
mentares nos ultimos anos estdo centrados nas teorias de Gauge.
Estas permitem, além de outras céisas, tratar com grande elegdn
cia e (provavelmente)'correcio is chamadas simetrias internas
{invaridncia de carga, SU(3), etc). Além do mais, algumas delas
sdo renormalizaveis e tudo indica que dardo uma teoria unifica-
da das interagdes fracas e e1etromagn§ticas(]). Existem ainda
sugestdes de que tambem as interagdes fortes terdo algo a ver
com teorias de Gauge{Z}. Enfim, estas teorfas apontam para aque
te velho objetivo, tdo desejado e tao fugidio, que os fisicos
acabaram por esconder sob um manto de pudor: a teoria unificada.

Um aspecto das teorias de Gauge salta logo 4 vista ,
pelo menos no reino cidssico: s30 as teorias essencialmente geg
métricas, ligadas embora 2 transformagoes em espacos internos .
A teoria da gravitagio tem sido deixada um tanto a parte nesses
estudos, mas ela & exatamente um protatipo de geometrizacao de
uma interagao, e nisto est3d o cerne do relacionamento necessa -
rio entre gravitacdoc e Gauge. A geometria do espago-tempo, gravi
tacionalmente determinada; a geometria dos espagos internos @
fixada pelas demais interagbes. Isso so2 dogmatico, mas espera-
mos que essas notas mostrem pelo menos um notavel paralelismo
entre os formalismos.

Em um certo sentido, as teorias de-Gauge sugerem uma
Relatividade Mais Geral: ndo s& a Fisica deve ser fundamental -
mente a mesma em referenciais arbitrarios, no espago-tempo, co-
mo tambem em referenciais arbitririos nos espagos internos ( de

spin isotdpico, no espago unitario, etc).
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Nao & de espantar essa tendencia a geometrizar. Desde
que se enfatize invariancias, o programa de Erlangen praticamen
te a forgard. Esse programa foi desenvolvido com vigor e suces-
50 pelﬁs matemadticos e produziu a moderna geometria diferenci -
al. E notavel que os fisicos tenham, 3 sua maneira e na medida
de suas necessidades, refeito uma boa parcela do mesmo caminho.
E certo, porém, que andariam mais depressa se seguissem pela es
;rada menos tortuosa e melhor fundamentad; que o0s matematicos
tragaram.

No capTtulo II damos um sumirio do formalismo das teo
rias de Gauge. No III'aIguns topicos de geometria diferencial
sio apresentados em linguagem elementar. 0 I¥ € um escorgo da
teoria dos espacos fibrados, no fundamental repetindo o capitu-
To II. 0 ¥, tenta mostrar como a gravitacdo poderia se Juntar

as demais interacdes como uma teorfa de Gauge.

Rafersacias

1. 8. Berastein, Rev. Mod. Physics 46, 7(1974};

2. S. Weinberg, Rev. Mod. Physics 45, 255 (1974).
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11. TEORTAS CLASSICAS DE GAUGE: UM PORMULARIO COMENTADO'}

1. Ge-ns ralidades

A ocasiao nao nos permitird mais que uma revisdo dos

resultados e fdéias essenciais. 0 caso mais simples @ o de um

(2)

méson carregado, representado em teoria de campos POr um es-

calar complexc ¢(x) satisfazendo 3 equagaoc de Klein-Gordon th =

= ¢ = 1)

(3,2 N me)e(x) = ( []+ m2)e(x) = 0 ()

Esta equacdo & a de Euler-Lagrange,

CUS S | S
3w T3,9)

que se obtém da densidade lagrangeana
L(9,3,8) = 3 0" (x)a%(x) - ms%s . (2)

Uma transformacado que acarrete uma variacdo 8¢ no cam
po induzird uma variagio 3L facilmente calculavel. Se impuzer-

mos a invariancia de L (3L = 0), chegaremos 2 uma lei de con -

a“[gg-:'-’; cqz]' =0 . (3

A expressio entre colchetes & asstm uma corrente de divergéncia

servacao

nula. A jnteragdo dessa equagao em um grande volume espacial
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Teva &
J a3x 3%, - J éx$3.0 |,
e portanto a

30 J % Jolx) =0 . (4)

Isso resume o teorema de Noether. A invariancia de L
por diferentes transformagdes leva assim & conservagcio de dife-
rentes grandezas fisicas. Exemplos: a invariancia por transla
¢0es no espago-tempo implica a conservacdc dos geradores do gru
po dessas translagbes, que Sao as componentes do  quadrivetor
energia-momentum P¥; as rotagdes espaciais levam 2 conservagdo
das componentes do momento angular; a invariancia por transfor-
magdes de Lorentz impGem a conservagio dos geradores M"Y do gru
po de Lorentz.

A teoria relativista dos campos supSe a invaridncia
pelas transformagoes do grupo de Poincarg, que 8 gerado pelo

conjunto dos P e dos M"Y e cuja dlgebra &:

R EXIE (5)
e TN I (6)
E,uv'"ok:[ = F(MHPRVA 4 VAR | Ve uA | guA voy gy

] Aqui, n & a métrica do espago de Minkowski. 0 grupo
de Poincar? possui dois invariantes de Casimir {operadores de

segunda ordem que comutam com todos os geradores}. Um deles é
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0 quadrado da massa:
PuPu =m . (8)

0 outro estd ligado ac spin: define-se o operador

| UV P
W, = 2‘uva" PP, (9)

e o invariante &

Wt = n? S(541) (10)

onde S = 0, %. 1, %, 2, «... @& 0 spin. No caso do campo esca -

lar ¢ , S = 0. Se adotarmos a realizagido

P = -1 = , (11)

a equagdo {8) € precisamente a equagdo {1) de Kiein-Gordon,

2. Campo Eletromagnético

Este & o protdtipo dos campos de Gauge. a lagrangeana
(2} & invariante por umz transformagac de fase no espago  dos
campos ¢

ia

¢+9' =0 , (12)

onde o 8 uma constante real. £ssa transformagdo (chamada “degau

ge de primeira especie“) leva 3 conservagdo da corrente

i, =1 E3u¢*)¢ - ¢*(au¢):[ . (13)
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Seuy significado pode ser melhor apreciadoe se tomarmos

componentes reais para ¢:
4 = L (4+6")se 4y = =L (4-6%)
V2 vZ 1
A transformagdo (12) serd entdao uma rotagdo no plano (4y.4,):

$] = cosa ¢, - sena ¢,

—t

(14)

bl
(5]

s ® SEeng $y + cosa ¢,

A invariancia significa a insensibilidade da teoria
ante tais rotagdes: pode-se escolher qualquer base no "espago
interno" {¢1 ¢2). sem que se altere a equacao fundamental (1).

0 passo que levou as teorias de gauge{3 +4)

pode ser
dado da maneira seguinte: suponhamos a fase « n3o mais constan-
te, mas fungdc do ponto no espago-tempo. A equagao {12) tornar-

-
~5¢-3

o+ ¢ = e 0X)y (15)

0 Ultimo termo da lagrangeana (2) permanecera invariante, mas

o primeiro'se altera para

Eu - ‘I(Buu):[;*[a" . 1(3“.:):[@

A presenga do gradiente de a(x) destroi a invariincia.
"Lembremos porém que um campo carregado sempre engendra um  cam-
po eletromagnético, cujo potencial Au e definido a menos de um

gradiente. Se impuzermos gue Au se transforme segundo
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AL A+ % 3 (16)

(transformagdo de gauge de segunda espécie}, e se redefinirmos

a derivada por
3u° + Du¢ = (au - ieAu)¢ s (17}
a lagrangeana
* 2 .«
L= (au + deA }o (3 - 1eﬁu)¢ -mé e {18)

serd invariante por (15). 0 potencial eletromagnetice aparece
assim como um campo compensador, € a corrente conservada (agora

interpretada como- a corrente eletromagnética) passa a ser

al aL
B —— 6¢ = . (‘9}
B gpt EI:

A grandeza conservada da eq. {4) serd a carga elétrica: jo(x) =

= p{x}
Q= J a3x p{x) = constante . (20)

A eq. (17) merece dois comentarios:

i) Du pode ser encarada come uma derivagdo covariante; & imedi

ato ver que
E}u.nv = -te(a A, - DA ) = feF L, (21)

onde a intensidade do campo eletromagnético Fuv aparece sob as

roupagens de uma curvatura;
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i1) se usamos (11), veremos que (17) equivale a

Pu -+ P]-l + eAu » {22)

que & a prescrigio do acoplamento minimal, pela qual a intera -
cio eletromagneética € usualmente introduzida.

Assim, a imposigao de invariancia pela transformagao
(15) forga o aparecimento da interagao eletromagnetica, com &
correspondente alteragic da lagrangeana e da equagao de Klein-
-Gordon. K lagrangeana (18) deve-se ainda acrescentar a do pro-
prioc campo eletromagnético Tivre,

1

leem " - 2 F‘NF“V R (23)

para se ter uma completa descrigdo do campo carregadoe em  sua
presenga. Note-se que-Fuv € invariante pela transformagdoc de gay

ge {(16). De sua expressdo (21), tira-se a identidade

aE‘Fv;\] = au th + 31 F]J\J + 3“ qu = 0 s (24)

que encerra duas das quatro equagdes de Maxwell. A analogiade
F com uma curvatura faz com que esta expreéssdo seja tambem cha-
mada de identidade de Bianchi. As demais equagdes de Maxwel)
sdo obtidas como equacdes de Euler-Lagrange da lagrangeana to -
tal:

2, FY =Y (25)

esta sendo a corrente (19) engendrada pelo campo

Resumindo: a exigéncia de invariincia pela transforma
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¢3o de gauge local (15) impde o aparecimento do campo eletromag
netico, que altera a lagrangeana original de tal forma que a
conservagdo da carga elétrica {20) seja respeitada. Para isso,
ele mesmo se altera segundo (16), e obedece & equagio (que vem

de (21) e (25))

CIa, -3 (3%A,) =4, . (26)

Escolhe-se, em geral, uma familia de gauges, impondo a condigao

de Lorentz

v
2’A, = 0 . (27)

Assim, na auséncia de fontes (Ju = 0), o potencial 53

"tisfaz

[Ja, =0 - (28)

que & a eguagido de Klein-Gorden (1) para um campe vetorial de
massa nula,

A equagdo (15) representa, para cada evento x, uma ro
tagdo analoga a (14) no espago dos campos ¢, espago este que as
sume assim um cardter de espago "interno®, de alguma forma rela
cionado a uma caracteristica fundamental da particula descrita
pelo campo ¢(x): a sua carga eletrica. A liberdade de escolha
de base dentro desse espaco se reflete na conservagdo dessa car
ga. Como as rotagdes no plano formam o grupo U(1), dizemos ser
0 eletromagnetismo uma teoria de gauge com esse grupo como “gru
po de gauge®.

Ja dissemos que grandezas conservadas como momentum,
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energia e momento angular, estao 1igadas A invariancia por cer-
tas transformagdes no espago-tempo. A carga elétrica, pelas con
sideragbes acima, aparece também relacionada i invariancia por
transformagdes, com a diferenga que estas tém lugar em um espa-
¢o "interno“. Uma pergunta aflora naturalmente: estara todo ni-
ﬁero quantico “internc® (numerc baridnico, niimeros leptonicos ,
spin isotopico, estranheza, etc) lTigado a transformagges em al-

gum espago desse tipo 7

3. Teoria de Yang-Mille

Uma forte indicagdo a favor de uma resposta positiva
32 questao acima foi dada no trabalho pioneiro‘sj de Yang e
Mitls, que & um modelo de gauge para o spin isotapico. Uma dife
renga essencial com relagio ao visto anteriormente, vem do se -
guinte: o grupo U{1) tem um unico gerador, enquanto as transfor
maghes no espaco do spin isotdpico formam o grupo SU{2), isomor
fo ao SO(3) das rotacdes no espago e que tem trés geradores nao
comutantes entre eles {(grupo nao-abeliano). Sua Zlgebra & a do
momento angular. Podemos tomar geradores proporcionais as matri

zes de Pauli,

‘satisfazendo

E:i.o‘] =gy I _ (30)
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Isto d2 uma representagdo particular de SU{2), como
dimensdoc dois. Presta-se ao caso do sistema neutron-proton, re-

presentado por um campo

Y

¥ = s {31)
¥n
onde *p e v, s30 spinores de Dirac. A lagrangeana livre & ago-

ra

L=7 (-1yua“ -m)y |, (32)

que leva &s equagoes de Dirac. §e a for um vetor no espage do
spin isotopico com componente§ que nao dependem do espago-tempo,
ela @ fnvariante pela transformagao (an3loga a (12))

v oy ety (33)
Essa invariancia significa uma completa liberdade de escolha de
bases no espago dos campos {31). Fisicamente, diz serem indis -
tinguiveis protons e neutrons e correspondem a uma transforma-
¢do de gauge de primeira eshécie. A passagem a2 de sequnda espé-
cie se faz supondo o n3o mais constante, mas fungio de ponto no

espago tempo. Assim,

PR tTES It A (38)

Aqui, novamente, o termo em derivada na lagrangeana se altera.
Procura-se um campo compensador Bu: acha-se que agora ele serd

uma matriz 2 x 2,

= J
Bu ig byl J {35)
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com g uma constante de acoplamento analoga a e, Ao invés de

{17}, aparece uma derivada covariante

DY = -B 1Y . (36)

A transformagdo do novo potencial Bu &, porém, mais
complicada que a dada na eq. {18), devido a ndo cemutatividade
dos geradores:

By, = KL aue'ﬁ'3 £ 13 -3 . (31)
0 primeiro termo 2 direita € uma transformag¢do usual de matriz
Se.os J£ comutassem, seéria simplesmente Bu. 0 segundo termo e
um tanto andmale, mas representa a transformagao de gauge, como
em (16). Um; olhada em {35} nos diz ser Bu uma matriz da alge -
bra de SU{2). As suas componentes b; na base formada pelos
@ que $3o mais comumente chamadas de potenciais de gauge. Note
-se que poderiamos tomar espagos de spin isotopicos de  dimen-
soes matores (o pion, por exemplo, exigifia'd1mens§o 3), mas a
ilgebra terd sempre a dimensao 4o grupo, e esta fixard o numero

de potenciais. Em termos-destes, (37) se escreve
NN L ¥ € TN SRNE SR (R 1
byt= by + e al by - A (38)

Analogamente a (21), define-se uma intensidade de cam

pa {um *tensor de curvatura“*), tal que’

nu,né] . -igF, . (39)
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também uma matriz 2x2, com

= g2 - - -
Fuv = Fude = 28, 38 IEH'BQH ) (40)

As componentes sdo dadas por:

[ T SRR T R P .
b = b0 - abt - gelIt pind (41)
iis

Note-se que os ¢ sdo as constantes de estrutura do  grupo
sU{2}, conforme a eq. {30). Fossem eles nulos (caso abeliano) e
terTamos praticamente trés "interagoes eletromagniticas".

Qutra diferenga com o eletromagnetismo: 13 Fuv era
invariante. Agora, ela tem um comportamento "covariante":

Fuv = @ Fuv e . (42)

De {40), segue uma identidade que generaliza (24):

e I iy (43

As equagdes que generalizam as de Maxwell (25) sido

oY = g (43")

[T}V v
e provém da lagrangeana alterada, tendo a mais a coatribuigdo
livre
Lyy = - 7 £5 &Y (44)
Y™ . SRETIYRLE N
o sentido do Tndice abaixado L & o seguinte: toma-se uma métri-

ca sobre o grupo, em geral a métrica de Killing-Cartan. No caso

do sSU{2),
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4. Pagoria Geral

Uma teoria de gauge para um grupo interno quaquer po
de ser constrqua(s) segundo as linhas acima. £ dade um grupo
de ;imetria interna, pelo qual o campd representando uma part¥-

cula se transforme:
v o= el (46)
com geradores J e parametros ua(x) .

iaa(fjda

U{a) = e , (47)

d
_Ea,ab] =cd 0, . (48)
Em geral, ¢ & um vetor coluna e (46) & uma equagao matricial .

A imposicio de invariancia da lagrangeana impde a existéncia de

um potencial de Gauge, que @ uma matriz

_ a
B, = igb2d, . (49)

e que permite a introdugdo de uma derivada covariante:
D =3 -8B . {50)
Ademais, Bu se transforma segundo

. -1 -1
B, = UB U™ + (3 U)U . (51}

e a nio-comutatividade da derivacac € medida por um “tensor de
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curvatura® dado por (40). Este tem, na ZVgebra, componentes

a a a a  d.d
f“v = aubv -.avbu - gcbdbubv {52)
e & covariante:
-1
Fﬁv = UFHUU - (53)

As eqs. (43) e (43') s3o as equagdes de Maxwell-Yang

-Mills, e a lagrangeana livre do campo de gauge @

L=~ Y, (54)

A métrica sobre o grupc € a de Killing-Cartan:

Jab ~ c:dcdbe (55}
e agui, surge um problema: essa forma bilinear so & uma métri-
ca {em particular, det g # 0) para grupos semi-simples, que nio
possuem subgrupos invariantes abelianos. Assim, essa metrica
naZo existe para os grupos afins em geral, e em particular, para
o grupo de Poincaré: as quatro translagdes geradas pelos P¥ for
mam um subgrupo abeliano (eq. (5)). Os grupos internos usuais
s3o porém semi-simples (SU{2), SU{3), Su(a}, SL{Z2,c)).

Ha dois aspectos a salientar no que foi visto. Um de-
les & o carater algo geométrico da teoria: aparecem derivadas
covariantes, curvatura, etc. 0 outro @ um tanto desagraddvel: o
campo de gauge & introduzido impondo-se uma invariadncia scbhre
uma 1agrangeana.de um gutro campo, que lhe serve de fonte, mas
possuem uma lagrangeana livre, e equa;ﬁes'nada trivigis , mesmo

na auvséncia de fontes. N3o seria possTvel se construir a teoria
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livre sem recorrer a esse lfga-desliga ?

A resposta & dada pelo formalismo dos feixes fibrados.
Este did 3 teoria um cunho totalmente geométrico, e permite a
partir de consideragoes puramente geométricas, todo o formalis-
mo acima, com excegdo das iUnicas equagoes verdadeiramente dina-
micas, o segundo par (43') das equacdes de Maxwell., Estas reque
rem realmente a lagrangeana (54).

Talvez, caiba aqui um pequeno comentario sobre o pro-
blema da quantizagdo. Falando grosseiramente, esta se faz,em ge
ral, tomando-se a expansao de Fourier do campo, o que correspon
de a tomar como base do espago funcional o conjunto das solu -
goes da equagdo livre, A seguir, quantiza-se os coeficientes da
expansio. Note-se porém que, aqui as equagdes livres

u -
DU, = 0 (56)

levam a expressges nao lineares, muito diferentes das do caso
eletromagnétice (28), por exemplo. As solucdes nao sio, em ge -
ral, conhecidas nem se aplica o principio da superposigao. A
quantizagio de tais teorias se faz 2 la Feynman, utilizando in-
tegrais funcionaists}. Embora ndc se possa construir pacotes de
onda da maneira usual, {(56) possuem solugdes "“empacotadas™ , do
tipo "soliton".

Finalmente, as equagdes para o campo de gauge nio tem
um termo de massa. Ele representa assim, um méson vetorial de
massa nula. Existem modelos mais elaborados, em que eles adqui-
rem massal’).

Com relagdo & pergunta do fim do §2, as teoriasde gau

ge parecem responder afirmativamente para correntes _ligadas a
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invariancias pelo teorema de Noether. Existem porém casosde cor

rentes conservadas identicamente e que levam a grandezas conser

vadas como em (3), sem relagao com mudangas de base nos espagos

internos {"grandezas topoldgicas").

1.

3.
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Gauge Fields and Fiber Bundlea", conferéncia feita no Simpo
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-14,

R. Utyiama, Phya. Rev, 101, 1597 (1956).
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Ver, por exemplo, J.J. Giambiagi, "Teoria Unificada de Inte
ragoes Débiles y Electromaguéticas”", mesmo simpdsio da refe

rencia (1}.
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111. GEOMETRIA DIPERENCIAL: T0PI cos

Ndo. serd naturalmente possivel dar aquf mais que um
esbogo muito rudimentar(l's). Vamos apenas fazer desfilar algu-
mas das idéias e certos resultados mais diretamente relaciona -
dos com o que nos interessa: mostrar serem as teorfas de gauge

tio geométricas quanto a teorfa da gravitaglio (se nio mais).

1. Yariedades Diferenciatis

Sao conjuntos de pontos com as sequintes propriedadas

fundamentais:

1) podem ser cobertos por uma famflia de conjuntos abertos (is

to &, que contém um entorno de cada um de seus pontos);

i1} sio IocaTmehte euclideanos: dado um ponto p de uma varieda~
de, existe em seu entorno U que € homeomorfo a um aberto de al-
gum espago euclideano R"; um homeomorfismo x e uma aplicagdo
contfnua com inversa continua, e o cardter euclideano significa
Gue uma vizinhanga de cada ponto pode ser aplicada continuamen-
te em R"; isso permitird defirir coordenadas na vizinhanga: o
par entorno mais homeomorfismo {U,x) & uma carta, ou sistema 1o-

cal de coordenadas (SLC). Em um tal sistema, o ponto p sera

dado por

rd

x(p) ¢ R" . x{p) = (x].x .....x") H

n (suposta a mesma para todos os pentos da variedade) & a dimen

sdo da variedade; podem existir muitas cartas para um mesmo pon
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to; dadas duas dessas, (U,x) e (V,¥), compe UNYV, a cada

uma corresponderao coordenadas x(p) e y{p); a aplicagdo compos-

1

ta yox = leva R" em R" e pode ser escrita

yi = yi(x]-x

2

n
N S

"jsto & uma transformagao de SLC.

ii1) possuem um atlas diferencial, isto &, um conjunto de car
tas (Ui.xi) cujas U, cobrem todos os pontos e tais que, nas in-
'tersetcﬁes as transformacbes de SLC sejam diferencidveis.

Um bom exemplo de variedade diferencial de dimensdo
2 2 a esfera 52, conjunto dos pontes de R3 satisfazendo x2+y2+
+z2 = constante. 0s SLC mais utilizados no caso sdo projegoes
estefeogrificas sobre o plano, que deixam sempre pelo menos  um
ponto de fora: 52 nag pode ser inteiramente descrita por uma

3

Unica carta. As superficies bem comportadas em R” sdo, em ge -

ral, variedades: um elipsdide, um ramo de hiperboldide, um to -
ro, etc. As variedades mais simples sdo porem os proprics R"
ou seus primos pseudoeuclideanos, como o espago de Minkowski.
Estas tém uma propriedade que as trivialisa: podem ser cobertas
por uma uUnica carta (SLC cartesianos).

Exemplos menos triviais sao os grupos de Lie: estes
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sdo variedades sobre as quais estd definida ademais uma estruty
ra de grupo(z), sujeita a algﬁmas condigdes suplementares de ana
liticidade.

Enfim, variedades sio generalizagdes dos espacos ev -
clideanos, que apenas localmente, preservem as suas proprieda -
des. Em @1tima instancia, tudo o que se define sobre uma varie-
dade E @ reconduzido a definigles em espagos euclideanos.  Por
exemplo, pode-se definir uma fungdo f: E + R; f sera diferenci
avel em um aberto U< E se em toda a carta {U,x) a fungao

“T.R" > R for diferenciivel. 0 conjunto das fungdes diferen

fox
claveis reais (ou complexas) sobre uma variedade E forma um es-
pago vetorial, que designaremos por R(E) (respectivamente,C(E)}.

Pode-se também definir func¢des entre duas variedades

quaisquer A e B: f:A - B & diferenciavel em um ponto p ¢ A se,
dadas duas cartas {(U,x) em A e (V,y) emB, comp e U e f(p) € ¥,

a aplicacao

for diferenciavel.
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Um exemplo & rada fungdo coordenada:
x : A->R

Outro seria uma curva sobre uma variedade £, que & definida co-
mo quatlquer fungdo diferencidvel de um aberto em R com valores

em E, por exemplo;
a: (-1, #1) = E

Un ponto da curva terd coordenadas ai(t), onde o parametro
t e {-1,+1). Imtuitivamente, um vetor tangeate 3 curva nesse
ponto serd também tangente 3 variedade, ¢ ter3d componentes gf;.
Em geometria diferencial, porém, vetores sio definidos como de-

rivadas direcionails e, no caso considerado, seria

v = da1 9
at ;;T

Sio, na verdade, operadores lineares sobre os espacos
R(E) ou C(E) definidos acima. A definigao formal & a mais econd
mica: wum vetor Xp» tangente 3 variedade E em um sev ponto p,
€ um operador linear sobre R{E) ou C(E), satisfazendo 3 regra

de Leibniz:

Xp(fg) = fxpig) + gxp(f) .

para quaisquer f,g ¢ R{E) ou C(E).
Cada vetor & tangente & uma familia de curvas por p
{e tangentes entre sf em p). O conjunto dos vetores em p forma

um espaco vetorial Tp(E). 0 espago tangente a E em p. Se dimE=n,

esse espago ¢ isomorfo a R". Dada uma carta (U,x), epque p e U

tenha caordenadas (xi}, as derivadas 3/3x' s3o vetores e o0 seu
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conjunto fornece uma base para Tp(E). Nessa base,

i
X = X . Q
p ™ %30 )

As fungdes lineares wp:Tp(E) + R formam  também um

espaco vetorial T;(E}, o duatl de Tp{E). 0s vetores (1)} sao tam-

bem chamados contravariantes e os do espago dual, covetores ou

vetores covarjantes. .

Da teoria das equagdes diferenciais lineares, sabe-se
que o espago dual a vetores do tipo (1) & formado pelas formas

diferenciais do tipo
W, = o dx1 . (2)

As diferenciais dxi formam uma base para o aspacgo
Tp(E). que por isso & tambeém chamado "espago das formas". Ele

contem as diferenciais das funcdes f e R(E):

af

df = dx
ax

(3)

Tomando-se produtos tensoriais de Tp(E} € T;(E). pode

-se obter espagos tensoriais de ordem qualquer.

2. Campos de Vatores e Covaetores

Se agora fizermos o ponto p variar sobre a variedade

E, a eq. (1) nos dard um campo vetorial sobre E:

X = xi 2 . (1)
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e (2} nos darda um campo coveterial sobre E:

w = wgdx’ (5}

As componentes x‘ e uwy sao agora fungdes das coordenadas de p.

Note-se que agora x(f) & tambdm uma fungao:

X:R(E) ~ R(E)

Podemos portanto aplicar sobre ela um outro campo Y. Mas

vl . L2
X 3 i3 3°f

YXf=Y‘—f——f+YX-——~—-—--,
ax axJ ax1axJ

e, devido ao ultimo termo, ¥YX ndo € um campo. E facil ver, po -

rem, que o comutador

h] ]

i ay¥ i X a3

X,i] = [% - - Y — |— 6
l: ax axl 3x‘] (6)

& um campo. A operagdac de comutagdo define sobre o espago dos

campos uma estrutura de algebra linear. Alem do mais, valem:

Et.x:[ -0 (7)
[Ec.v].z} v U:”]Y:[ + [Ez:[x] =0 (8)

(identidade de Jacobi)}. Uma algebra com tais propriedades & uma

algebra de Lie.

Uma definigac mais formal, que se demonstra ser com -
pletamente equivalente a esta, & a seguinte: tomemos a uniao

T(E} = U T (E) ) (9)
pekE P
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um campo vetorial X & uma aplicagdo

X:E +~ T{(E} ,

tal que X(p) = xp(E} ¢, para qualguer f e R{E), (Xf}(p)=1p(fL
Um paréntese: a unido (9) & também uma variedade; &

na verdade o que se chama o feixe fibrado tangente da varieda -

de; o espago Tp(E), para cada P ¢ E, e uma fibra desse fibrado.
Note-se serem as fibras todas isomorfas a R" e, portanto, entre
si. Essa deffnigio, introduzindo o campo como uma aplicagdo da
variedade E (em linguagem geom&trica chamada a base} no fibrado
T{E) de tal forma que a cada ponto p de E corresponda um ele -
mento (o vetor xp) da fibra sobre p,.§ a tipica definigao de uma
seccdo sobre o fibrado.

De maneira analoga, pode-se introduzir o feixe fibra-

do cotangente,

T*E) = U T_(E)
pek P

e um campo covetorial, ou }-forma, como uma aplicagdo

wiE + TY(E)

tal que

w(p) = w, € T;(E) .

P

para todo o p ¢ E.

Isso equivale a definicdo {5). As bases {—371, {dx'} de T(E) ¢
ax
T*(E) sio ditas naturais, por estarem ligadas a um sistema lo-

cal de coordenadas. Note-se que dx' deve agui ser considerada

como uma aplicagao linear sobre T(E), dx':T{E) » R(E). Elas sao
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duais entre si, quer dizer:

i 3 i
d = § - 10
X (Ep - g (10)

E evidente que se pode tomar outras bases,

3. Bases

Dada uma variedade de dimens3do n, um conjunto gual -
quer de n campos vetoriais X, linearmente independentes pode
ser dutilizado como base para o espage dos campos. Um campo veto
rial independe dos sistemas locais de coordenadas. Tomemos dois
de tais sistemas, {xi} e {x{'}. Nas bases naturais para tais
SLC, um campo X se escreverd

1

9
X=X "a—T-x

i* @
axl

A ac¢do de X sobre a fungdo ¥ teva 2

' J
xd oo x1 AL (1)
Ix

expressao mostrando come se transformam as compenentes de X por
uma mudanca de SLC.

Unma base para a qual exista um SLC em cada aberto do
qual ela seja a base natural & chamada uma base holSnoma , ou

base coordenada. A condicac especifica para isso € que, dados

dois elementos xi e Xj quaisquer da base, valha (xixj-xjxi)(f)g
=0, ¥ f ¢ R(R). Isso ocorre, & claro, para X; = asox’, mas &

importante saber que essa propriedade & antes uma excecao que
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uma regra. Bases, em geral, ndo & possuem, e sio chamadas bases

anoldnomas, ou bases nao-coordenadas

Um exemplo elementar & o das coordenadas esfericas og.
dinarias para o R3. (r.@,¢). A base holonoma correspondente se-
ria (ar.ae,a¢). J3 notamos que no R3 um vetor corresponde a de-
rivada direcional; no entanto, 2 base acima nao &€ a forma usval
do gradiente em coordenadas esféricas. A velocidade, por exem -
plo, se escreveria

R S N S Y
VeV s+ VgtV

com as componentes

y" . dr

dro 0.3, el

3 * at -’
‘Usualmente, porém, as componentes usadas sd3o outras,

r _ dr
V=%

6 49 v¢ = r seng %%

L
-
n
-
-

estas correspondem a uma base nao holonoma, formada pelos veto-

res

B . oy o1 __ 2
ag ¢ r senf ad

wa
E
E ]
5| —

1
X = 3r
Esses vetores, evidentemente, nao comutam.

Ja foi visto ser o comutador de dois campos também um
campo. Pode-se expandir o comutador de dois elementos de uma

base niao-holonoma nessa mesma base,

E‘1_"‘,1] TR (12)
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onde oS ng' 30 chamados os coeficientes de estrutura da alge-

bra dos campos. Na base esferica para R3 com as coordenadas

usuais, 0¢ coeficientes nao nulos sao

1

8 _ ¢ __1 . b ..
Crg = C r ce¢ r tgs

re re

e suas permutacoes nos indices inferiores {os coeficientes 530

claramente anti-simétricos nos mesmos). Note-se: os coeficien -

tes nio sdo constantes necessariamente e, vale repetir, depen -
dem da base e do sistema de coordenadas.

A eq. (11) se refere a mudangas entre bases coordena-

das. Ds elementos de uma base qualquer, {X1], terdo cada um uma

expansao na base natural:

j 2
X, = X ) (13)
i i ;;I

Em geral, os espagos tangentes sendo R"' s, uma base
candnica vy = {1,0,0,...,0), ¥, = {0.1.0....,0}....vn=(o,o,...,
1} sempre existe, a partir da qual as demais podem ser obtidas
como nessa equagao o foram, a partir da natural. 0 ponto impor-
tante @ que uma base {xi} & plenamente caracterizada pela ma-
triz {Xg) das componentes de seus elementos numa fundamental.
Essa matriz n x n pertence ao espago vetorial das matrizes nxn,
gue possui uma estrutura de grupo (¢ o chamado GL{n,R}). O con-
junto de todas as bases varre esse espago, e isomorfo ao grupo.
Uma mudanga de bases naturais {que envolve necessariamente uma
wudanga de coordenadas) causara uma alteragaoc das componentes
xg sequndo

axki
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De uma maneira mais geral, uma mudanga de base { sem

envolver necessariamente mudanga de coordenadas) serd dada por

XK' < xd AS . (14)

em que matrizes A pertencem a GL(n,R). A utilizagao frequente
de bases naturais (que facilitam os cdlculos) 8 a responsavel
por grande parte da confusio usualmente feita entre mudancgas de
base e transformagoes de coordenadas, duas coisas totalmente dis
tintas.

No espaco das formas, as bases naturais se relacionam

conforme

1!
i! dx b
dx == dx
dx

0s elementos de uma outra base, {ui}. serao uila; duj.

Uma mudanga de bases naturais induzird em suas componentes

k

i, Bx i
GJI ;;j"r Gk
De uma maneira geral,
] k i
ajl = AJ. ak . (]5}

4. MZtriea

Pode-se, tomando produtos tensoriais dos espagos de
campos de vetores e covetores, construir espacges de tensores

de ordens quaisquer. Deéigna-se por T:(E) o fibrado tensorial
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contravariante de ordem r e covariante de ordem s.
No espago das formas diferencials, a base dual a uma

base {X;} de T(A) sera formada pelos ol tais que

W(x) = wlxp =8, (16)

* h]

LI f (w.XJ> w
Dados Y = v‘xi e z = zjwj, entdo

<z,¥> = 291 | (17)

Note-se que w € T?(A), ou seja, w @ um vetor covari-
ante. Formas bilineares ¢ Tg(A} e aplicam T(A) @ T{A) em R(A)
Lembremos que o produto tensorial de duas formas lineares w e 2

e dado por
(0 ® 2)(X.¥Y) = w(X)z(Y)

Dada uma base {w'} de T?{A), os produtos o ® o formam  uma
base para Tg{k) na qual uma forma bilinear g qualquer se escre

vera

g = gijm'I @mj

ou, na base natural,

g = gijdxi & dxj

. Um exemplo importantYssimo de forma bilinear & uma
‘métrica, que se denota por g{(¥,¥Y}, ou X.¥, ou <X,Y> e que deve

ser;
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1) bilinear:

Ao {Y+Z) = Xo¥ & X+ ;
(X4Y)+Z = XoZ + Y1

i1} simetrica:

X-¥ = YeX
ii1) ndo singular: se X«Y = 0 para todo o Y, entdo X = O:
Na base acima,
9(X{aXg) = XXy = gy W (X)) &K

donde se segue que

9.” = g(xinxj} = xi‘xj . (18)
Como gij = 9ji e, em geral, se escreve wimj para a parte simé -
trica
U gull el wew +ulealy ,
entio

9 = 94y wigd = g(Xi,Xj) wwl (19}

ou, na base natural,

i

g = g1j dx dx:I . {20}

Uma métrica estabelece uma relacio entre vetores & CO

vetores: Y @ a imagem contravariante de z se, para todo o X,

g({X,¥) = z(X)
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Se nas bases duais {X;) e (wl), ¥ = vy ez =z,
entao gij\'i -z, Messe caso, se escreve usualmente Z,i = Yi' A
presenca de uma métrica faz com que as componentes de um vetor
possam ser identificadas com formas, e componentes de formas
possam ser identificadas com vetores. 5e 2 aplicagdo Y » Z for

sobrejetora, a metrica & dita nio-degenerada.

Define~se tamb@m uma metrica contravariante g, cujas
componentes gij sao os elementos respectivos da matriz inversa
3 matriz g. Se we Z sao as imagens (definidas de modo inverso

ao dado acima) de X e Y, entao

glw,2) = g{X,Y} .

Tudo isso define sobre T (A) ou T;(A) um produto_in -

terno

g(X,¥) = g{w,Z) = {X,¥Y) = (w2} . (21)

Uma propriedade importante de espagos V dotados de pro
‘duto interno & a seguinte: dada qualquer fungdo linear f e R(Y),
existe um unico elemento v ¢ ¥V , tal que, para todo u e ¥.f(u)
= {(u,v). Assim, as formas incluem todas as fungbes reais lineﬁ-
res sobre TP(A) e os vetores, todas as sébre T;(A).

Um teorema devido a Whitney assegura gque toda a varig

dade diferencial admite uma métrica Riemanniana (!}.

5, Caleulo Extsrior(3’4)

Temos falado muito de objetos diferencidveis: funcoes,

atlas, etc. Trataremos neste paragrafo, de objetos - que possam
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aparecer sob um sinal de integral, isto e, de formas diferenci§
veis. Andamos, nos paragrafos anteriores, confundindo formas e
tensores covariantes; embora tencionemes manter a confusdo dos
nomes, somente um tipo de tensores covariantes aparece sob o
sinal de integral., Estamos habituados a escrever, N0 espago eu-

clideano a 3 dimensGes, expressoes COmo

J A dx + B dy + C dz (integral de 1inha) ,

J P dxdy + Q dydz + R dzdx (de superfTéie} o

ou
I T dxydz (de volume) .

As formas diferencidveis acima t&m uma caracteristica
notavel: os termos de integragao redundante, do tipo dxdx, es -
t3o conspicuamente ausentes. Embora intuwitivamente a simples re
dundancia os elimine, ha uma razao mais profunda para isso: 0s
jacobianos fazem parte da medida de integragdo, e sao anti-sime
tricos. Desdé que se perse em integracdo, somente as formas(ten
sores covariantes) anti-simétricas tem sentido.

P calculo exterior estuda exatamente os tensores cova
riantes anti-simétricos de ordens § quaisquer, chamados mais co

mumente formas exteriores de graus S, ou S-formas. Ja  vimos

exemplos de grau 1, em que evidentemente a anti-simetria nada’
significa. As bases {wi} de grau 1 sao, no entanto, fundamen -
tais por fornecerem, por um processo de composigdo a enti-sime-
trizagdo, bases para espages do grau superior.

Esse processe e dado por uma operagao, o produte ex -

terior, que leva formas dadas a formas de grau mais elevado.Por
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exemplo, uma base para as 2-formas & dada pelo produto

A TI(E) @ TO(E) » T(E) anti-simdtrico ,
mi‘j :-wi ﬂmj :=m19wj ‘Nj@f"i

Lembremos que o produte tensorial de duas 1-formas w
e o 8 uma forma bilinear sobre'Ta @ Ta. que atua sobre dois
campos X e Y segundo w ® o(X,Y} = w(X}+o{Y). 0 produto exteri-

or de duas 1-formas quaisquer w e o &

who=w®g-08uw.
Esta forma bflinear tem algo de uma métrica anti-simetrica. Na
base acima, uma 2-forma F se escrever:

F=gfyo 0 . (22)

iJ

Espacos de grau superior sao obtidos definindo-se, em
geral, o produto'exterior de 2 formas ¢ e B de graus p e g como
uma {(p+q)-forma que & o seu produto tensorfal completamente an-

ti-simetrizado. Suas componentes serao fixadas por

Ky ook Jq-0-d
(arB) . 1 ph1 q
Ml20-Tpeq = pTAT Siqa.io RIPPRILS OO T

onde os €'s sao componentes do tensor de Kronecker (ou simbolos
de Levi-Civita): =+) se os Tndices superiores forem uma permuta
¢do par dos inferiores, =-1 se Tmpar, =0 em qualquer ocutro caso,

Uma base para o espac¢o das gq-formas, indicado por ?;(E}. sera
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1 .t‘1 i c--i j
® 1 q 1 1

=g T '®u‘e®@...09 =
100 +dq
{ i § )
= W 1 Aw 2 TR U (24)
Nela, uma q-forma o seri
1,...1
aFag 4w 1 1, (25)

1 q

Cabe aqui um comentario pratico: uma base & dada pelo
produto (24} com os ik em grdem fixada {(crescente, por exemplo}.

1 2

Como w A w" = -wz A m], estes nao sao independentes. Assim, as

componentes em (25) deveriam ser escritas ay Porém,

| PO S
172 q
& em geral interessante somar sobre todos os valores dos Tndi -
ces (o que nao estd subentendido na eq. (25), em que a ordem &
mantida e a soma & feita sobre as (:} permutagoes ordenadas) .

Nesse caso,

e A b Q . (26)

0 fatorial q! dispde das permutagdes equivalentes,co
mo fizemos ao escrever a eq. (22).

Uma fungdo f & identificada a uma O-forma. Vé-se que

{fa) A B =a A {fg) = flaAB)

Dutras propriedades importantes do produto exterior

sdo:
1) a distributividade com relagio & adigdo:

{a+tB) A v = aldy + BAy 3 a A (B+y) = cABR + aly
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ii}.a associatividade:

(ahB) A v = ¢ A (BAY)
iii) se « & uma p-forma e B uma q-forma,

a A8 = {_)pq BAa

se p e q forem Tmpares, aAB = -BAo e oahAa = 0, em particular,

para os elementos de base ('} acima,

1, 1 2

w Awd = -wjﬁmi ;3 wAw = w sz = ... =0 3

na base natural,

dxindxd = <dxdndx’ 5 dxAdx = 0 3 dyAdy = O , ete.

Se dim £ = n, também dim To(E) = dim T;(E) 2 n, ¥pek.

ZA...Aw“. Trata-se de

Uma base para ?;{E) & uma Gnica forma w'Auw
um espago unidimensional. O produto exterior de (n+1)-formas &
sempre nulo; isto segue de um teorema pelo qual o anulamento do
produto exterior de r 1-formas @ condigao necessaria e suficien
te para que elas sejam linearmente dependentes. Assim, o grau
maximo de uma forma exterior sobre E & (dim E).

Um campo de q-formas sobre E & tamb&m chamado de wuma

gq-forma diferencial sobre E.

Uma fungio f @ uma O-forma e sua diferencial

% uma )-forma. A generalizacgdo da diferencial para formas degrau

qualquer & a diferencial exterior, uma operagao d com as seguin

tes propriedades:
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1} d de uma q-forma = (q+1)-forma;

2) d(a+Bj = da + 48 ;

3) d{cAB) = daAp + (-)P anrdg ,
onde p & o grau de o3

4} finalmente,

2

da = d{da) = 0, ¥ a . {27)

Essas propriedades definem uma e so uma gperagdo. A

diferencial da 2-forma (22) & a 3-forma

oF = 3 [Edfij)ﬁmiﬁmj + fijdm1hmj + fijwihdw{]

¥é-se aqui a grande vantagem pratica da base natural; nesta, co

mo d2x' = d(ax') = 0,

L] i 3
dF = 5 df.. A dx’ A dx

Uma g-forma

A
a = —L o dx 1 A oo Adx 4
q. A]...lq

tera a diferencial
X X
da = & (da yAdx VA ... Adx?

q. A]...Xq
A componente @, 5 sendo uma funcao,

1°"*"q

Ja
) PR 1 A
1 4]
by .5 Tyt dx
1 q ax 0

e entidy,
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T M A
du-?—---——‘ldx Adx ' A ... Adx 9, (28)
ax :

Esta express3o pode ser colocada na forma candnica (26):

O U WY ug Mg
do —.- ‘uou, " ﬁ-o—‘l dx U A ... Adx 9. (29)
Hq ax

E conveniente se definir a derivada exterior em rela-

A
¢io 3 coordenada local x 0 por

sa : a“xl...x A
_T = Hf dx

ax ax

A
Adx S A ... Adx 9, (30)

de modo que,

Ao :
da = dx A —r . (31)
ax

Examinaremos o caso simplissimo

o = oy dxi

o
da = day A dx' - 1 gk 1

ax

A dx
Agora,

220
—J.—de-’ndx Adx! -
axvox

2 2

I Iy}

y | - = axd nax®aaxt =0
IxT X X 3x

Assim, a condigio a%a = 0 corresponde 3 igualdade das

derivadas segundas mistas, relacionada a condigbes de fntegrabi
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lidade. E frequentemente chamada de "lema de Poincare”. Lembre-
mos que uma g-forma a tal que da = 0 & dita "fechada". Se a
for fechada num entorno U, existe em Um wuma (g-1)}-forma B ,tal
que dB = o, ou seja, a @ localmente exata. Mas atengdo: seja vy
uma {q-1)-forma fechada em U:dy = 0. Entaoc, p+y tambem sera tal
que d{8+v) = o. Existe uma infinidade de tais formas 8.

Um exemplo famoso: veremos logo abaixo que o "tensor

eletromagnético" & uma 2-forma, dada portanto por (22):

Fagfoa®aad-rF  a®aaf (32)
0 Fuv usual ja sendo anti-simetrico, Fuv = Fu<v‘ .
-+
As equagdes de Maxwell V«H =0 e ¥Af = - %ﬂ , podem
ser escritas
%Fay * 2Fop * IgFyg = 0 - (33)
Logo,
a1l (2 Y o B .
aF = 3 (25 ) oY A % 4 ax

= g (0) dxY & dx® A dxf = 0

Assim, F & fechada e existe localmente uma 1-forma

A = Audx“ tal que

A
Fadh=—2 dxf A ax® (34)
axP -
Logo,
Fag = %ahp - Pgha - (35)

No entanto, A ndo @& a liniéa V-forma tal que F = dA. Dada qual-
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quer 1-forma fechada B = d¢ (¢ uma fungido ou O-forma qualquer),
também F = d{(A+B). Assim, se F @ fechada, existe localmente uma

}-forma A' tal que F = dA', com

A' = A+ de
ou, em componentes

Aa = ﬁu + aa¢ .

Reconhece-se nesta expressio a de uma transformagic
de gauge. A invariancia de F por tais transformagoes aparece ,
aqui, como uma arbitrariedade na passagem 1ocal da forma fecha-
da F 3 forma exata F = dAR'. Na eletrodinamica sem fontes, a va-
rigdade.H de Minkowski pode ser recoberta por um unico entorno,
e o resuttado local se "globaliza“.'

Ja vimos que se f for uma fungao diferenciavel, df =

= EiT dx’ & uma 1-forma. Ho espago E3, suas componentes sao as

ax
do gradiente. Por outre lado, dada uma 1-forma A, sua diferenci

al ser3d 2-forma de componentes como na eq. (35); em E3. sdo as
.componentes do rotacional. Se A ja fosse uma diferencial de uma
fungido (ﬁm gradiente), o lema de Poincaré implica que dA =
= O(rot grad=0). Dada uma 2-forma como em {34) uma diferencial

sera uma 3-forma,

dF = 3 Ef%i dx® a dx’ A dxd
z X ’

s, as componentes Fij podem ser sempre rearranjadas para for

un ‘| -
mar um vetor Fk =3 akijFij’ de que as componentes de dF seraop

o divergente. Se F ja fosse uma dA como em {35}, dF=0 (Em E3 ,

Em E°

div rot = 0}.

Assim, a Unica equagdo ¢? = 0 resume virios resulta-
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dos do calculo vetorial, sendo além do mais, vdlida em um espa-
¢o de dimensic qualquer. Ha poré&m um problema: o divergente & o
diferencial de uma 2-forma e o gradiente @ uma 1-forma; nio se
pode obter o Laplaciano = div grad ! Acontece que o nossoc sim-
ples Laplaciano envolve em verdade muito mais estrutura do que
usualmente se pensa. Para se compreender isso, & mister se in -
troduzir uma nova operacao, que fard do gradiente uma 2-forma
20 qual o divergente poderd se aplicar, Essa operagdo & dada pe

1o operador* de Hodge.

- "y

Ji vimos que as n-formas ¢ T;{E}, com n=dim E, formam
um espago unidimensional; seja ¢ uma base desse espaco. Fixemos
ademais, uma x ¢ ?;(E), e consideremos, para um qualquer

uE ?;.p(E). a aplicagdoe

dada por
woe A= fy(u)e , fi(u)eR , f e R(T;_p) )

Suponhamos que sobre a variedade esteja definida wuma
métrica e, portanto, um produto interno. Ora, como ja vimos .
‘\" -
existe em T;_p(E) uma unica forma que pelo produto interno re-

produz exatamente a fungdo linear fk' Denota-la-emos por *Ai:

fl(li) = {*Atu) s AAu = (*R.H)U .
Isso fixa a aplicacdo linear X + * ,

L'y ")
* . T = T;

P

P



-1132-

1 2

Tomemos as bases w A w® A ... o’ para ?;;mp+]

A

n N . -
. A w para Tn-p' entao,

2 n p+1

A...ﬁwp) = (wp+]ﬂ...ﬁw s W h...ﬁwa}wp+]A...Awn

*{m1ﬁw

Se S & a signatura do produto interno, mostra-se que

*k) = (_)P(“'P)+(n's}f2 1.

Exemplo 1) Seja M, com base {dx"}; a métrica de Lorentz dara

(ax',axdy = sM se 4,5 -1.2,3;

(dx%,dx¥y =0 5 (6x%,dx%) = -1 s=2 ; ned ;

#(dxTadx%) = (dxdnax?,dx3ndx%)dx3ndx® -
= (dx®,dx%y(ax?,8x0)ax3nax? -
= -dxahdxo

Em geral
*(dxiﬁdxj) = dxoﬂdxk » € ciclicamente ;

*(dxindxo) dxjﬁdxk . e ciclicamente ;

*(dx‘ﬁdxjhdxk} = -dx ciclicamente;

k

*{dxoﬁdxindxj] dx” , idem.

Exemplo 2) em E3. tomemos uma fungao f ¢ R(E3);

_ of af af
df = X dx + 3y dy + 3z dz
xqs . of af af T,
df. = X dyAdz + 3y dzAdx + 3z dxAdy ;
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d*df = Af dxAdyAdz, assim, d*d & o laplaciano sobre fungoes,

Mostra-se que
ah(*B)} = BA(*a}
se a e B sao p-formas,

aA*g = {a,B)o .

Além disso, *f = n-forma, e portanto d*f = 0. Pode-se

definir um operador inverso,
»1 . (-}P(“"P)"’("'SNZ * {36)

0 operador

§1a ()P #7) g (37)

28 o codiferencial exterior. Leva uma forma de graup em uma

de grau (p-1). Vé-se que

56 = ()P ()P vaw e w7 aar a0 . (38)

Uma forma w tal que 4w = 0 € cofechada.

Yamos ilustrar os pontos principais do que foi dito
acima pelo nosso habitual exemplo e1etr6magn§tico ne vacuo. Lem
bremos ser o tensor do campo eletromagnético anti-simétrico de

grau 2. Yamos dispor suas componentes (c = Uy = € = 1) na ma

triz
0 Hy ~-H, E,
oy -Hy O Hy E,
wv -
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Quer dizer, explicitamente, a eq. (32) se escreve

2

3 + I-l3 dx] A dx" +

1

Foety dx adxd + Hy ax® poax

cEpd Al b, adx® v ey axd A , (39)

em que na matriz as quartas linha e coluna tem indice 0. Em no-

tagdo mais compacta,

k i 0

2 J
F = 3 Eijk H1 dx? A dx™ + E,I dx’ A dx

Diferenciando exteriormente,

ofF = (FoH) ax! nax? aaxd e} eygx (3gh)) ax? A axd A axX 4
0 i
+ {3,y - 3,5) dx® A ax’ 4 axd . (40)
Usando *deAde = —dxshdxo . *dx]a\dx0 = dxzﬁdx3 e suas permuta-

¢oes ciclicas, podemos obter

2,40

*F = -Hy dx'aax® - n, ax2adx 3

2ax® 4

H3 dx

L

2 adx' £y dxlaax? (41)

3 3

+E] dx~Adx™ + E2 dx

ou

i k

*C = 'Hi dx Adxn + % eijk Ei dxjndx

Comparando (39) e {(41), vé-se que a transposigdo de

Hodge *:H + +F; *:% + -N. Essa operagdo leva (F,,) em sua  dual
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0 Eg -'Ez -H,
LR
2 1 3
Hy K, Hy 0

A derivacdo de (41) da

2

a*F = (3-F) axadePaaxd + } €14 (3pFy) dx%adxdnds® +

i

- (31“3 - 3 4Hy) dx® A dx'oaaxd (42)

Examinando (41) e {42), vE-se que existe a seguinte

correspondéncia com as equagdes de Maxwell livres:

%t = 0 . ] (43)

d*F = 43

aot = rot Al . .
0 = 0 : )

. df = 0 (44

ao'ﬁ = -rot t

. 1 2 3 o,
Podemos ser mais formais: usando *dx Adx"Adx™ = -dx;

0, 1 Fd

*dx Adx Adx = dx3 e seus etcéteras ciclicos, chegamos a

§F = ¥ ax® + (aot - rot ﬁ)-d;
Tem-se tambdm a correspondéncia

$E=0
+ r4F = 0 (45)
£ = rot H }

39

Se definirmos a 1-forma

j-= 4}rE> axd - 3-d'§:[ . (46)
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as equagdes habituais de Maxwell serdo

Da ultima equagae, §j = §

Ve

0

dF
J (47)
8F = 3§

|

2F = 0, 0 que em componentes se escre-

30 + VeI =0 , (48)

a equagdo de conservagdo da corrente.
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IN. A LINGUAGEM DOS FIBRADCS

Intuitivamente, um feixe fibrado @ uma variedade aca-
da ponto da qual se “"cola” um exemplar de uma outra variedade .
Por exemplo: a esfera S2 com todos os -planos (=R2) tangentes a
seus pontos: ou a mesma esfera com todas as retas (=R+) nor -
mafs a2 ela. Um exemplo fisico comum @ o espago de fase total de
uma particula: a cada ponto de seu espago de configuragdo se
"cola" o espago dos momentos,ou vice-versa. Este exemplo & alta
mente trivial por se tratar de um simples produto cartesiano
dos dois espagos. Um feixe fibrado & exatamente a generalizacao
do produto cartesiano, do qual apenas localmente preserva as pro
priedades.

Vamos aqui, apenas discorrer qualitativamente , sobre
eles, enfatizando os casos dos dois prototipos de fibrados: 0
fibrado tangente e o das bases vetoriais, que existem em qual

quer variedade.

1. Nogdes Geraie

J3 nos referimos, no § 111.2, ao fibrado tangente: @&
a unido dos espagos tangentes. O ponto fundamental & que essa
reunido & ela mesma uma variedade(]). 0 fibrade, seria trivial
se fosse globalmente um produto direto da base (por exemplo
52) pela fibra {o plano RZ). 0 fibrade tangente de 52 n3o pode
ser reduzido a tal sinplicidade{]). No entanto, todo fibrade @

localmente trivial: em algum entorno de cada ponto da base, ele

& um produto direto do entorno pela fibra.
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Um ponto do fibrado tangente (isto &, um campo) serd
completamente especificado, em um SLC da variedade-base E, por
um 2n-upla: se p e E tiver coordenadas (xi} e o campo X ti-
ver componentes (xi) na base natural, X = (x],xz....,x"; x‘,xz,
...,%"). No caso do fibrado norma) de s?2 a que nos referimos
acima, cada ponto pode ser especificado pelas duas coordenadas

2, mais uma coordenada so-

‘do ponto de interseccdo da reta com §
bre R _. 0 espago uniao & feixe fibrado, também frequentemente

chamado espago completo. Ele & sempre definido de modo a ser

uma variedade diferenciivel. Isso implica em exigir muita coi -

s5a, mas nds aqui n2o entraremos nesses detalhes (23}

{que sao
essenciais).

Temos assim, uma variedade-base, uma fibra, e uma 14~
gacdo entre as duas. No case do fibrado tangente do § II1.2, es

sa ligagdc estd na condigdo X(p) = X_ € Tp{E). A cada ponto p,

P
“cola-se” o respectivo espago tangente. Isso se caracteriza por

uma aplicagdo

n: T(EY~E ,
tal que,

#{X ¢ Tp{E)} =p . (M

n & a projecdo do feixe fibrado, Como fot dito, cada elemento

X do fibrado & uma secgdo, ou seja, uma aplicacio

X : €+ T(E) (2)

. De modo geral, define-se uma Secgan como qualguer
aplicacdo da variedade no espago eompleta, tal que a projecdo
a leve de volta ao ponto inicial: de (1) e (2). a composigdo

mox & a identidade em E.
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Em mecanica ondulatdria, um estado fisico & represen-
tado por uma fungao de onda ¥(x)., ou por qualquer produte desta
por uma fase: a cada ponto x, "cola-se” um espago funcional uni
dimensional, um raie. Obtém-se, porém, um fibrade trivial, ja
que se pode escolher a mesma fase em todos os pontos. No caso
de um potencial central, em que houver degenerescéncia, a cada
ponte x se cola um espago (de dimensdo L{R+1), por exemplo),mas
novamente se tem um fibrado trivial e a linguagem geomdtrica &
desnecessaria, Em geral, a nao trivialidade aparece quando a fi
bra pode se alterar de um ponto para o outro.

Consideremos ainda uma vez, o fibrado tangente e uma
particular fibra Tp{E). Como Tp(E) & isomorfo a R", um elemen
to seu pode ser tomado como um vetor coluna. Dois de seus veto-
res estario sempre relacionados por uma transformacic dada por
uma matriz n¥n. 0 conjunto dessas transformag¢des na fibra { ou
dessas matrizes} forma o grupe linear GL {(n,R). Um grupo de Lie
agindo sobre a fibra de modo a Tigar dois quaisquer de seus ele
mentos (ou seja, agindo de modo “transitivo®), & chamado de gru-

pc de estrutura do fibrado.

Um importante teorema de existéncial?) diz que: dades
uma variedade E ¢ um grupo 6 atuando em um espago F, existe um
Unico fibrado de base E, fibra F e grupe de estrutura G. Em ge-

ral, o fibrado & designado pela terna:

P = (E,F,G)
Assim,

T(E) = [E.R“.EL(II,R)] . (3)

Yoltemos & fibra T,(E), e seja Bp(E) o canjunto de to
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das as bases vetorials. Como dissemos abaixo da eq. (111.2.13)
uma base {Xi} corresponde 2 um> matriz nXn (Xf). constituida pe
1as componentes de seus membros em alguma outra base escolhida
como fundamental. Ademais, passa-se de uma dessas bases 3 outra
pela agdo dos grupos das mesmas matrizes (eq. (I11.2.14)). Esse
grupo, o mesmg GL {(n,R) que encontramos no fibrado tangente, @
um grupo de Lie e & isomorfo a BP(E)' Este Gltimo & entido, uma

variedade, e podemos formar o feixe fibrado das bases lineares

sobre a variedade E:

B(E) = [z. By (E). GL(n.R)] .
ou, pelo isomorfismo,
B(E) = [E. 6L{N.R), GL(n.R)] . ()
Seu espago completo & a unide
B(E) = U 8 (E) ,
pekE P
e a definicao deve ser assortida de uma projecdo

w: B{(E) - E

tal que,
" [{Xi} € BP(E) =1,

Um fibrado como este, em que a fibra tipica & isomor-

fa ao grupc de estrutura, & um fibrado principal.

2. Fibrados Prineipats

Como um grupc de Lie pode agir sobre si mesmo, a todo
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fibrado (E, F, G} se pode fazer corresponder um principal
(E, 6, G), obtido pela substituicao da fibra pelo priprio grupo
de estrutura. Diz-se, nesse caso, que (E, F, G} & associado a
{E, G, G). As equacGes (3) e (4) mostram que o fibrade tangente
€ associado ao das bases,

Dado um principal {E, G, G}, pode-se obter muitos que
lhe sao assoctados, tomando como fibras espacos em que G tenha
uma representagao fiel {isto &, espac¢os cujo grupo total de
transformagoes tenha um sub-grupo isomorfo a G}.

As teorfas de Gauge siao realizadas sobre fibrados
principais efou seus associados. A teoria de Yang-Mills (§II1.3)
tem por base o espaco de Minkowski, por grupe de estrutura o
5U(2) e por fibra o espago de spin isotdpico. Este Dltimo sera
sempre r¢m espaco em que SU(2) possa ser representado: uma repre
sentacdo de dimensdo 2 como a apresentada para os nucleons, uma
de dimensdo 3 que seria necessaria para o pion, etc. A fibra
desempenha assim o papel do espago interno,

Tomemos um ponto p do fibrado principal P=(E, G, G} ,
€ um entorno U de sua projecdo m = n{p) ¢ E. Localmente, P sera
o produto direto U x G. Enquanto n & uma projecidc global de P
sobre E, apenas localmente havera uma projecio andloga sobre o
grupo: esta dependera do entorno, e serd indicada por FU:n'](U}

+ G. Pode-se juntar m e Fy em uma aplicagao
foim ) '
TRk (U ~ U x6& ,

o) - [sorrym)) - (5)
Na definigdo rigorosa de espago fibrado principal, que omitimos,

impoe-se condigoes suficientemente restritivas para que fu_seja
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um difeomorfismo (isomorfismo diferenciadvel}; ele & chamado uma

trivializacdo. Ele permite obter coordenadas para p, dadas as
i

de m = (xi) e de Fy(p) =g .....gd):

Ll d

AN CE RN I CLIE LT VPR I (6)

0 ponte p & tambdm o valor de uma sec¢do local Sﬂ

p = sim) . (7)
0 nome “"secgao" vem do fato de, a g fixado, Sﬂ ter por valores
de P um conjunto de pontos isomorfos a UC E. Esse conjunte @
uma subvariedade de P. Essas seécﬁes sao por vezes chamadas
fsecgdes triviais®,
0 que acabamos de dizer vale em uma carta (U,x) da va
riedade-base E. Antes de examinar o gue acontece quando de wuma
transformagic de SLC, notemos o ponto seguinte: pode-se chegar

ac ponto P tamb&m por um processo em dois passos:

1) usa-se & seccgao Sﬁ. obtendo p' = Sﬁ(m) = {m,e) H

e = identidade em G;

2) como o grupo age sobre a fibra, aplica-se o elemen
tog = Futp) a p': escreveremos p = p'{m,e) g = (m,q9); pode-se

entao escrever
e
s§ = sy 9 = 55 Fyle) . (8)

Em outra carta, (¥,y).
p = sjim) = [5§ Fy(ed|m)

Comparando,
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sy = S5 Fylp) Fy'(p)

5§ ayy(m) (9)

A aplicagio gyy(m) assim definida & a fungdo de transigao e des
creve o efeito sobre a fibra de uma mudanca de SLC. A equagic
{9) mostra como se transforma uma sec(io por uma tal mudanca
guv(m} & um elemento do grupo; se a fibra for um espago vetori-

ai QU?{m} sera representado por uma matriz e teremos

5 = 55 954(x) (10}
expressioc do mesmo tipo de (I1.46), que di a mudanga de um cam-.
po por uma transformagao de Gauge.

Note~se que a transformacdoc leva um elemento db grupo
(da fibra) em outro; & dada por um membro do proprioc grupo, que

contem assim os efeitos de mudangas de SLC sobre a fibra.

3. Espago Tangente a um Pibrado Prineipal

0 fibrado P, sendo ele mesmo uma variedade, podemos
analisar seus espagos tangentes. Devido a trivializagdo local ,
0s campos sobre P tém componentes localmente separados segunde
0s espagos tangentes 3 base (componentes horizontais) e segundo
0s espagos tangentes a fibra (componentes verticais).

Dado um ponto p € P, o espagco vertical sobre P & defi

nido como
Vp ={X € Tp(P) tais que ={X) = 0} .

Quer dizer: & o espago dos vetores que nao tém componentes se -

gundo a base.
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Uma conexic M sobre um principal P & uma atribuigao,
para cada ponto p (feita de modo contTnuo e diferenciavel quan-

do p varia), de um espago horizontal Hp sobre este p; este &

tal que:

HP + \'p = Tp(P} H

ademais, impde-se que um campo horizontal permaneca horizontal
pela agdo do grupo: g(Hp) = Hpg. Qualquer campo X € Tp(P} se Bs

crevera entdo

xp = vp X + !-Ip X .

Estamos aqui cometendo varios abusos de linguagem :
quando dizemos "tangente 3 base”, deverJamos dizer espago "iso-
morfo ao tangente a base". Niao se trata de nuance secundaria por
que os isomorfismos ndo sao unicos. Por exemplo, eles podem de-
pender da base vetorial {n3o s2o "naturais"). Levar essas minu-
cias em conta tomaria muite tempo, mas dois pontos requerem es-

“clarecimento: 1) o que significa "tangente ao grupo“; 2) como
se procede & separagao horizontal-vertical, Este ultimo caso se
ra o tema do proximo §.

Lembremos em primeiro lugar o que seja a “algebra de

Lie de um grupo de Lie". Este sendo uma variedade, seus cam -

pos formam uma algebra de Lie (§II1.2). Mas o que se chama alge
bra de Lie L(G) de um tal grupo G & uma sub-3algebra  daquela ,

varrida pelos geradores. Estes satisfazem {compare com IIT.2)

_od
Ea.ab:[ = €5y g - (1)

Ao contrario do que ccorre no caso geral, estes C:B sao constan
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tes ("de estrutura”), independem do ponto sobre 2 variedade-gru
po.

A correcao que devemos fazer & a seguinte: o espacgo
vertical & na verdade isomorfo a dlgebra de Lie do grupo G enio
& seu espago tangente. Para esse espaco, podemos wsar uma ba-
se {J;}, onde o asterisco lembra o isomorfismo. Na pratica, es-
colhe-se sempre um homemorfismo (gue preserva operagdes), de mo

do que os J: também satfsfacam 2 eq. (11).

4. Forma Canez&b(4)

Se escolhermos uma base {X;} para P, podemos calcular
as componentes de uma métrica sobre P (eq., (I1!1.18))}. Se impu -
zermos que a métrica Yij torne ortogonais entre si 0s espagos
verticais e horizontais, e que em cada setor ela se reduza as
métricas 9y (sobre base) e g, {Killing-Cartan sobre o grupo,

(11.56)) ela serd iinica, e fixada por

i )
Y5 a0ty ‘
x! d } ' (12)
J

9ab

>
Ed
LY
]

x
b o
ot
"

YIJ

Aqui, i, J = 1,2,...,n+d; pu,v = 1,...,n3 a, b=1,....,
d; x{ € a componente de X; em uma base quaiquer.

Existe, par exemplo, uma hase sobre P na gqual

{13)

—
-
-
L H
—
"
1
1
1
]
*
1
]
)
———a e -
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Nessa base, o setor vertical & gerado pelos J; e o vertical,por
campos {a:], tais que w(a:} = 9, estes gerando a base’ natural’
em E. Nesta base {chamada "base de levantamento"), se calcular-

mos os comutadores, chegaremos 2o resultado seguinte:

d -
cab'Jd

*_
b—u

E’..a::_--o B )
B

= -FY ¥
T 'an JaJ

Nesta U1tima, os coeficientes de estrutura 'F:v

temente diferentes de zero; o comutador de dois campos horizon-

sdo surpreenden
tais ndo @ horfzontal ! E claro que a notagio nao foi escolhi-
da arbitrariamente, mas isso nds veremos mais adfante.

Nessa base, os calculos sdo especialmente simples. Po
demos escolher uma outra, por exemplo, tal que a ultima expres-
sdo em (14) se anule. Esta seria a base natural no setor hori -
Izonta] e, lembrando a eq. (6), terTamos xu'- au’ A ela se chega
aplicando a secgdo trivial Sﬁ 3 base natural em U. Ela & chama-
da "base do produto direto".

A conexdo E inteiramente caracterizada por uma forma

‘sobre P, com valbres na algebra L(G). Esse tipo de forma a valo
res vetoriais (lembre-se que a algebra & um espago vetorial) @
especificada do seguinte modo: dada uma base {Ja} do espago ve-

torial, ela se escreve
_ a
Y = Ja Y * {]5)

onde Ya e uma 1-forma usual scbre P; cada Ya leva um campo de P

em uma fungao.e assim y o leva em um elements do éspaco vetori-
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al L{G). A tarefa da forma conexio y & projetar Tp(P)'_ sobre a
algebra, que & (vale repetir) isomorfa ao espago vertical. As-

sim, .
Y(I) = 3y 5 ou ¥2(3y) = 6 (16)
v'(2]) = 0 Can

Quando definimos conexao, impuzemos tamb@m que a agao
do grupo preserve a horjzontalidade. Isso exige de y um compor-
tamento especial sob transformagdes. Daremos aqui apenas o re -

sultado, que ndc & trivial:

1

v = Ad g (¥) (18)

A representacdo adjunta & uma representagdo do grupo sobre asua
dtgebra de Lie. Ad, @ o representante de h ¢ G nessa representa
gio. Assim, a forma conexio, pela agdo de um g € G, se transfor
ma segundo a representagao adjunta de g']. Quando se toma para

a2 algebra um espago matricial, y e g serio matrizes e

=9 vye . (19)

0 isomorfismo entre T(E) e espago horizontal pode ser
dado de muitas maneiras: cada secgdo $:E + P define uma delas.
Por exemplo, uma secgac leva a base natural {au} de T(E}em uma
colegao-de campos S(au) sobre P; vimos acima um exemplo: a sec-
gado trivial Sﬁ leva (au} na base natural para o espago horizon-
tal, que também denotamos por {au} por nio existir praticamente
nenhuma diferenga entre as duas. Existirad uma especial secgdo
s* que leva {au} na {3;} das equagoes (14). Dados os elementos

S(au). a acao de y sobre eles levaria 3 zlgebra:
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Y [s() 3= 9,v° [s(3) T (20)

Define-se¢, para cada secgao, uma 1-forma sobre U, a

valores na 2igebra, por

Ay =0, a3 =y 36 T (21)

Cada Ais)a sera a componente de uma 1-forma usual sobre U e,por

tanto,

{(s) . (s)a 4, u - 4(s)
A Ja A dxt = AL dx™ . (22)

Assim, cada secgdo permite obter uma &essas projecoes
da forma conexdo scbre a variedade base. Uma transformagao g do
grupo fara passar uma secgdo s a uma s', segunde a2 eq. (10}. Co
mo AlS) mudars ? sua alteracdo dependerd simultaneamente das de
s e de vy {(eq. {19)). 0 calculo & um tanto 1ongo(4}, e s dare-

mos o resultado: com A' = A{S'} A o als))

At =gV agsgldg . (23)
Para as componentes definidas em (22},
ar =gV a grgla g (24)
] u u

Compare-se com a transformagdo (I1.51) de um potenci-
al de gauge. £ tentador interpretar os potenciais de gauge como
essas conexoes projetadas sobre a variedade-base.

Recordemos a secgdo trivial Sﬁ. que leva i base natu-

ral {au} em P. Definamos

e
Ba = A{SU}a - 42

u u LA EN!
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De (16). y"(a:s:) = ¥(3,) = 8. Comparando com (17) e
definindo

L |
Bu = Ja Bu s {25)
chega-se a

3 =3 -8B =D , (26) -

a eq. (I1.50) definindo a der{ivagio covariante. Compreende-se
entfio a Ultima equagio (14). Usando as (14) e (23), tira-se
a a a a b d
FIN = au B“ - 3“ BIl + de Bu Bv

. (27)
- * R,
que & a eq. (II1.52). Da identidade de Jacobi, Eu,[a;.al ]]. +

permutagdes cTclicas = 0, sai a fdentidade de Bianchi:

p F3 +.permutacoes ciclicas = 0 ., 28)
H WA :

Ha algumas diferengas de sinal com as formulas do ca-
pitulo II. Deve-se 3 utilizagdo de geradores hermitianos (19,},
que T3 foi feita, As demais diferengas (g +— U'], a transporta
em (10}) podem ser eliminadas redefinindo algumas coisas.

Assim, a interpretagdo geométrica do que e feito nas
teorias de gauge € clara: os potenciais de gavge sio as cone -
xags projetadas segundo a secgdo trivial; as transformagoes de
gauge s3o mudangas de secgﬁes(s) {o qué inclui mudangas de base
e de SLC). As intensidades de campo de gauge aparecem comoe obje
tos de ndc holonomfa no fibrade. £ de todas as equacgdes da teo-
ria, somente duas das de Maxwell (I1.56) ndo sdo puramente geo-
métricas.

A existdncia de uma base natural sobre o espago hori-
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zontgl, em que F:U se anula, tem um aspecto de principio de equi
valéncia para as teorias de gauge.

Um comentario: em toda a discussdo acima, utilizamos
bases e SLC determinados. A teoria geral dos fibrados pode po-
rém, ser tod# construida sem referéencia desse tipo, de forma to
talmente 1nvariante(3).

Dada a métrica (13}, podemos calcular os Christoffels,
o tensor de curvatura e a curvatura escalar. A expressao desta

ultima, independe da base usada e &

+ R - FFE . (29)

0 Wtimo termo & {I11.54)}. E-se tentado a utilizar esse escalar
da maneira usual como uma densidade Lagrangeana de Hilbert-Eins
tein. Obtém-se assim uma compatibilizagin(e) das teorias de gau
ge com a gravitagao Einsteinfiana. A curvatura RG do grupo apare
ce como uma “constante cosmologica". Talvez sua presenga tenha
um significado profundo, ainda n3aoc explorado.

Tudo isso nada tem a ver com uma teoria de gauge para
a gravitagdo. Mostra apenas que se pode fazer uma teoria de gau
ge qualquer,compatTvel com a gravitagao.

Raturalmente, essa linguagem & apenas uma ferramenta
com a qual se pode fazer geometria de uma maneira geral e corre
ta. A parcela de teoria da gravitagio que & mera geometria ( a
quase totalidade das equagoes, salvo as equacoes de Einstein} ,
pode ser proveitosamente reescrita assim. Apenas para esclare -
‘cer algumas das equagdes dadas acima, vamos discutir brevemente
o fibrado das bases de uma variedade semi-Riemanniana a 4 dimen

sges.
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Esse fibrade existe sempre, ao lado do fibrado tangen
te, seu associado.

Sejam J. os geradores de seu grupo de estrutura ,
GL({4,R), representiveis por matrizes 4x4.

Na linguagem usual, introduz~-se a difereanciagdo cova-
riante (por exemplo) como

pa = da” + ut a¥ »

onde a conexio mv" ¢ dada em fungio dos Christoffels:

Wk
L P dx

Alega-se que da¥ ndo ®, por si sd, "um vetor". Na linguagem dos
fibrados {veja eq. (26)) 1sso se diz: da¥ tem componentes verti
cais, a serem compensadas pelo potencial de gauge Bu' Diz-se ,
tambem, que ¢ ultimo termo na equacao de transformagao dos Chris-

toffels,

L] 1 ) »
vo_po' o axP axm ax® a%x? ax
A Tptnt g0 59 k% axMax™ axf

v
T

r L]

"gquebra a tensorialidade”. Ele corresponde 2o termo vertical
g"dg da equagdo (23).

A equacdo (25) d2 a conmexdo como uma matriz. Reescre-

vamo-la:
- T gt
_ rn l"n J.
Seus elementos de matriz serdo
rl 2wt . (30)
wj * J

Essa equacdo permite realgar o significado dos Tndi -
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ces, em geral obscurecido no caso de GL{4,R) pelo fato de tam-
bem o5 indices de linha e coluna correrem de 1 a 4. 0 mesmo

acontece com as componentes do tensor de curvatura. A matriz

_ a* g8
Fuv n Ja Fuv
tera elementos
i a P
R (v = Foy (03)) - (31)

0 fato de as equacdes de carater geometrico da teoria da gravi-
tagio poderem ser obtidas como as do fibrado das bases de uma
variedade pseudo-Riemanniana sugeriu a Yang(?} que a gravitacao
fosse uma teoria de gauge para o GL{4,R). Ele ndo obteve, porem,
as equacdoes de Einstein. Uma teoria de gauge para a gravitagdo
deveria obt&-las como as eguagdes de Maxwell-Yang-Mills, a par-

tir de uma lagrangeana quadrdtica na curvatura, como {II.54}.
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V. GRAVITAGAO COMO INTERAGAO "DE GAUGE"

Desde o trabalho de Ut1yama(]) sobre a teoria geral
dos campos de Gauge, vem-se tentando enquadrar a gravitagio
nesse esquema. Essas tentativas possuem cadé uma algum  pecado
grave: ou o potencial de Gauge nao aparece cOmo UM Campo compen
sador“’z) (conexao), ou se viola o principio de equivalen-
cia(3) por resultarem espagos n2o Riemannianos, ou as equagoes
obtidas ndo sdo as de Einstein(4). ou ainda, porque & lagrangea
na nao & tipicamente a das teorias de Gauge (II.54}. Ora, por
tudo o que vimos acima, a parte mais fisica dessa teoria estd
na lagrangeana, ou melhor, nas equag¢des de Maxwell- Yang -Mills
{MYM}. O resto & praticamente geometria pura. Vamos apresentar
aqui apenas um caso em que as equagoes de Einstein sao as equa-
coes de MYM.

Antes porém, citemos alguns casos de toerias heterodo
xas, diferentes de Einsteinfiana. Lembremos que esta ultima soes
td experimentalmente comprovada com erros da ordem de 1%. Nao
se pode, em principio, descartar a possibilidade de se a ver al
gum dia suplantada por alguma outra, sobretudo a pequenas dis -
tincias. Isto,apesar de sua simplicidade e beleza, de seus su -
cessos de previsdo e do repetido fracasso de sucessivas rivais
e variantes.

0 ponto fundamental a destacar & que, enquanto as teo
rias de Gauge tratam de transformagoes em espacos internos, a
gravitagdo parece estar exclusivamente voltada para o espago-
-tempo. lsso pode significar que ela seja um caso a parte.Trans-
formagdes no espage-tempo formam o grupo de Poincareé {§I1.1)}. A

teoria de Gauge para este grupo € a teoria de Einstein-Car
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(5'6). que pare€ce ter vantagens gquando hi fontes spinoriais,

tan
mas leva a espagos ndo Riemannianos, além de usar uma lagrangea
na n3oc "de Gauge".

» Foram tembem prhpostos modelos relacionados aoc grupo
de Lorentz{4), gue pecam por levarem as equabﬁes de Yang

Rivix = Ruagy = O (1)

20 inveés das de Einstein

Ruv ‘-0_ - (2)

para 0 caso livre,.
Suponhamos que. a natureza nao cometa pecadps desse ti

po, e restringir-nos ao caso Riemanniano e Einsteiniano.

1. Métrica Riemanniana

Comecemos por mais um pouco de geometria. Dado um fi-
brado (E,G,G}, suponhamos que exista um subgrupo G’ de G, e que
exista um outro fibrado principal (E,6',8'}. Este sera chamado
o reduzido do outro. '

Dado o fibrado B(E), pode-se fazer a redugio de seu
grﬁpo GL{n,R} ao subgrupo das transformagdes ortogonais O(n} .
Essa redugio'se pode fazer de muitas maneiras. Um resultado ex-
tremamente interessante € o seguinte(7):

Cada redugdo determina sobre E uma métrica Riemannia
na ().

Dado B = (E,Bp(E), 6L{n,R)), seja uma redugio sua,

(E.Op(E},B(n)) onde Op(n) & o conjunto das bases ~ ortonormais
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no ponto p € E. D espago Tp{E) sendo isomorfo a R", existe nele

um produto interno invariante por O{n}). Cada elemento b e B &

uma base, representavel por uma matriz nxn. Dado um ponto r eR"
{um vetor coluna), essa matriz fornece um outro vetor X = br ;
dados dois pontos de R", seu produto interno sera (se Y = bs)

1

Y) . (3)

(ros) = (W', b~

Entio, dados X,Y € Tp(E), define-se a métrica (que se verifica

ser Riemanniana)

g(x,¥y = (a7tx, n7lyy (4)

onde { , ) 8 o produto interno de R". Como este & invariante
por 0(n), a métrica independe da escolha de b.

0 processo pode ser invertido: dada uma métrica Rie -
mannfana g sobre E, considera-se o subconjunto de B{E} constity
ido pelos b = (Xy,X,,...,X) que sejam ertogonais por g. Entdo,
b pertencerd ao fibrado das bases ortonormais sobre E se, e so0-

mente se,

(I",S) = g(br,bs) (5J

para todos 0s r,s g R".
Dada uma variedade tetradimensional E dotada de uma
métrica (semi-) Riemanniana g e um SLC induzindo uma base natu-

ral (au}
- UyVv _ HyV
g(X,Y) 9(3uo39)x X" = 90 | A (6)

para dois campos quaisguer sobre E. Uma outra base {hu} e sua

dual (%) serdo dadas por
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. KM . o _ % 40
hu ha au ; -} BU dx {7}
a partir das naturais. 0 fato de serem duais, 6%(hj) = &5, im -

plica em:
o -1.a .
8, = (h )u‘° (8)
A base {h } € definida pela matriz (hzj. e pertence 2

B{E}. Passaremos ao reduzido com 0{n), impondo a ortogonalidade

por g:
= u =
g(ho’hﬁ) uvhuhB Nag °* {9)

onde a métrica de Minkowski ningg = -ngy = 1 aparece como um
delta de Kronecker pseudo-euclideano. Invertendo a segunda equa

¢ao {7), calculamos

. 1] v . 1] v
(X, ¥) = g, dx"gx’(X,¥) = g, XM (X)dxV(Y) =

ByV
9.y hbe (x)h eB(vy = n ag® e xyeP(y) = Ny :x”a xv

Por outro lado, isto & a equagdo (4), Ja que o {ltimo termo @&
{h'Tx,h']Y) no espago de Minkowski. Por outre lado, convencio -

o _ Q =
nando hu E eu. isto e (6) dao

94y = Nag Mo he . (10)

Nesta e na equacgao (9)., reconhecem-se as tetradas hz.
2. *Diferencial Exterior Sobre um Fibrado(S}

Relembremos as equagoes (IV.25) e (IV.27}: tratam de

formas sobre um éntorno U na variedade-base E, que provém da pro
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jegdo de equagdes sobre o fibrado. Como a diferenca entre J, e
J; ndo & importante, vamos esquecé-la. A eq. (IV.25) define um

1-forma sobre U a valores em L{G):

s B dx" = 9 Bldx" -
| B3 B dx" =, Blax" . (1)
(1V.27) da yma 2-forma sobre U a valores em L{G):

- adye¥ o a ,u, v -
F = Fuvdx Adx JaFuvdx Adx™ . (12)

Tendo em mente que B e F sdpo matrizes de formas, a identidade
de Bianchi (II.24) ou ([V.ZB) pode ser posta nma forma compac-
ta '

dF + [B.F ] =0 (13)

0 espago complete P sendo uma variedade, sobre ele es
tara definida uma diferenciagao exterior (§ II1.5). A exemplo
do que foi feito'para obter a eq. (IV.26), que corresponde auma
projegaoc de derivaciﬁ soﬁre.U, definamos uma operacdo de proje-
¢20 H, que projeta sobre U uma operagao sobre P, Pode-se defi-

nir assim uma diferencial exterior horizontal

0 = Hd (18)

Esse H & uma representagdo taquigrafica de uma série de opera-
-¢0es, que generalizam o "aplainamento horizontal® Tlevando a
(IV.26}. Um belo resultado & a relacdo entre a forma curvatura

e a conexao que se acha:

FauDB . (15)

Acha-se ademais que,

DF‘ =dF + CB,F] , (16}
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entdo, {13) diz que
DF =0 . ' (17)

Isso generaliza as equagoes de Maxwell (I111.44)

dfF = 0

Esta U1tima & exatamente {17) no caso de um grupo uni
dimensional como SU{1}.
A pergunta que logo vem 3 mente &: como se generali -

zam as demais equagbes de Maxwell (III1.45) 7 Estas,

&F =0

s3o as realmente dindmicas. 0 operador codiferencial & requer
uma metrica para se definir (§ I111.5). Podemos tomar scbre P
uma métrica como (IV.13), cuja parte horizontal seja a métrica

em U. Analogamente a (14), definimos

A = HE ) (18)
sobre U (nada a ver com laplaciano !). Isso feito, encontra-se

outro belo resultado: as equacgoes de MYM (I11.56),

u - 2
DY, = 0 (195

sdo exatamente

AF = 0 {20)

Come dantes, estas generalizam (II1.45)}. Sua versdo algo mais

detalhada &
»d+F + «[B,*F ]=0 , (21}

com » gperador de Hodge na métrica sobre U,
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3. 4 Gravitagaoc Segundo Papav-Daikhin(g)

Se escrevermos a lagrangeana {(II.54) em componentes

detalhadas,

_ .1 au_Bv-a b
L= - 3959 9 F fap (22)

onde g,, € a métrica de Cartan sobre o grupo. Como equacbes de
Euler-Lagrange, obtém-se

Ao upeb . ua vB.a ofcb
9°°F 9,09 9 CarByF

aBia wFag = 0 (23)

94p9

Isso deveria ser o mesmo que (20} ou (21). Esta @ltima, em

componentes, @

VAipa _ pd vk bd u
aF = 3, (gVMFS L - ChgaVrerFs axt (24)
que leva a )
JMA LA - 2 gViabed
g~ Flu;l deg alFlu o . {25)

Esta equacao & a mesma que {23), quando a métrica 9ap g a de
Cartan. Note-se,porém, que ela independe da métrica sobre o gru
po; qualquer métrica sobre o grupe (e sempre existe alguma) dd
a mesma equagdo (25}, inclusive quando 2 forma de Cartan ndo &
uma métrica, mas degenera. Este & o caso quando dos grupos nao
semi-simples, como o de Poincareé. As eqs. (25) sao portanto as
equagdes dinamicas de MYM (20) para grupos quaisquer.

A tentativa de Yang(4) se baseia no fibrado das bases,
com GL{4,R) como grupo de estrutura. Nesse caso, definindo

R = R

a A
wo T T waw T Flv(? )u ' (26)

e tomando uma base
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W8 = G) = ek,
a eq. {24) da
= JVgAP - u
oF = 3% EW” N L (27)

que leva 3 equagdo (1). Pode-se reduzir {§ 1) GL{4,R) a seu
subgrupo S0{3,1) {ou seja, ao grupo de Lorentz}. No caso, 05
JVP se reduzem aos 1P das equagdes (I1.6,7). A equacao (27)
permanece; a teoria de Gauge para o grupo de Lorentz leva 25
equacdes de Yang.

Um grupo de Poincarg & o afim do de Lorentz; acrescen
ta-lhe as translagoes como um produto semi-direto (equagﬁe# 11,
5, 6, 7). Dado o GL{4,R), existe o seu afim Af(r,R). Com esse

grupo se pode formar o fibrado das bases afins B. Deste, o fi -

brado das bases e uma redugdo. Outra reducdo levaria a um fibra
do sobre o grupo das translagdes (II.5). '
Enquanto espago vetorial, a 3l1gebra de Lie de Af(4,R)
€ a soma direta de GL{4,R) e um espago R4 do tipo Minkowski. As
formas a valores nessa-ilgebra se separam em duas partes, cada
uma com componentes em um dos espagos-fatorés. Por exemplo, a

curvatura F sobre o fibrado afim B serd

F = (F,f) s (28)

4

onde f & uma 2-forma a valores R'. Tomemos neste i1timo uma ba-

se natural [eu}. Se refizermos as consideragdes acima, o resul-

tado & notavel: a expressic da equagao (24) se torna
AF = {AF,p) (29)

onde AF € o mesmo de (24} e p & uma 1-forma
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o= ey g™ Ry ax (30)

A equagao generalizada de MYM para o fibrado'das ba.-

ses afins,
AF =0 , (31)

leva assim simultaneamente a (27) e as equacdes de Finstein (2) !
Note-se que {2} implica (1) como uma identidade trivial.
Novamente, pode-se¢ reduzir Af(4,R) ao grupo de Poinca
ré, sem que os resultados acima se alterem. Ainda por analogii
com as equagoes de Maxwell (agora (I1II.47)), Popov e Daikhin
mostraram que, dado um tensor Tuu, sempre existe uma forma-cor-

rente T tal que as equagoes

AF = 1 (32)

R -JzRg =T {33)

sejam equivalentes. Isso & feito pelo mesmo raclfocTnio acima ,

usando porem
e e g™ (T, - 3T g, )dx! (34)
P o ap - Z 0 Oy

A conclusao parece ser a seguinte: as equagdes de Eins
tein s¥o as equagdes de Maxwell-Yang-Mills para o grupo das trams
lagdes (I11.5) no espago-tempo. Isso pode parecer meio estranho
e merece estudo mais aprofundado. Sobretudo se lembrarmos que o
invariante de Casimir desse grupo & essencialmente ligado & mas
sa {eg. (II.8)}.

0 mesmo resultado foi obtido por Cho(‘o), por cami -
nho bem diverso. Ele segue a linha geral das teorias de Gauge

na linguagem dos fibrados e escolhe uma Lagrangeana quadrati-
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ca que, por ums curiosa conspiragcdo, se mostra equivalente 3

de Hilbert-Einstein.
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