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Il - SIMETRIAS EM VARIEDADES

1.1 = Intredugac

Estas notas sobre o problema de caracterizacdo de si
metria em fisica ¢lissica s3o motivadas por um interesse reno-
vado neéte problema fundamental da fisica teérica.

Se @ verdade que os problemas mais atuais envoivendo
simetrias surgem no contexto de mecanica quantica, elas impli-
cam na existéncis de um certo grau de simetria no limiar clas-
sico da téoria.

0 exemplo mais marcante de uma teoria fisica moderna
onde surgem dificuldades relacionadas com a caracterizagao de
simetria @ a teoria da relatividade, Esta teoria, por apresen-
tar um alte grau de generalidade decorrente de sua formulagao
matematica, aparenta violar alguns aspectos fisicos consagra -
dos. Assim por exemplo algumas solugdes das equagtes de Eins-
tein podem ser incompativeis com o princTpio de causa e efeito
tal como o mesmo & atualmente formulado. Do mesmo modo algumas
solucbes aparentemente nao apresentam nenhuma estrutura de si-
metria.

Estas propriedades n3o devem necessariamente ser to-
madas como falhas ou deficiéncias da teoria mencionada. Na reé
lidade elas podem e geralmente s3c consideradas como fortes
atributos. Isto se deve ao fato de esta teoria admitir como so
lugdes particulares casos simétricos e causais conhecidos. Por
tanto, admitindo-se sempre uma mente aberta as indagagdes, as
situagoes acausais e assimétricas podem ser consideradas como

validas em condigdes fisicas diferentes daquelas 3s quais esta
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mos habituados, mas mesmo assim podendo existir na natureza, As
sim sendo nao haveria motivos para podar as potencialidades da
teoriz.

Naturalmente uma teoria fisica somente & uma tearia
quando ela, ou pelo menos Seus fuﬁdamentos puderem ser verifica
dos experimentalmente. Ks v8zes torna-se necessario abandonar
um resultado teorico apesar de sua estrutura ldgica, em favor
de uma realidade fisica mais evidente, pelo menos dentro das 11
mitagoes due permitam realizar experiencias fisicas.

Como exemplo deste comportﬁmento podemos mencionar a

.possibilidade da existencia matemdtica de monopolos magnéticos
0s quais seriam evidenciados por uma alteragio das eﬁuacﬁes de
Maxwell, dando-lhes maior estética formal (o que & uma forma de

simetria). Isto &,do mesmo modo como temos div E Kp, poderfa-

mos ter também div H = mg. Entretanto como ndo se observa mono-
polos magnéticos adota-se a expressao div H = 0. (Trabalhos re-
centes parecem indicar que sob certas condigdes existe uma pro-
babilidade nao nula de se observar monopolos magnéticoes.) Neste
exemplo a estética formal cedeu lugar a evidencia experimentall
Caso as equagoes de Maxwell venham a ser alteradas futuramente,
entdo a simetria destas equagdes deverao ser reexaminadas , pro
duzindo possivelmente uma a1}erag§o nas teorias fisicas que se
fundamentam nestas equagoes é na sua simetria {tearia eletromag
netica e relatividade especial. Este nao seria o caso com a in-
trodugao de monopolos magnetices.) Um outro exemple, agora mais
diretamente associado 3 questdo de simetria & a possibilidade
de existéncia matematica de potenciais avangados em eletrodina-

mica os quais s3o¢ relegados por contradizerem o principio de



causa e efeito. Caso estejamos preparados a abandonar este
principio poderemos considerar um esquema mais amplo e sime -
trias para as equacoes de Maxwell fundamentado no grupo confor
me. 5e tal simetria fosse considerada por Minkowski em lugar
do grupo de Poincare, possivelmente teriamos hoje uma teoria
especial da relatividade bastante diferente da teoria atual,

onde o espago-tempo contaria com seis dimensoes.

1.2 - Simetrias

0 conceito de simetria & suficientemente amplo e in-
tuitivo para que se possa tentar defini-lo. Nas manifesta -
goes artisticas a nogdo de simetria nos da uma idéia de racio-
nalizagdo ou de compreensao geralmente em termos como ritimici
dade e harmonia de formas. Em outras palavras, estes concei -
tos parecem indicar a existencia de um esfor¢o humane para a
compreensao da arte. Entretanto parece-nos que a arte em si @
fortemente subjetiva e come tal ela poderia prescindir de qual
quer tentativa de Jescrigio formal.

Em geometria a nogdo de simetria deixa de ser mengs
intuitiva para se tornar mais objetiva e formal. Assim quando
observamos um tridngulo equildtero percebemos de imediats que
tal figura possue uma simetria bem marcante. Podemos inclusive
traduzir esta simetria atraveés de noc¢bes geométricas bem esta-
belecidas tais como equidistancia entre os vértices e um ponto
central ou a igualdade dos lados.

A nogao de simetria pode ser considerada do ponto de

vista formal, como sendc uma propriedade de invariancia sob
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transformagoes dadas. Por exemplo, no caso do triangulo equila
tero a simetria do mesmo pode ser expressa atraves de rotacaés
de 1200 em torno do eixo passando por seu centro e perpendicu-
lar & seu plano. Um observador no plano do tridngulo ndc obser
vara nenhuma mudanga apos estas rotagoes. Equivalentemente, po
deriamos manter o triangule fixo e fazer o observador girar de

120° em torno do mesmo eixo {fig. 1).

‘l,

-
>
X

Figura 1
Se descrevermos os pontos do plano por mefo de coordenadas car
tezlanas a rotacao de 120¢ em qualquer dos casos pode ser éx -

pressa pela transformagio de coordenadas

X' = RX
onde R @ a matriz
tos9 send X x'
R = , X o= , X' o= ., © = 120°
-seng cose ¥ y'

Uma grande parte das simetrias que ocorrem em fisica classica
pode ser defcrita por meio de transformaqaes de coordenadas.

Entretantc existem outros tipos de simetria que s3o descritas



por meio de transformagoes de fungbes. Isto ocorre por exemplo
quando efetuamos a adig2o de uma constante 3 uma fungiao sob ape
racao de derivada. Neste caso a expressio resultante nao se al
tera e dizemos que a adigao da constante & uma operagao de si-
metria para a expressao dada. Tais tipos de simetria geralmen-
te descritas como simetrias de calibre {ou de Gauge) sio extre
mamente importantes. Mestas notas lidaremos com simetrias que
decorrem gu podem ser escritas por transformagbes de coordena-

das.

[.3 - Variedades

E comum encontrar-se textos de fisica matemdtica on-
de equagoes diferenciais sio dadas em termos de coordenadas
sem que haja nenhuma mengdo explicita sobre a natureza -do espa
¢o onde estas coordenadas sao definidas. Em geral assume-se que
este espago € o R3 pois sabemos que este espago pode descrever
as coordenadas de um, ponto em um laboratorio. Parece haver
aqui uma ligeira confusdo de conceitos. Isto &, entendemos que

rR3

g um espago vetorial e aqui estamos procurando uma estrutu-
ra matematica que seja adequada para descrever, pelo menos 19-
calmente, o meio ambiente fisico que & um conjunto formade de
eventos que podem ser interpretados como pontos. Admitiremos
que estamos trabalhando em uma escala de grandeza tal que a
distribuigdo de pontos possa ser tomada como continuva. (Ao que
tude indica, esta hipotese e valida para diametros dquais ou

o 13

superiores a 1 cm, o diametro tipico de uma particula ele-

mentar)(l). Com esta hipotese podemos afirmar que o meio ambi-



pnte fisicp pode ser descrite matematicamente como possuindo
uma éstrutura de variedade diferenciavel.

Seja M um conjunto de pentos & seja U um subconjunte
de M. Uma carta de dimensao n em M & um par ordenado (X,U) on-
de X: U » 0, D CR", aberto & uma aplicagio 1:1 e sobre(z).Peg
cebemps portanto que o Que uma carta faz &€ assocfar blunivoca-
mente a um ponto p £ U um ponto X(P) em R" contido em D. Caomo
cada pontg de 8" tem n coordenadas Upenolips entae, podemos di
zer que a carta atribui coordenadas ao ponto p de M, atrayes
das toordepadas u; e da aplicagao X. Na realjdade as cpordena-
das de p podem ser descritas pelas n aplicagées compoestas

i i

x =u 0oX ,

denominadas as fung¢oes copordenadas Tocais de M.

Figura 2

1 (X{p)} = ot e

p = (pl...pn]. Naturalmente um ponto de M pode ter mais de uma

Assim para o ponto p € M, x,(p) = ul oX{p) = u
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carta, Se X e Y sdo 2 cartas elas sao ditas diferenciaveis quan
do as fungdes compostas X o Y'1: D' » D e Yo X-1. D - D' sao
diferenciaveis em R". Uma colegio de cartas diferenciiveis e
que cubra M € dita um atlas diferenciavel de M em R". Um conjun
to M munido de um atlas diferenciavel R" & dito uma variedade

diferenciavel de dimensao n. Toda superficie de R? bem como o

proprio k3 sio variedades. A nogio de variedade & na verdade uma
extensdo natural do cenceite de superficie em geometria diferen
cial com a diferenga que uma variedade nao precisa estar imersa
em um espago euclideano e portante representa uma estrutura mais
geral(3). Esta estrutura em principio & adequada para descrever
o meio ambiente fisico com as condigdes de continuidade admiti-
das.

Como no exemplo simples do triangulo equilatero, um
grande numero de simetrias de objetos definidos na variedade po
dem ser descritos por meio de transformagoes de coordenadas.
Um conjunto de n coordenadas xi construidae como acima consti -
tui um sistema de coordenadas locais denotado por {xi}.

Sejam {xifp}} e {x‘i(p}} dois sistemas de coordena
das do ponto p ¢ M. Isto significa que temos duas cartas X e ¥

do atlas de M tais que

X(p}=uiox(p) e x'i(p}=u o¥(p} ,

ou, equivalentemente

X(p) = (x'(p)s... x"(p)) ; Y(pY = (x'(p)s..ax (D))

Por definicao a composta X o Y-] = g & uma aplicagac diferencia

vel de R", Dai podemos escrever X = g 0 Y e entao X{p)=g o Y(p)

Isto &
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xtpy = vl o x(p) = ul o5 0 ¥ip) .

Denotando g' = u' o g, resulta que

xT(p) = g 0 ¥(p} = @ (x*P(plar..nx'Np}) . {1.3.7)

Esta expressao descreve 0 que se chama uma transformagdo das co

ordenadas x' para x1. Considerando que g & inversivel |(g-lI =
- ¥ o X - f) obtemos a transformagdo inversa
g {4
' p) = £ X (P)a X (P)) (1.3.2)
onde f1 = u1 o f.

0 conjunto destas transformagoes de coordenadas em M & estrutu
ra muiteo ampla denominado o grupoe de transformagtes da varieda

de.

Duas prepriedades importantes sao:

Teorema (I.1)

A matriz jacobiana de uma transformagac de coordena-
das locais em uma variedade & igual & inversa da matriz jacobi

ana de transformacdoc inversa.

De fato, de (I.3.1) e (1.3.2) temos
.i

A N T LU VU LY UL S S

de onde tiramos

i i k
IX i 3 af
L. = § - —g_E .
ax? I gy gyd
i 3

, L 3 _ 43N = :
0 que mastra que & matriz J = {——%F} = {‘_"F) e a iJnversa



k k
af Ix?
ded = 3 TG

Teorema (I.2)

Dado um sistema de coordenadas local {xi} defini-
do em uma vizinhanga Up de peM e um conjunto de n apli
cacoes fii Up + R tais que tenha a matriz jacobiana ndo singu

lar. Entdo as fungoes x*1 definidas por

i

X' = fitxlgctchn) »

definem um outro sistema de coordenadas em Up.
Com as coordenadas {xitp}} de p ¢ M, definimos o ve-

tor de R"

X(p) = (X (P)oeeeax™(p))

Isto significa que podemos construir uma carta (X.Up) de M
desde que X satisfaca as demais condigdes de definigdo de car-

ta. Por outro lade, considere a transformagio

x"l = fi(x‘.....x") »

tal que tenha matriz jacobiana nao singular. Entdo por aplica-
¢io do teorema das funcfes inversas podemos construir a trans-

formacdo inversa (local)

1

X = gi(x'1.....x'")

e definir uma apiicagio Y: U_ -+ R", por

p

Y(p) = {(x'(p).--.ox'M(p)) .

Portanto xi(p} = gi o Y{p). Agora, cada funcgdo g1 g diferenci-



-10-

ivel e podemos escrever

'xi{P) =viogoYp) .

Mas comd x' = u1 o X, resulta que-X =g o Y, ou seja X o Y'lsg
& diferenciavel. Portanto {Y,Up} g8 uma carta de M e consequen-

temente as fungoes x'i definem um sistema de coordenadas em Ug

[.4 - Objetos Geométricos em uma Vgriedade

Com a definigdo de variedade obtivemos uma idéia da
descrigao matematica da arena onde os problemas de simetria se
r3ao tratados. Resta agora definir formalmente o que serado T
objetos e as equagdes que estardo sujeitas ds simetrias em ques
tio. Como as variedades saoc entidades suficientemente genéri -
cas, um grande nimero de objetos podem ser definidos como ca -
sos particulares de aplicagoes entre varifedades.

Se M e N sao duas variedades, uma aplicagaoc F:M -+ N
associa um ponto p de M a um ponta F{p) de N. Torna-se deseja-
vel caracterizar o conceito de diferenciabilidade de tais apli
cagoes. Para isto usamoes o conceito de diferenciabilidade em
RM. Sejam X:M » D, Y:N - D cartas de M e N respectivamente.Di
zemas que F:M » N & diferencisve) quando » composta ¥ oF ox 1t
:D ~ D' @ uma aplicagdc diferenciave) de R" em RM {Fig. 3).

Quando F & inversivel e 1 & diferenciivel dizemos
que F & um difepmorfismo entre variedades.

Um exemplo simples de aplicacao entre variedades g

n

dado pelas proprias cartas onde N = R e Y = identidade. Outro

exemplo de aplicagdo & dado pela definig¢do de curva em uma va-
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Figura 3

riedade. De modo semelhante as curvas em superficies uma curva
em uma variedade M & uma aplicagao diferenciavel a:l + M, onde
I &8 um subconjunto aberto de R. De acordo com a definigao de
diferenciabilidade, 2 composta X o0 a:l = Rh deve ser diferenci
avel onde X & uma carta cujo dominic cont&m a imagem da curva
(Fig. 4). Finalmente o conceito de fungao real diferenciavel
f:M + R em uma variedade torna-se evidente (towe N = R na de-

finigdo de diferenciabilidade }.

Figura 4
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De posse da nogdo de curva em uma variedade, podemos

agora definir um vetor tangente. Como uma variedade nac & ne-

cessariamgnte um espago vetorial ndo podemss falar arbitraria-
mente de vetores em M. Entretanto podemos associar a M a nogao
de vetor tangente comg senda o vetor tangente a uma curva de M

Seja w(t) uma curva de M & seja F o conjunto de to-
das as funcdes reais diferenciaveis em M. 0 vetor tangente

q'{to} a o no ponto p = u{to} & uma aplicacgao
a'(to):F + R

definida por

@' (tg) [ = S (1.4.1)
t .
0
Para que possamos realmente atribuir a a'(to) o carater de ve-
tor, adicionamos a esta definicao a sequinte propriedade. 5e

a'(ty,) e B'(to} sac vetores tangentes as curvas af{t) e B(t)

no ponto comum p = u{to) = At ) e a,b e R entao aa'(toj +

0
+ bB'(to} & um terceire vetor tangente definido por

(aa'(t ) + ba'(t,)) [f1=aca'(t,) Cf] + ve'(t,) [f]) . (1.4.2)

Com esta propriedade pode-se facilmente verificar gue ¢ conjun
to de todos os vetores tangentes a M em p & um espago vetorial
denominado o espag¢o tangente a M em p e denotado por Tp(H]. Po
de-se verificar tambem que a dimensao de TP(M) e igual a dimen
sdc n de M. Consequentemente existe em cada Tp{MJ uma base
{ei} formada por n vetores linearmente indepéndentes e, - Cada
um destes vetores e tangente 3 uma curva de M que sio chamadas

as curvas coordenadas da base.
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A notagio a'(toj [f] em {(1.4.1) & a mesma notacado
usada para a derivada direcional da fungdo f com relagio ac ve

tor a'(to). De modo geral se v, € TP(H} entac a derivada dire-

P

cional de f na diregio v_ & denotada por Yy [¥] que & exata -

P
mente a expressao que define vp como elemento de Tp(M). Entre-
tanto para a expressao "derivada direcional® ficar devidamente
caracterizada, atribuimos-lhe duas propriedades adicionais que

sao:

(a) Yo [af+bg] = av, [f]+ by, [¢] , a,beR,f,g, cF e
(6) vy [fg = v, [f]a(p) + f(p)v, [o] .

E Util escrever a expressdo de um vetor tangente o

em termos das coordenadas locais. Se (X,Up] € uma carta de M

e f:M +~ R entdo podemos definir a aplicacdo diferenciavel F:R™

+ R por £ =F o X (Fig, 5).

. U,
p
X

/N

p .

F
L
R
1
Figura 5

se X(p) = (x1(p)s....x"(p)). Entdo £{p) = F o X(p) = F(x (p}).
Usando a diferenciabilidade de F podemos expandir f em serie

de Taylor., Seja p' = p + Ap outro ponto em Up. Entao

fipeap) = F(x'(p)sex(p) + axt (BB e
ax
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Toménda em seguida & derivada directonal de f(p+ap} com rela -

gac ao vetor tangente Vs temes (usando a propriedade (a)},

_ I i ,8F 71
wlforanl] = v re)] ¢ v, fax gl + -
Mas como F(x'(pj,...,x"(p} € uma constante o primeire termo

acima anuia-se. Por outro lado, usando a propriedade (b),

i 3f _ i aF i aF
"pE‘" aijpj - “PE“] Gt lp * ax (v Eaxx}]
Mas,

ax'(py = x'(p) - x'(p] = G e Es;ﬂ] = v [x

Seja a(t) a curva em M passando por p & cuja tangente em p =

= af{t ) seja o vetor Yo Entdo por definigao de vetor tangente
1

, .
i dx (alt ax_ da dg
“p]:"j=_“75'fullt =§3'ﬁ.t Sl (1.4.3)

o o] o

onde o' sdo as omponentes do vetor ¥ o o = X(a(t}) e R" (con-

forme Fig, 4). Entdo representa a componente i do vetor
7Th

tangente vp em R"
i
= ¥ €

a qua] danotamos ooy v“ Portanto vp[xi:}s

i aF
flp+s =
vp[(n+ p)] v (_Tax } o

Note que nesta Ultime expressdao niao consideramos 05  termos
subsequentes da série de Taylor parque de fato estes termos sen
do proporcionais a ﬂxi(p} Serac sempre Zero. Como a expres-
a0 acima & valida para qualquer ponto de U_, podemos escre -

b
ver:
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vl fJ = \.-1'(&1,) . (1.4.4)

Note que esta expressao & a mesma que (I.4. 1) quando vp-a (t )

e v = (TT") Em particular tomando vp como sendo um dos ve-

tores de base e,, resulta que vl = (ei)j = 631 e

e [f] - (%f) p {1.4.5)

e em particular eitxj] = 651. Desta relagao pode-se mostrar que

0s e, sao linearmente independentes. Neste caso diz-se que a

base {ei} € a base natural associada ao sistema de coordenadas

{xi}.

Teorema {I.3)

Se {xi} e {x''} sdo dois sistemas de coordenadas lo-

cais em M as bases naturais associadas se relacionam come

Seja {e;} a base natural associada a'{x‘i}. Entao de (I1.4.4)te

vl “JE'i ] = I ax'!
ax’

Mas vJ = v[x? ] = (componente de v na base {ej1) e V'J-v[x {]

mos

= {componente de v na base {e‘j}.). Portanto para um vetor v
i

podemos escrever v = viei = v' e; de onde obtemos

' J
8 X )
e = — g,
i ax1 J

e camo det(ax'i/ax1) # 0 podemos obter a transfermacic in -
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versa

e% - %ng e‘1 f {(1.4.6)
Comparando esta expressdo com (1.3.2) notamos que quando temes
uma transformagdo de coordenadas locails 'y - {x'ii, com ma -
triz jacobiana J, as bases naturais associadas transformam-se

de acordo com a inversa da matriz jacobiana J'I. Este fato jus

tifica o nome de vetores contravariantes dade aos vetores  de
T (M). '

A expressio (I.4.6) & uma versao em coordenadas da
nogcdo de aplicagdc derivada. Sejam M e N duas variedades dife-
rencidveis e Fi:M + N wuma aplicagdo diferencidvel. A aplicacic
derivada F, de F @ uma aplicacgio entre os respectivos espagos

tangentes
F*:TP(H) “+ TF(P)(“} .
definida por

(F*vp) [ --vp[f o F]. ' (1.4.7)

'p Fq

Figura 6
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Seja aft) uma curva em M. Entdo B(t} = F(a(t)) &€ uma curva em

N. Se vp ® a'{ty), p = a{t)} temos pela definicdo

Fala’(tg}) [f] = a'(t)[f 0 F]= & UCCH R
Q

= Plee)| = e'(e,) [F]
1]

Em ocutras palavras, a aplicacio derivada de F do vetor tangen-
te a af{t) em M no ponto P = a(t,) & igual ao vetor tangente a

curva B = F(a) no ponto F{u{to)) de N (Fig. 6).

Teorema {I.4)

A aplicagdo derivada @ linear.

A demonstragdo € uma consequéncia fmediata da propri
edade {I.4.2) da derivada direcional.

Decorre deste teorema que se {e; (p)? € uma base de
Tp(H} entao se dim M = dim N, {Fe{esJ} & uma  base de
TF(p)(N)' Em particular quando M = N e denotamos ey = F*{ei]
entdo pela linearidade, F*{ei) deve ser uma combinagio linear
de e;. Comparande com ([.4.6) obtemos que oS coeficientes des-
ta combinagio lTinear sdo exatamente os elementos da matriz ja-
cobiana da transformagao de coordenadas {xi} para {x'i}. Por -
tanto F, & determinada em uma base pela matriz jacobiana de F.

Comparando com {I1.4.6)} temos

%
Fele;) = o2 = s i

0 conjunto de todos os vetores tangentes em todes oS pontos de
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uma variedade M ndo & um espago vetorial pois ele inclui veto-
res localizados em distintos pontos da variedade. Este conjun~

to & uma outra variedade denominada o fibrado tangente a M e

é denotade por TM, Cada espago tangente Tp(M) esta contido em
TM e & denominado uma fibra de TH.

Com a nocao de fibrado tangente a definigao de campo
vetarial em uma variedade torna-se bastante simples. Um campo

vetorial V em M & uma aplicacao

Vi - T(M)

tal que associa a cada ponto p ¢ M um vetor tangente V{p}
£ Tp{M). Um exemplo abvio & dado pelo campo tangente o'(t) 2
uma curva o(t) de M. A combinéc&o linear de dois campos veto-

riais & definida em cada ponto. Isto &,

{aV + bW) = aV(p} + bW(p)

onde a,b ¢ R. Esta expressdo pode ser generalizada para o caso
em que a e b s3o fungbes reais em M. Neste caso {aV+bUW)(p)=
= a{p}V{p)+b(piN(p).

A derivada direcional de uma fungao f:M -~ R, com re-
‘tacio a um campo vetorial V, V[ f ] & definido também de acor-
do com o valor local v(p)[:fjj em cada ponto p € M. Enquanto
V(p}{ f ] & um nimero, V[f) & uma fungao real em M.

Se Ue ¥V $3o dois campos vetoriais entap pode-se as-

sociar um terceiro campo W= [U,V] definido por

WD = [UVIDFD = VDA D - VDueJd. (148

Tu,v]) & denominado o paréntesis de Lie de U,V.
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Consideremos agora o espag¢o dual Tp{M)* de cada espa-
¢o tangente TD{N}. Cohforme sabemos Tp{M)* 2 constitudo pelas
aplicagbes lineares de TP(M} em R. Estes eTementos saoc denomina
dos 1-formas ou formas lineares ou covetores ou ainda vetores
covariantes de M.

Do mesmo modo como definimos o fibrado tangente a M,
podemos tamhém definir o fibrado cotangente ™* que & ¢ conjun-
to de todas as formas lineares definidas em todos os pontos de
M.

Um campo de formas lineares & uma aplicagdo
L
$:M > TH s

tal que em cada ponto p ¢ M associa uma forma Tinesr ¢PaTP(M}*.
Estas formas lineares sd3p aplica¢fes lineares de Tp(M) em R .

Isto e, se up.vp £ Tp(H), a,b, e R

¢p{avp + bwp) = a¢p(vp) + b¢p(wp? .

Se ¥ 2 um campo vetorial em M e & um campo de fFor -
mas, a expressao ¢{V} denota uma funglo real em M tal que se

p M
SV)(P) = B 1Y,) -

A ocasido & oportuna parz se definir algebricamente a
diferencial de uma funcgdo f:M = R, Se f ¢ F, a diferencfal de f

€ uma aplicacdo

*
d:7 - TH .

tal que em cada ponto p de M associa uma forma Tinear dada por

df(vp) = v [F] . {1.4.9)
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Das propriedades da derivada direcional segue-se que df & uma

forma linear e

d(fg) = gdf + fdg . (1.4.10)

Teorema (1.5}

Seja {xi} um sistema de coordenadas locais em Upc: M.
Entao as diferenciais dxi formam uma base de Tp(M)* que & a
base dual da base nratural de TD(M) associada a {xi}.

Seja V um campo vetorial em M. Como cada coordenada
xi e uma fungdo de F , segue-se da definicZo de diferencial

que
dxT(v) = VExij,= Vjej[xij = vjdxi(ej) .

onde colocamos ¥ = Vjej, {ej} sendo a base natural associada
a {xJ}. Por outro lado, vimos que V' = V[x']. Portanto deve -

mos ter
i i
d L) = s
X (eJ) GJ

o que define as formas lineares dx' como sendo elementos da ba
se dual da hase {ei}.
Decorre deste teorema que qualquer forma linear ¢ pe

de ser escrita como combinagdo linear de dx':
i
¢ = ¢’-idx )

onde ¢y = ¢(ei). Em particular, se ¢ = df resulta df=(df)1dxi
onde (df), = (df)(e,;) = ei[fj . Portanto,

df = e ,[f] dx'
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Suponto que f serd uma das funcgoes de transformacdo do sistema
de coordenadas (x1} para {x'i}, isto @ colocado f=x'1(xi...x"L

resulta a transformagio das bases de Tp(H}*

: o
ax' 1 = ei[x'1:]dxj = EET— ax!

X
ou, denotando dxi = e-"i e dx'' = e'"i .
i 3x'i j
e' -—-1—e3 . (1.4.11)
IX

Desta expressao decorre a designagao de vetores covariantes aos

vetores de Tp(M)*.

0 equivalente a aplicagao derivada para o caso de
formas lineares & denominado retrocesso. Seja F:M - N um difeo
morfismo e seja ¢ um campo de formas lineares em M. O retroces

so de ¢ induzido paor F e a ap'l‘icacao
F I N) > T M
: ,
definida par

(F'8),(vp) = o(Fulvy)) (1.4.12)

nde v T.(M). Observamos mo F,v T N) enta

ond p € p( ) e qu: como F, p (3 F(p}( )] o 6

g uma forma linear de TF(p)(N) e ela & trazida no sentido in-
* ¥

verso de ¥, para Tp(M} por mei¢o do retrocesso F . E este sen-

- * -
tido inverso que da o nome de retrocesso a F {Fig. 7){pag.22}

Teorema {[.6)

Seja f:M » R diferenciavel. Entdo
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F

Figura 7

F¥(¢f) = d(F o F) . (1.2.13)

Na definicdo de retrocesso tomemos ¢ = df. Entao

(F*(df)p(vp)=df(F*(vp)) = F*(vp)[f:!z vp[f o F]=4d(f o F)(vpL

Se isto vale para todo v_ ¢ TD(M) obtemas o resultade desejado.

p

Uma classe de objetos mais gerai; que vetaores e for-
mas em uma variedade pode ser definida através de produtos ten
soriais miltiplos entre TD(H) e T;(M).

Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensdao m e
n, respectivamente, com eles podemos formar o produto cartezia
no ¥V x W que & novamente um espago vetorial. O produto tenso-
rial entre V e W, denotado V ®@ W, & um espaco vetorial de di -
mensaoc m n  que associa ao par (v,w)de ¥ x W um vetor denotado

por v ® w, satisfazendo is seguintes condigoes:



-23-

a) u @ (viw) U@V +u@w

by (utv) ®w

n

U W+ YVEW ,
¢) au ® v=u®av , ach

d) se {ei]

m

uma base de V e {fa} uma base de W entao e, ® fa

€ uma base de ¥ ® W.

0s vetores de um produto tensorial sdo denominados tensores. 0
produto tensorial de um espago pode ser repetido r vezes e seus
elementos saoc chamados tensores contravariantes de ordem r, ou
r-¢contravariantes. Se tomarmos V* (dual de V) um produto tensp
rial repetido s vezes de V* produz tensores covariantes de or-
dem s ou s-covariantes.

Como Tp(M] e TP(M)* sao espagos vetoriais, podemas
tomar cs.produtos tensoriais r-contravariante e s-covariante

destes espagos:

r S
ro_ *
T, = @ T (M) ® T (M) (I.4.14)

0s elementos deste espaco produto sao chamados tenscres tangen
tes a M em p. Um campo tensorial em M e uma aplicagdo em M tal
que para cada p £ M, associa um tensor tangente.

Seja {ei} a base natural associada a um sistema de
coordenadas {xi} de M e com bhase dual {ei}. Entao podemos es -

crever um tensor tangente a M em termos destas bases. como

i.uLk
J...
k
... ]
sistema de coordenadas {(x'}.

£

£ 0. 8e, 8 . 9e (1.4.15)

onde §'° "¢ P sao as campenentes naturais do tensor 5 no

Seja F:M + N um difeomorfismo e seja S um campo ten-
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sorial r-contravariante e s-covariante pertencente ao  espago
produto tensorial T (M) Entao existe uma aplicagio derivada
F, para cada fator T (H} e ym retrocesso F, para cada T {M} ,

que induz uma aplﬁcagao tensorial
FaTo (0] » Tp(py (M)
*'piils Fip)'"'s °*

definida por

Fris) = (57K g0 FTRM(ey) @
(1.1.16)

L@ Fue) ® Fiet) @ .. @ F (b

Se F & uma transformagio de coordenadas de M (tomando M = N} e
. *
comparande as expressoes de F.{S) nos dois sistemas de coorde-

nadas obtemos a expressao de transformacdo das componentes do

*
campo tensorial, substituindo F.(e;) = e; e F (ei) . el
1...k -1 3x" ax" ax'j ax'Z M...n

S j I3 o F T v " B 3 = § P

mee ax' ax'" 8x Ix +++9
ou, denotando Si"'k‘j.“JZ o I-"1 = S'i"'k‘i_.“E , resulta:
s.'I...k - 3x'1 ax'k axP . ax9d gMe+-N

Joool gy ax" ax'? ax' L p---q(l.4-17)

Em particular, se $ & um tensor de ordem zero (uma fungao f em
“V (Fig. 8) (pig. 25).

0s campos tensoriais representam uma classe particu-

M} entio Fy{f) = f o F

1ak dos objetos geométricos definidos em uma variedade, que in
_cluem os campos vetoriais, campos de forma e fungoes reals de-

finidas em M [tensores de ordem zero), Tais objetes, conforme
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FatsioF-!

L o
o

Figura 8

vimoes, podem ser caracterizados por sua medalidade de transfor
magdo quando submetidos a uma transformacdo de coordenadas em
M. Num sentido mais amplo, um cbjeto geométrico 2 em M & uma
apliicagao de M em uma outra variedade ou uma estrutura algEbri
‘ta ou mesmo um espago, com a condigZo que sab uma transforma -
¢do de coordenadas em M ele possua uma transformagdo bem defi-
nida. Assim, os tensores, vetores e fungdes, sio objetos geomé
tricos com transformagoes dadas por {I.4.17). Entretanto exis-
tem outras entidades definidas em M que ndc s3o tensores e gue
possuem transformagdes conhecidas & sac também objetos geomé -
tricos.

0 problema de simetria que se apresenta aos objetos
geométricos consiste em estudar a variagdo destas objetos sob
dadas transformagdes de coordenadas ou, na procura de transfor
magoes de coordenadas que manfenham tais objetos invariantes .
Este estudo de simetrias dos objetos geométricos serd feito no
Cap. III, juntamente com o estudo das simetrias das lels ts4-

cas que pormalmente dizem respeito a estes objetos.
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1.5 - Leis Flatoae

Com a estrutura de variedade diferenciavel represen-
tando o meio ambiente fisico, podemos agora escrever equagoes
diferenciais ou algébricas sobre estas variedades descrevendo
matematicamente o comportamento de objetos geométricos os quais
representardo geométricamehte algum processo ou sistema fisico.

Seja Y um objeto geom&trico em M descrevende ¢ pro -
cesso a2 ser estudado e R» k = 1...m outros objetos geométri-
¢os supostamente conhecidos. Ent3o uma equagldo diferencial em
Y & um funcional definido sobre M, envolvendo Y, algumas de

suas derivadas e nk

flyay's ¥ a) g, (1.5.1)

onde g & uma funcdo conhecida em M. Dizemos que sob uma trans
formagdo de coordenadas a equacao acima & covariante quando a
'&ependéncia funcional de f e g nas coordenadas permanece a mes
ma. Isto significa que a equacdo pode ser lida exatamente da
mesma forma nos dois sistemas de coordenadas. Quando isto ocor
re, dizemos que a transformagio de coordenadas & uma simetria
da equagde. Se associarmos 2 cada sistema de coordenadas de M
um “observador” entiao quando hZ simetria podemos dizer que ca-
da observador reconhece e interpreta a equacio da mesma forma,
No caso contraric, isto &, quando a transformagfo n&o mantém a
éﬁuﬁcio covariante, a mesma assume formas diferentes para ca-
da observador, possibititando assim diferentes interpretacgdes
fisicas. Uma equagio que seja covariante sob uma dada transfoi
macio de coordenadas descrévqndo algum processo fisico pode en

_ tdo ser interpretads como uma lei fisica onde por l1ei{ entende
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-se o cardter obrigatdrio de validade para um conjunto, ou "“sp
ciedade" de observadores. Qualquer observador, ou ststema de
coordenadas, para 0 qual a equag2o tenha uma forma diferente da
quela reconhecida pela "socfedade”,deverd ser excluido da mes-
ma .

Percebemos portanto que seria desejavel que ao se
definir uma lei fisica, tivéssemos o miEximo possivel de aobser-
vadores que reconhecessem aguela lei como verdadeira. Isto e ,
¢ maior nimero possivel de sistemas de coordenadas tal que ao
se transformarem uns nos outros, mantenham a equagao covarian-

te. Tal lei seria o que poderTamos chamar de lei fisica uni -

versal. Idealmente uma lei fisica universal deveria ser covari
ante sob o grupo de todas as transformagoes de coordenadas
possiveis em uma variedade. Denomipamos tal grupo por "grupo
de transformacdes de variedade” (GTV). Nas teorias fisicas an-
teriores a relatfvidade geral .n3o existe este conceito de uni-
versaiidade, e elas sao de certo modo seletivas no sentide de
que aquelas teorias adm{tem apenas um conjunto restrito de sis
temas de coordenadas entre os demais existentes na variedade.
Por outro lade, ndo sdo somente as leis fisicas ex -
pressas por equacgoes diferenciais que caracterizam os sistemas
de coordenadas admissTveis. Existem em geral em uma teoria ou-
tras leis impondo condigdes sobre variagao de determinados ob-
jetos geometricos sob transformagao de coordenadas. Estas leis
suplementares, em geral, dizem respeito a condi¢bes de medida
e assim,para fins de organizagdo da idéia de simetria de trans
formagdo de coordenadas, podemos separar estas em simetrias de

equacbes e simetrias de objetos.
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0 conjunto destas simetrias definirdo os sistemas de
coordenadas compativeis com uma dada teoria fTsica.

Para fixarmos ideias consideremos a lei da gravita-
_gao de Newton. Afsumindo que esta lei vale em alguma variedade
M quadrimensional onde a coordenada tempo & do tipe abseluto,

podemos escrever

2.
% - . 2x) (1.5.2)

dt2 ax
onde ¢${x) & o potencial gravitacional, xi as coordenadas espa
ciais da variedade e t a coordenada temporal absoluta. 0 tempo
“absoluto pode ser caracterizado matematicamente como sendc uma

fungio
t:® + R

tal que: {a) t seja definido a2 menos de uma transformagdo 11-
near t' = at+b (isto &, se t & um tempo absoluto t' tambEm @
um tempo absoluto); (b) cada valor t = constante determina uma
subvariedade tridimensional Iy denominada uma se¢ao de simulta
neidade; (c) por cada ponto p € M passa somente uma zt;

Uma vez estabelecida a estrutura de variedade pode -
-se pensar em atribuir 3 mesma uma estrutura geometrica. Isto
significa definir em M conceitos geométricos tais como parale-
lismo. e distancia. Em principio, para se introduzir esta geome
tria contamos apenas com a equagiao (I.5.2).

Denotando por nid a matriz unitaria 3x3, ent3o pode-

mos reescrever a equagdo (I1.5.2) como

2.1

a%x ij 2
£ . a2 4 5.0,2,3
dt ax "
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Comparando esta equacdo com a expressao geral da geodésica em

uma variedade quadrimensional

obtemos a equagdo

ri - - him 3
ik @t dt 3™ *
cuja solugio mais geral &
i _ 9 im 3 at 3t
rjk = r:}k + h ;:iﬁ;;ﬁ s (15.3}

onde r;k e g;k sdo os simbolos de Christoffel da conexdo
afim definida nas segdes de simultaneidade de Et. Diz-se que a
equagao (I.5.2) determing una conexdo afim 7V em L, a menos de
uma conexdc integrivel g. Esta conexdo afim estd intimamente
associada 3 idéia de paralelismo em zt de maneira que um con -
ceito de geometria afim esta definido nestas segbes de simulta
neidade, Sucede que existe tamb&m uma m@trica em cada I, topli
citamente definida pela matriz h1j e, portanto, a geometria
afim de Zt g8 também uma geometria métrica. Estas duas geome -
trias sao totalmente ccppatTveis e de fato pode-se mostrar que
uma decorre da outra(aj.

Agora, (I1.5.2) & uma lei Fisica. Isto significa gque
s0 se admite referenciais em M nos quais a expressdo (I.5.2)
€ valida. Dadas as coordenadas x,t e a funcio ¢ podemos obter
outro conjunto x’, t' e ¢' para os quais (1.5.2) permanece vi

1ida desde que
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(1 el ealey
(2) t' =at + b , (1.5.4)
2.1
» d-a 1
3 $' = ¢ - X,
(3) it

onde A1J & uma matriz ortogonal e ai(t} uma fun¢do n3o nula e
diferenciadve) em t, a,b constanfes e a ¥ 0.

0 grupo de transforma¢ao de coordenadas formado pe -
las equagdes (1) e (2) & chamado o grupo generalizado de Gali-
leu. Por ocutro lado, {3) define uma mudanga do tipo gauge para
o potencial gravitacional. Observamos que estas trés equagdes
definem as simetrias da teorfa gravitacional Newtonlana. Siste
mas de coordenadas que ndo satisfacam {1) e (2} e fungoes ¢
ndo satisfazendo ({3), corresponde a situagdes nao aceitaveis
na legislagdo de Newton no presente contexto.

Em cada L, 2 metrica representada por hij transforma
-se¢ tensorialmente com as transformagbes (1) de (1.5.4). Desta
forma (I.5.4) além de definir a simetria das equagoes de New-
ton define tambem a simetria da métrica de cada Z,. (A sime -
tria de uma métrica & denominada uma isometria.). Portanto, a
simetria da teoria gravitacional Newtoniana estd completamente
definida pelas transformagdes (1.5.4).

De medo semeihante, a teoria especial da relativida-
de possui um grupo de simetrias que & o grupo de Poincare. Es-
te & um grupo de simetrias para as equacoes de Maxwell (consi-
deradas como leis fisicas) e para o objeto geométrico definfdo
pela me&trica de Minkowski. Novamente este grupo de simetria de
fine o conjunto de observadores que estio em comum acerda com

&8s equagoes de Maxwell e com a métrica de Minkowski.
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Finalmente, a teoria geral da relatividade estabele-
ce as equagbes de Einstein que s¥o suficientemente gerais para
serem covariantes com o GTV. As solugdes destas equagbes defi-
nem as geometrias dos espacos-tempo dadas pelas métricas pseu-
do Riemaniana. Neste caso ndo h2 exigéncia de simetria para es
tas metricas e, de modo geral, elas ndo existem. Entretanto em
praticamente todas as solugoes conhecidas, onde se pode consta
tar aspectos fisicos desta teoria, existe uma simetria desta
métrica. Isto ndo significa que somente as solugdes com isome-
trias seja fisicamente aceitiavel, significa talvez, apenas o
fato de que o estagio atual de nossa compreensdp da natureza
temos maior facilidade em compreender as sdlucdes isometricas.
Assim, por exemplo, aspectos relativos a leis de conservagado e
mesmo a construcdo da teoria quantica de campo em relatividade
geral exigem a presenga de fsometrias. Entretanto uma tal exi-
géncia pode apenas refletir o fato de que estamos habituados a
formular estes conceitos simetricamente. Por outro lado, o gru
po de fsometrias em um espago-tempo & a formulagdo mais sim -
ples da 1deéia de movimento. Portanto se queremos descrever mo-
vimentos em relatividade geral, onde 2 nogdo de medida em mé -
trica permanega invariante, entdo a existéncia de isometria &
imperativa. Percebemos, portanto, que a conceituacdo de um gry
po de isometrias de um espago-tempo & importante, e Tlidaremos

com este assunto mais detalhadamente no Cap. III.
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11 - PROPRIEDADES FORMAIS D05 GRUPOS

11.1 - Grupos e Subgrﬁpoa

Um conjunto G de elementos a, b, ¢, ..., dotado
de uma operacao binaria {denote *) envolvendo deois elementos
de G & um grupo, se esta operag¢io & fechada em G e: (a) asso-
ciativa a*{b*c) = (a*b)*c; (b) existe um elemento heutro 1 ,

a*l = T*a = a ; (c) para cada elemento de & existe um inverso

a-]’ a*a-1

= 1. Caso se adicione a condig¢do a*b = b*a, entdo G
diz-se comutativo ou abeliane.

I A ordem g de um Qrupo com um numero finito de elemen
tos & o numero destes elementos. Caso o numero de elementos de
G seja infinito G diz-se um grupo de ordem infinita.

Como exemplos de grupos podemos citar:

(1) 0 conjunto dos numeros inteiros incluindo zero e

com a operagao de adigdo.

(2) 0 conjunto das matrizes reais 3x3 com determinan

te ndo nulo com a operagao produto.

{3} 0 conjunto A = {0,1)} com a seguinte operagao (sg
ma modulo 2):
a+b = resto {9%2} . a,b g A

Por simplicidade, adotaremos daqui per diante a ﬁotagEo multi-
plicativa para a operagac *.

Um subconjunto H= 6 & um subgrupo de G, se com &
mesma operacao de & o5 elementos de H forma um grupo. Se HTG,

H# G entio H & um subgrupo proprio de G. Evidentemente,o ele
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mento neutro de G deve estar contido em um subgrupo H.

0s elementos de um grupo G podem ser escritos em ter
mos de certos parametros. Neste aspecto um grupo G comporta-se
como sendo uma varjedade e os mencionados pardmetros equivalem
as coordenadas da variedade. Assim o grupo A do exemplo (3) aci
ma,pode ser descrito em termos de um parametro © assumindo va-

lorés 0 e 1.

A={0,1}={0eR|®=0 ou 0a1l}.

Neste caso temes um grupe finito de ordem 2 com 1 parametro .
Por outro lado, considere o grupo de rotagGes em torno .de um
eixo fixo de R;. com um angulo de rotagdo @. Neste caso, temos
novamente um grupo de um parametro. Caso o eixo mude de dire-
¢do, teremos 3, outros parametros a considerar. Se a variagio
do angulo © e dos tres parametros do eixo for continua, tere -
mos um grupo continuo de 4 parametros.

A dimensdo de um grupo & o nimero maximo de parame -
tros necessarios para descrever todoslos elementos do grupo.

Dado um grupo G, dois elementos p e ¢ de G sdo ditos
conjugados ou equivalentes quando exfste um terceiro elemento
‘a de G tal que

q = apa'1

Denote q ~ p ({le-se q equivalente ou conjugado a p}. Notamos
imediatamente que a conjugagado define uma relagdo de equivalén
cia no sentido de gque: (a) a conjugagio & réf]exiva (g~ q):
(bj a conjugagio & simStrica g~ p === p ~n q; (c) a conjuga

¢ao € transitiva g~ p, pAvr —p g~ r. A importdncia deste
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fato reside na existéncia de classes de equivalencia em G. 1Is-
to &, podemos separar em G os subconjuntos formados pelos ele-
mentos equivalentes com relagdo a r (a classe de equivaléncia
de G médulo r). E evidente que o elemento r pertence a classe.
0 elemento identidade de G pertence a qualquer classe de ~y.i-

valéncia pois [ = rir’],

Teorema (II.1)

Dado um grupo G, o conjunto

rG = {rx | xe6 , refB, fixol}

& identico ao proprio G.

De fato, se r & um elemento fixo em G, entao a medi-
da que variamos x os valores rx ¢ G descrevem todos os elemen
tos de G. Em particular, para x = r"1, rx = 1. Portanto o con-
junto rG & o praprio 6. Uma demonstragdo mais formal obtém-se
provando que rG D6 e rGc G.

| Se H & um subgrupo de G o conjunto rH onde r & um

elemento fixe de & & denominado um coset esquerdo ou classe la-

teral esquerda de H. Note que agofa H g apenas um subconjunto

de G de modo que rH # H pois agora o elemento r nag necessita
estar em H. Mesmo assim, o cenjunto rH contem r. De fato, H
contém I, lago r = rl e rH, Consequentemente a classe Tlateral
esquerda rH de H nem sempre € um grupo. lste pode scorrer so -
mente quando r ¢ H pois neste caso H sendp um subgrupo. con
1

tém n~ ' e portanto re”t = 1 e rH.
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Teorema (11.2)

Se duas classes laterais esquerdas de um grupo G, aH
e bH tém um elemento em comum elas sio idénticas.

Temos a,b e G, H< G, a e aH, b & bH. Seja = um ele-
mento comum 3s 2 classes laterais. Entdo x = ar, x = bs, r,seH
Logo, ar = bs & & = bs "l obt, t = seT) e K. Loge, aH =
= {am|m ¢ H} = {btm|m,t € H} = {bn|n e H} = bH.

De moto inteiramente an&logo, as classes laterais es
quérdas pode-se definir com propriedades semelhantes ds clas-
ses laterais direitas Ha de um grupo G. Um subgrupo N de G tal

que as classes laterais esquerda e direita sao iguais aN = Na,

2 chamado um subgrupo normal de G. Da condicac aN = Na resulta

1

N=aNa=1{g=a'xalxeRKaehtfixo

Em outras palavras, os elementos de um subgrupo normal de G
sdo equivalentes entre si, o que significa que N define uma clas

se de equivalencia em G.

Raturalmente pode-se definir classes laterais de sub
grupos de G do mesmo modo como definimos classes laterais de
G. Se A e B sao 2 classes laterais esquerdas de um subgrupe
normal N de G,A = aN e B = bN, entac o conjunto de elementos
xy onde x ¢ A e y ¢ B, pertencem a uma terceira classe late-
ral C de G, denotada por C = AB. Resulta que C & wuma classe
lateral de N. De fato, temos que x = ap e ¥ = ba, p,g € N.Lo
go, 0s elementos de C siao da forma Ay = apbq. Entretanto, como
N & um subgrupo normal as classes laterais esquerdas e direi -

tas de N sao idénticas. Isto &, se p,qg € N tem-se gue apa—1=r

e bqp'] =5 r,s ¢ N. Portanto, ap = ra e bgq = sb e Yy =
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= apbg = apsb, Como p,s € N, ps ¢ N e, novamente usando o
fato que N € normal psb = bm, m € N. Logo, xy = abm = ¢cm, ¢ =
= ab, mostrando que xy pertence a uma classe lateral esquerda
da N que @ C = AB = cN.

0 resultado acima permite considerar uma operacao
produto entre as diversas classes laterais de um grupo G defi-
nido do seguinte modo: Se A e B sd3o duas classes laterais
esquerda de um mesmo grupo G, formados com um mesmo subgrgpo
normal N de G, entdc o produto C = AB & uma terceira classe la
teral cN onde ¢ = ab, A = aN e B = bN.

Pode-se facilmente verificar que com esta operagao
produto o conjunto de todas as classes laterais de um subgrupo
normal N de & forma um grupo(B). 0 elemento identidade & a clas
se lateral I = 1.N = N pois se A & outra classe lateral, A =

= aN, entao

Al = AN = {xy = cmlc = a.i, m e N} =

]
=

= {2z = amlm ¢ N}
0 elemento inverso de A = aN @& Pl a']N, pois € = YL

aa™l = 1, me N} = {z

= {xy = cm]¢ mjm ¢ N} = N.
Finalmente, observa-se que o produto das classes la-

terais & associativo: se A = An, B = bN, C = ¢N, entdo {AB)C

= {ab)cN = a(bc)N = A{BC). Este subgrupo formado pele conjunto

das classes laterais de N em 6 & chamado o grupe quociente de

G por aN e @ denotado por G/N. Intuitivamente podemos visuali
zar G/N do seguinte modo: como cada classe lateral formada com
N define uma classe de equivaléncia em G, o conjunto de todas

as cliasses laterais formadas com N, isto &, o grupo quociente
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G/N, tem como elementos estas classes de equivalencia. Como du
as classes laterais distintas n2o podem ter um elemento comum,
entio os elementos de G/N s3o subconjuntos separados (disjun -
tos) em G. Portanto G/N representa a divisdo de G em distintas

classes de equivaléncia de N.

11.2 - Homomorfismo de Grupos

Se G & 6' sio dofs grupos, um homomorfismo de & em
G' & uma transformacdo de G em G' que preserva as lels de com-

posigio.de G e G', isto. &, uma aplicagio
h:6 + ' ,

tal que se x,y e G, xy ¢ 6 e h(xy) = h(x}h(y) € G". Embora
estejamos usando a mesma notagao multiplicativa para os 2 gru-
pos, convém lembrar que na ultima expressao hix)h{y) & calcula
do segundo a lei de composi¢do de G'.

Uma situagdo particular ocorre quando G' = G. Neste

caso h & dito um homomorfismo de G.

0 conjunto de elementos X de G .que sdo Tevados por h

no elemento jdentidade de G' & chamado o niicleo do homomorfis-

mo. Se I' & o elemento identidade de G', entdo x ¢ K se h(x)sI'.

Quando um homoﬁorfismo h:6 + G' admite uma inversa
h"V:6' + 6 entdo temos um isomorfismo entre 6 e 6'. Neste ca-
50 & correspondincia entre elementos de G eG' & 1:1, e o nd -
¢deo de. um i1somorfismo cont@m apenas o elemento i1dentidade 1

de G. Um 1somorfisme ﬂe G em 6§ & chamado um automorfismo de G.
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Lema:

Se h & um homomorfismo de G, entdo

hi{x) = h{y) — x =y

De fato, h(x~')h{x) = h{x"')h{y),

portanto, h(l) = h(x']y) de onde decorre a propriedade.

Teorema (II.3)

0 nicleo de um homomorfismo h:G + 6' & um subgrupo
normal de G.

Mostremos inicialmente que o niicleo de h & um subgru
po de G. Seja K o niiclec de h. £ntdo a identidade de G esti em

1 também esta em

K pots I' = h{I}. Por outro lado, se x € K, x_
K pois h(x)h(x-l} = h({1) = I' mas como h(x) = I' segue-se que
h{x']) =1,

Em seguida mostremos que K @ normal, isto significa

mostrar que ak « Ka, a € G.

Seja z ¢ aK, isto &, z = ax, x ¢ K. Entdo, h{z) =
= h({ax) = h{a)h{x) = h{a). Por outro lado, suponha em t £ Ka ,
fsto &, t = ya, y e K. Entdo h(t) = h{y)h(a) = h{a). Portanto,

n{ta”!) = n(t)h{a 1y = n(a)n(ay ' = 10,

mostrande que ta'1 tamb&m € um elemento de K. Como t dependede

¥y, qué & arbitrario, tome em particular y = x. Ent3o ta ! =x

e resulta que ta”! - a']z. ou seja, za = at,
Note que z e t nido pertence a k. Entretanto o homo -
morfismo preve uma relacgido entre h & t. De h(t) = h(a) e h{z)=

=h{a). resulta h{z) = h{t). Logo, h({z ')h(z) = h(z 1)n(t) ou



-40-

h{z']t) = h(z-]t), isto &, h{(I) = I' = h(z"lt). Portanto
z'lt e K. Denote z_lt =y, use k. Logo, t = zu. Por outro la-
do, t = xa e z = ax. Portanto, xa = axu. Como x,u e K, entdo

xu = v £ K. Logo, xa = av, ou seja, Ka = ak.

Teorema (I11.4)

Seja N um subgrupo normal de G. Entae a  aplicagdo
h:G +~ G/& que assccia a cada elemento de G a classe lateral a
qual pertence & um homomorfismoe de & cujo nucleo & N.

Sejam A e B duas classes laterais de N:A = aN, B=bR.
Entdo se x e A e y € B, hix) = A, h{y) = B. Logo, h{x)h{y)} =
= AB = C. Como A,B s3o elementos do grupo quociente G/N entdo
C também pertence a G/N. Consideremos em seguida o produto xy
e mostremos que se x € A, y £ B, entao xy € C = AB. Podemos

arbs. Como rb

escrever x = ar, y = bs, r,s £ N. Portanto xy
¢ Nb & Nb = bN, segue-se gque rb = br', r' e N. Logo, Ky =
= abr's. Porém r's e N, de onde xy & abN = AB = C. Portanto te
mos que xy € AB e h{xy} = h(x}h(y) € AB, mostrando que h &
um homomorfismo.

Finalmente, para mostrar que N € o nicleo de h, bas-
ta observar que no grupe G/N, N & o elemento identidade. Se
x e N e N = 1N entdo h{x) =N, de modo que h:K = {identidade
de G/N}.

11.3 - Grupcs Continuos

De acorde com o numero de seus elementos um grupe po

de se classificar como grupe finite quando o numero de elemen-
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tos for finito, ou grupo infinito em caso contrario. Por outro

lado, um grupo infinito pode ter sua dimensdo (nimero de parame
tros) finita ou infinita. Alem disto, um grupo infinito pode ser
classificado como sendo discreto quando o numero de seus elemen
tos & infinito mas enumeravel. Quando o numero de elementos &
infinito e variam continuamente, entao teremos um grupo infini-
to continuo.

Qm grupo G & dito um grupo de transformagdes quando

0s elementos de G sdo operadores em um espag¢o vetorial ¥ denomi

nado ¢ espace do grupo. Quando em particular o5 elementos do

grupe sac operadores Tineares no espage V o grupo de transforma
¢do @ simplesmente denominado um grupo linear.

De moda geral, dizer que um grupo G & um grupo de
transforma¢oes corresponde a identificar o espago ¥ onde o gru-
po atua. Assim, por exemplo, ¢ grupo das matrizes reais 3 x 3
com determinante 1 & um grupo linear atuando em R3.

Dado um grupe linear, podemos sempre associar a cada
elemento do grUbo uma matriz em uma base do espago se a £ G e
{ei} € uma base de V, os elementos da matriz de a, a.j sao da-

i
dos por

a(ei) = aijej . (II.3.1)

Desta forma, os elementos do grupo Tinear G sao naturalmente as
sociados a uma representacde matricial.

O0s grupos de simetria dos diversos sistemas ou teori-
as fisicas podem ser finitos, como no caso das simetrias das es
truturas cristalinas que aparecem em.teorias do estado solido ,
ou podem ser grupos infinitos discretos em alguns cases especi-

ais mas de modo particular, consideraremos aqui os grupos infi-



42~

nitos contTnuos de transformagio atuando em um espago vetorial
real, como g2 0 caso das transformaqﬁes de coordenadas em uma
variedade, ou atuando em um espago complexo, como ocorre no ca
so de transformagoes em um espago de Hilbert em macinfca quan-
tica.

Engquanto os grupos finitos possuem propriedades gque
podem caracteriza-ios como sendo tipicamente algébricos,os gry
pos: contTnues possuem propriedades analiticas e geométricas.De
fato, estes grupos podem ser descritos por uma estrutura de va
riedades analoga as descritas na Segdo I.3.

Se G & um grupo cont¥nuo com dimensao finita g, en-
tio os elementos de G sdo descritos como fungdes de seus para-
metros. Seja g o conjunto dos parimetros independentes de &.Pa
ra cada elemento de G assoclamas um certo nimero de parametros
que podem ser escritos como combinagdo linear dos g parametros
independentes ©;... 9g- Assim temos um conjunto de parametros
P que & um espago vetorial do tipo RY, e cujos vetores sao as
enuplas (Oys-e. .y eg). Entio podemos definir uma carta em G,
(X,G), onde X:G ~ P associa a cada elemento r € G O parame-

tros que p descrevem:

Xr) = {8, ...s 9g) (11.3.1)
Comp anteriormente, X & finversivel e
rexey, ...s 8y) {11.3.2)
g
Por simplicidade, denotaremos daqui por diante.x'1(91, ...... s

99) = x~](9)- Dizer que G & contTnuo @ seus elementos  variam

continuamente, significa que podemos sempre escolher um elemen
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to s tao pr5x1mb de r quanto se queira. Dito ainda de outro mp
do, podemos sempre seleciomar uma vizinhanga de um elemento r
de G contendo outro slemento de G. Esta vizinhanga & relaciona-
da por X a uma vizinhanga de P, que ¢ bem definida por meio da
nogdo de distancia ou métrica em P.

Do mesmo modo como em uma variedade, o35 parametros
associados a um determinado e¢lemento de G nao sao lnices. As-

5im, se

-1

rex1(e) e rox¥l(e)

entdc se a composigao
o' =¥ o X {0} (11.3.3)

& diferenciivel, ela representa uma transformagdo de parametros
da mesma forma como {I.3.1) representa uma transformagao de co-
ordenadas.

Assim o grupe 6 dotado de uma celegao de tais cartas
£ uma variedade. Evidentemente, esta estrutura de variedade de-
ve ser compatTvel com a estrutura de grupo. Isto &, se @ ; sao
ps parametros associados ao elemento identidade I de G:I z

}. Entdo, se r = x"1(e), da condigio de grupe

Ve

= X7 (Byyse 50y

segue-se que X“](B)X'I{BO) = X-1(90)X-1(e) = r. Por outro lado,
¢ elemento inverso de r = X"](@) E vt (X'](e)}'1 - x @)
tal gue

xHop @ = x Moy Nen = x ey =1

-1

Finalmente, se r = x"(e). 5 = x"(e') entio rs =% (g){4(g-)=

x"1(e*) = t, portanto
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e* = x(x V()X T(a'})) = ofe,0") (11.3.4)

onde ¢ denota 2 fungao resultante de ©® e 8'. Esta relagdo en -
tre 0s parametros & consequéncia da estrutura de grupo e aqui
exigiremos que a funcdo ¢ seja uma fungado analitica no sentido
de que elas possam ser expandidas em serie de poténcias con -
vergenfe em uma determinada vizinhanga U, em P. Com esta exi-
géncia a variedade G & dita ser uma variedade apalitica e olha
da como grupc G, ele @ ditoc ser um grupo de Lie finito de g pa
rimetros.

Como G € ao mesmo tempo um grupo e uma variedade, po
demos assaciar ao mesmo propriedades tanto algebricas como geo
meétricas. Assim, por exempio, podemos definir em G uma curva
exatamente come descrito na Fig. 4, isto &, como uma aplicagdo
Ia:1'+ G, onde X 0 a deve ser diferencivel. Um grupo de Lie
G.é dito conexo quando dois de seus elementos r.s paodem ser
unidos por uma ou mais c¢urvas de G {Fig. Ba). Por outro lado,

G 2 multiplamente conexo quando existe multiplas curvas ligan-

do dois'elementos de G, porém para estas curvas ndc podem ser

levadas uma outra por deformagdes centinuas (Fig. BL).

G

la) ib)
(2} (b)
Figura 8
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Uma outra propriedade topoldgica & o fechamento do
grupo. Um grupo de Lie & dito fechado quando os parametros 9y
variam em um intervalo a; < B; < by

Quando os elementos do grupo de Lie G sao operadores

em um espago vetorial V,temos um grupo de Lie de transformacas.

SereG e x eV, entdo r{x) = x' ¢ V. Como r = X'1(9), pode

mos expressar também

x' = X H8)(x) = F(8,x) (11.3.5)

onde f deve ser uma fun¢do analTtica dos parametros @.Esta ana
1iticidade decorre da analiticidade de {11.3.4). De fato,a ope
racdo de transformagdo acima deve satisfazer 3s condicoes de
grupo. Isto &, se x' = f{@,r) e x" = g(&',x'), entdio x" =
= g(6',f{o,x)) = f(¢{0,0"},x) = g{0",x) ﬁnde g & anal¥tica em
9", Alem disto, a partir de (II.3.§) devemos ser capazes de ob
ter a transformacdo inversa corréspondente, pelo mendgs local -

mente, ao elemente inverso do grupo:

x = £ 1(x',8) .

Para que esta invzrsa exista & necessario gue f seja uma fun -

gao regular em x. Isto &, que sua matriz jacobiana

afi
J(f) = (377}
J
seja nap singular.
Quando a transformagdo em V indnuzida por G & linear
entao os elementos de G possuem uma represahtagﬁo matricial na
turalmente associada & uma base de ¥. Isto &, tomando a base

{ei} de V, entdo de {I1.3.5)



-46-

e; = f(ej,e) = aijfejej ’

onde os g elementos da matriz aij(e) sdo independentes. A se-

guir lTistamos alguns exemplos de grupos de Lie de transforma -

¢cdo de uso frequente em fisica. Estes grupos sdag apresentados

como se fossem definidos pelos seus elementos de matriz em uma

base arbitraria do espago do grupo. Observe que em alguns ca -

sos 0 grupo & formado por elementos complexos e estes grupos

usualmente aparecem em mecanica quantica.

(a)

(b)

{c)

(d)

GL{n,R) — grupo linear reat. Este & 0 grupo de todas as
matrizes m x n reais nao singulares. Trata-se de um caso
particular do grupo linear n dimensional GL{n), onde se
impde a condigao de que as matrizes sejam reais. Neste ca

s0 temos no parametros.

St(n} — grupo unimodular ou especial. E o grupo de matri
zes complexas n x n com determinante 1. Esta condigio

elimina um parametro entre os n x n parametros comple -

2

x0s, resultande 2n~ - 2 = 2(n2—1) parametros reais.

S$L{n,R) — grupo real unimodular. Trata-se do caso parti
cular do exemplo anterior quando as matrizes sao reais ,

2

resultando a dimensde n°-1.

U{n) — grupo unitario. Este € o grupo de todas as matri-
zes unitarias (isto &, tais que UUT = 1, onde uT=(u*)T -
={conjugado hermitiano de U}. Se Uij sao ‘os elementos da

. A - * o
matriz, a condicao acima e Uijukj = 8¢ Ou seja:

U..U.. =1 e U1jukj = @ i#k .



(e)

(f)

(9)
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A primeira expressdo tem n equacdes reais e a segunda tem
n{n-1)/2 equacgbes complexas. Portanto, a dimensio de U(n)

e 2n% - n{n-1) - n = nZ.

S5{n) -~ grupo unitdric especial. Este grupa € o caso par-
ticular do anterior com a condigdo de que as matrizes te-
nham determinante 1. Isto implica na equacdo complexa
det u = 1, que elimina um parametro independénte e por -

2

tanto a dimensaoc de SU{n) & n®-1.

0(n) — grupo ortogonal. E o grupo formade pelas matrizes
reais ortogonais. A condicdo de ortogonalidade GGT = 1
nos da n{n+1}/2 equacgdes reais. Portante 0{n} tem dimen -
sao nz-n(n+l}/2 = n{n-1)/2. Observe que a notagao mais
correta para este grupe seria O(n,R}. Entretanto a situa-
cao complexa 0(n,C) & igual ao grupo U{n}, pois no caso

complexo a unitariedade corresponde a ortogonalidade.

$0(n} — grupo ortogonal especial. Trata-se do caso especi
al de O0(n) quando det 0 = 1. A sua dimensao & n(n-1)/2.
Este & o grupo de rotagbes em um espago vetorial n-dimen-

sional.

Da definigao de isomorfismo entre grupos, resulta que

dois grupos de Lie sdo isomorfos gquando possuem O mesino nimero

de parametros independentes e a expressap de relacao entre ¢S

parametros (II.3.4) @ a mesma para os dois grupos. Assim, por

exemplo, se G & o grupo SO(2) e G' & o grupo de transformagoes

em R definido por
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Entio, tanto 6 como G’ t&@m o mesmo numero de parametros inde -
pendentes que & 3. Além disto os elementos G e G' podem ser rg
presentados por matrizes reais 2 x 2 com determinante 1. Por-

tanto, G &€ isomorfo a G'.

11.4 - Aigebra de Lie de um Grupo de Lie

Considere que temos uma transformagao em um espago

vetorial V gerada por um grupo de Lie. Explicitamente

S MU LR flidie) o (e

Se x''+dx'' sdo as coordenadas de um ponto nas proximidades do

i

ponto de coordenada x' , entdo partindo da hipotese de conti -

nuidade dos parametros podemos supor que existem valores dos

parametros 691 v 699 suficientemente pequenos tais que

x b e ant a fT i, L X, ey x sey, Ll By + 80y)

9

1

Como f' & fungdo analitica dos parametros podemos expandir 0

lado direito da equacdo acima em uma série de Taylor em torno

de aeu = 0, obtendo

66 ... = T a, (x)88 ... . (1[.4.2)}
g=o Y iv v

i
dx'1 -l af !;.G+GG!
v é
i
onde aiv - af {x,6+688)

v §G=0
queno, podemos desprezar os restantes termos da serie,

. Caso seu seja suficientemente pe-

Considere agora uma fungio diferenciavel h:¥ -+ R.Que

remos saber como h varia sob a transformagdo infinitesimal aci
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ma. Como h & cont¥nua, & razodvel supor que a variacdo de h se

r3 um infinitesimal dh dado por

ah | ah i
dh= ¢ dx = I —T 2 (x)80 =
axl axi u u
i 3 _
z éeu(z a u ;:T}h = I 5euxuh . (I1.4.3)
onde denctamos
| 3
xu = 3a U(X);{' (11.4.4]

que € um operador diferencial linear atuando no espago F das
fungoes diferenciais em V. Estes operadores sag denominadoes os
operadores infinitesimais do grupo de lie.

Naturaimente a variagdo dh produz uma nova fungdo h’

h' = h +dh = {1 + L &0 X }h
: uu

i

Em particular, se h 8 a propria coordenada x  obtemos a trans-

formacio infinitesimal das coordenadas de um ponto do espago:

o1 i i i

- LI L
X = x +dx = (1 + % Gepxu)x = X + L ﬁeua v (I1.4.6)

A cambinacdo linear de dois operadores infinitesi -
mais xu'Yu & novamente um operador infinitesimal definido por
(axu * bYu}f = axuf + bYuf. a,b e R. Com esta definigdo o
conjunto de operadores infinitesimais atuando em um espaco
vetorial & um espago vetorial. Alem disto, decorre de (I1.4.3)
que qualguer outro operador infinitesimal L em V 8 uma combina

¢do linear dos operadores )(]'|

L = 11.4.5
L ztseuxu . (. )
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Finalmente, os aperadores xu saoc linearmente indepen
dentes. De fato, se Cu e R, entio E Cu-xu =0 implica em
T cuxu(x‘) = 0, ou seja, I Cua y = 0 mas det a1u # 0, de mo-
do que cu = 0, Portanto os operadores infinitesimais formam uma
base do espago vetorial dos operadores infinitesimais.

D comutador entre 2 operadores infinitesimais xu e

X, e definito por

Etx]-xx - XX,

S e L e
“ axt Ve v ad Ty
] i : _
T . 24
= 1 | M a3
AR e e

Teorema (II.5)

0 comutador entre dois operadores fnfinltesimais de
um grupo de Lie & uma combinagdo 1inear dos operadores infini-
tesimais Xu.

Consideremos duas transformagSes de coordenadas con-
secutivas em ¥V, Uma de x para x' com parametros eu' dada por
{I1.4.1) e a outra infinitesimal de x' para x'+dx' com parame-
tros aeu dada por (I1.4.6). Entdo decorre da propriedade
(11.3.5) que & relagéo entre os parametros das duas transforma

goes:

9u+d9u'¢u(e1’ P Bg Y 69]. .y 509)

deve ser analftica. Portanto expandindo o lado direito em sé& -

rie de Tay1or convergente em torno de ﬁeu =0, seque-se que
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as_ (9, 66) |
eu+deu.¢Jep.n.% , 0, “..0)+z—4§qr—h&:%au“
=8+ x, (080, + ... : {11.4.8)
onde denotamos
39 ( 8, 59)
Xyl ©) -—Jiggg-—— (11.4.9)
V. lge=o

e usamos o fato de que ¢u{e.0) = eu pois parqwﬁen =0 obte -
mos & ldentidade 8, = ¢u(e1....,ez R T O). Admitindo
que o5 valores Geu sao suficientemente pequenoS de modo que
seus produtos sejam despreziveis em presenga de ﬁgu. podemos

desprezar os demais elementos da série. Portanto identificamos

dsu = xuv(e)sev

Das propriedades de grupo segue-se que podemos inverter  esta
equagao. Se iuv(e} denota os elementos da matriz inversa de

xu“(B). escrevemos

Geu = xuv(e,dev .

‘Portanto em (I11.4.2),

i L
dx L& "xuv(e)dev s
de onde tiramos
TN () (11.4.10)
- 30, p Xpot®d - e

Esta equagdo descreve o mov{mento dé um poﬁto em V a partir

de sua posicib inicial x correspondente a eu = 0. As fungbes
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coordenadas xife) sendo diferenciiveis em 8, - satisfazem

o%xi/ae 28, = 2%x /30,30, isto &

i . i
2a' X 33 vaA

—p v
361 eu
Oy seja
. ail Y. sal 28’
a‘\,(w:-ﬂ-ﬁﬁl)wwﬁl—‘“ivxg%—“-o

Notando que aiv(e} = a1u(xj(é)) temos novamente usando (I11.4.9)

oy
-]
s
[-1]
[T
-
=N
(1]
B
-

o
fo
-

1
ar
54

s
@
b

I
-+
x‘4

-1

h=]

-t

=
b

Portanto, substituindo na expressio acima obtemos

v
3610{6) af
F1:] v
u

=0 . (11.4.13)

Agora as fungGes ai“(x) sdg definidas por (I11.4.2) & como a ma
triz formada por estes elementos € inversTvel tendo posto g ,

resulta finalmente que

v
acY (o)

-__feu_.-=0 N

mestrando que c:q(e} sao constantes em ©, que passamos a deng
tar por Cra. Estas constantes sio denominadas as constantes de
estrutyra do grupo de Lie.

Considerando (11.4.12), {11.4.4) e a definicio da cg
mutador (1.4.7}, resulta
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= ghgd 3
[%u,xé] Gty 5 ok (11.4.14)
o Qque demonstra © tegréema.

De (11.4.12) deduz-se tamb&m que

c;v = - céu , (11.4.15)

Além disto, os comutadores definidos por (11.4.7) satisfazem

3 identidade de Jacobi

J__];x,;.xpj.x;! + E:xu,xaj,xu:l + ijuxv:],x,\:l =0 ,

gue em virtude de (11.4.14} pode ser sscrita comp

cfucgv + ngcgﬁ + cg\,cgA =q . (11.4.16)

Conforme vimos, o conjunto dos operadores infinitesimais 8 um
espago vetorial. Com a definigao do comutador entre 2 operado-
res infinitesimaig, pode-se definir uma operagae produto neste
espago que & fechada em virtude de (II.4.14}. Com este produ-
to o espago dos operadores infinitesimais passa a ter uma es -

trutura de algebra, denominada a 3lgebra de Lie do grupn de

Lie,

A importancia desta 3algebra estd contida nos resulta
dos obtidos por Lie que estabeleceu a inversio do tecrema aci-
ma, Isto &, dado um conjunto de constantes Cﬁu satisfazendo

{I1.4.18) e (11.4.16) ent3ao pode-se achar as fungbes Yuu e

a;, satisfazendo as equagoes diferenciais (I11.4.12). Uma vez

obtidas estas fungdes podemos incorpori-las na equagao (I1.4.10:

' | o a1k x T {0} = 11.4.17)
I ARG L (R (11.4.
H

v vy
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e por integracao, obter o grupo de transformacdoc de Lie. Assim,
grande parte das propriedades dos grupos de tie podem ser estu
dadas atraves da algebra de Lie do grupo{6’7).

Considere em seguida uma reparametrizagao na varieds
de do grupo de parametrizagdo carteziana para uma parametriza-
gdo polar.

Como ja dissemos, o conjunto dos parametros de um
grupo de Lie & composto por enuplas, ordenadas (@1,...,99] que
gera um espaco vetorial do tipo RY9. Podemos expressar cada um

destes parametros em termos do produto de dois parametros s,

e t:
. = 5.t , {11.4.18)

de modo que cada "vetor" CIPRIE do espaco de parametros

9
define uma reta neste espaco passado pelaz origem e dada pela
equagdo acima com diregdo s; € parametro t. Neste caso, cada
transformagio do grupo corresponde a um ponto em cada uma des-
tas retas. A transformagao identidade corresponde a origem, ou
seja, ao valor t = 0 no espago das parametros, o que em

(11.4.1)
b s flx,0) .

&Ry R9

s

Figura 9
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Como estamos lidando com um grupo de transformagoes,
3 cada elemento do grupo associade e].....eg. corresponde  ym
operador S(e].....eg) atuande no espago do grupo. Estes opera
dores sdoc func¢des dos parametros do grupo e na reparametriza -
cao polar 5(9],...,991 = S(s1t1.....sgt). temos gque para cada

conjunto de valores fixos de s;,...,5., isto.&, para cada uma

g
das retas (I1I.4.18} o operador S dependera de t e podemos denp
ta-lo por S(t). Nesta sftuagdo, a transformagio de coordenada

x*(O) para xi(t) pode ser simbolicamente representada por

ety = s(oxtqoy

de onde, usando (II.4.17) e (I1.4.18)

i i de i
d
L2 e al s et
u u
ou
ds{t -
as(t) . 5, X, (5,0 £)X,S(8)
Tomando este valor em t = 0, lembrando que S{0) = 1 e
i;utﬂ} = 8,

!%égl' T

t=0

Agora, como as fungdes 1 em {11.4.1) sdo analiticas
em ©, seque-se que os operadores S{t) devem também ser analfti
cos em t. Portanto a expansio em série de Taylor de S(t) emtor

no de t = 0 & convergente:
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ds
S(t) = (0} + t U
(t} (0} + t 5% o
ov

S(E) e 1+ ts X & ... . (11.4.19)

Aplicando este operador em xi(O) resulta em

xTey = xt(oy 4 tsuxux’(o) £ (11.4.20)

Desta expressdo pode-se concluir que qualguer valor de x1(t}
pode ser obtide a partir do valor inicial x1{0) bastando para
1sto considerar 0% sucessivos termos nd série de Taylor.

Seria desejivel obter a transformacdio correspondente
2¢ comutador [xu,xv:] de dois operadores infinitesimats. Consi
deremos um segundo operador T{t} correspondente & transforma -
¢80 com paradmeiros B'u = s'ut. Do mesmo modo, por expansao  em

série de Taylor gbteitos
T{t) = 1 + tsL xp toaaas
que aplicade a x1(0) nos da
Trey « xP oy » esox g0y + ..,
U :

Caleculando a expansio de Taylor ate ordem 2 de

'1(t)T'1(t}5(t}T(t} obtemos, usando as expressfes acima:
sTH T s (a)Tey & 1+ ¢ 5 8 [ﬁ x:] {11.8.21)
Aplicando em'x'(O} resylta na transformacgio procurads

Tiey = x10) + ¢2 5,5 [?va stoy + e i22)
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Esta expressio permite-nos combinar os tmoremas de 31gebra de
Lie com as propriedades de continuidade (analiticidade dg gru-
po de Lie, expressas pelas transformagdes 1nf{nitesimais).neci
procamente, podemos usar esta relagdo pAra expressar proprieda
des analiticas do grupo em termos de 3)gebra de Lie. Asstm por
exemplo, considerando um grupo de Lie abelianc, o5 operadores
da 3algebra de Lie deste grupo satisfazem ST = TS o que implica
VST 2 s7ITVT 2 0 . 1L pela relagio (11.4.21]  isto

Eu'xv =0 ’

ou seja, par (II[.4, 14} civ = 0. Neste caso temos uma algebra

que 5”11

tmpiica em

de Lie onde o produto de dois de seus elementos & Sempre zero.

_ A teoria dos subgrupos de Lie pode também ser trady
tida em termos das vespectivas subdlgebra, Assimse W & um
subgrupo de G ¢om h operadores infinitesimais, os g-h operado-
res - de & restantes est¥o no subgrupo complementar 6-%. Como K
& un subgrupo o comutader entre dois operadares infinitesimais

de H estard em H:

EXJ I.NA * 1"...",

X
cuv = 0 ' Aw hl .., 9

Um subgrupo normal de um grupe de Lie & & denominado um sub =

Qrupo ipvariante de &. Paraz um subgrups invariante N temos

rN =~ Ns, r.s € 6 o que implica que se p,g e N, * ¢ G.p-]r-]pr;

£ N. Em termos de operadores {sto'corresponde a dizer que ";

il

P{t) & um operador do subgrupe N e R{t) um operador de G, en-|



58~

tio PR

ca que o comutador Exn.x“j deve ser um operador infinitesf -

PR & um operador de N. Mas por (I1.4.21) isto impli

mal de N. Novamente de (I1.4.14) resulta que

A
Cuv a , A= h+l1 .. 9.

tUn grupo de Lie g dito simples quando nao possue subgrupos in-
variantes proprios. Neste caso a equagiao acima n2o pode ter so
lugdo.

Finalmente, um grupo de Lie 6 & dito semisimples quan

do nao possue subgrupos invariantes abelianos. Isto &, G €

semisimples se
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I11 - ISOMETRIAS

I11.1 ~ Darivada Covariante em M

Na descricio do mefo ambiente fisico por meio de uma
variedade diferenciavel, admitimos que esta variedade sefa. um
espago-tempo de uma determinada teoria fisica fundamental que
contém um conjunto de leis fisicas com propriedades de simetria
bem definidas. Procuraremos agora caracterizar em propriedade
de simetria de objetos geom@tricos no espago-tempo e em parti-
cular analisar as simetrias do tensor métrico.

A caracterizagio Has simetrias de um objeto geométri-
co pode ser descrita,a grosso modo, como sendo o resultado da
analise da variagdo local deste objeto sob uma dada transforma-
dio de coordenada na variedade. Nesta secdo assumiremos que oS
objetos em estudo sio tensoriais..podendo inclusive ser fun -

¢Ges (escalares) considerada como tensoires de ordem zero.

Seja M o espago-tempo em questac e f:M + R uma fun-
¢80 diferencfive) em M. Para avaliar localmente a variagio de f
em uma diregdo v de TP(M) » basta calcular sua derivada direcig
nal dada por (I.4.1}. Por outro lado, a variagio local de um
campo vetorial W em uma diregdo v em um ponto p @& dada pela

derivada covarfante de W com relagio a V em p:

v, ¥(p) -fTu{u) (111.1.1)
lt=t,

onde a(t) & a curva tal que a'(to) =V & a(t,) = p. 0 resulta

do & um vetor de TP(H}. Admitindo que fsto vale para todos of%
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pentos de uma regidoc, o resultado & um campo vetorial
v W= d Wia)
o' dt

Desta definigdo decorrem as seguintes propriedades (que o Tei

tor pode verificar faciimente):

{a} linearidade em H:vv(aw+bﬂ') = avvu+bvvu'

(b) Vinearidade em Vi . ... (W) = aV W+bvy, ¥

(;) se f: M+ R:9,f = V] e T,(fW) =V [ wefwyu

Sefa {ei} uma base de campo em M. Isto £, um conjunto de 4 cam
pos vetorijais em M tais que em cada ponto p, {e1(p)} € uma ba-
se de Tp(M), Entdo ppdemos calcular a derivada covariante de
e, com relagio a t=.-‘1 obtendo um outro campo vetorial que se

escreve como combinagido linear de e , isto e,
v e, =TKe (111.1.2)
eij 1Jk - L3 ]

0s coeficientes r?d sio denominados os sTmbolos de  Christof
fel da conexdo afim V de M na base {ei}. Pode-se verificar que
r?i nio sdo quantidades tensoriais em M,

Em termos de componentes podemos expressar a deriva-
da covarfante de um campo vetorial em fungao dos simbolos de
Christoffel. Escrevendo W = W'e, e V = vle, obtemos:

i i i
VyW = Dy(Wie,) = V[W Je, + Woye, =

1 i i
. \'alj; T+ Wloygg ey = ¥ Dv ey + W \.*Jveje1
ko yd 1ydpk
- (— vl 4 wlyir : L1,
= v ey (111.1.3)
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Em particular, tomando ¥ = ¢ , isto 2, vo. si. temos

k
N ik k
v W= [— + WT, ) =W e .
en axm im im ok
onde denotamos
k
k a 1.k
W i " o + rim (111.1.4)

De modo an3dlogo, pode-se calcular a derivada covarfante de um

tensor T = Tijei ® ej, obtendo

v, T vI:T”:[ & @ e+ ™y (e, @ e;) =

VE‘”] ey ® e‘j +T1jvk(veke1 ® o te, @ vekej)

otk _mj ki imyk 3
(-a-xT-v + T ‘l'['km+T Vl‘km}ei OEJ

Em particular, se V = e, © denotando

a7 §
n

AR S N AN AL I (111.1.5)
ax

H 1
obtemos

o T+ T1j:me1 x e
Derivadas covariantes de 1-formas {vetores covarfantes) e de
tensores mistos sdo obtidos de modo andlogo, respeitando as Pe
sigées dos respectivos Tndices.

0 interesse que temos nestas derivadas reside no fa-
to de que elas medem a varfacdo de um objeto geométrico tenso-

rial e & precisamente esta varfagdo que queremos estudar.
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111.2 - Grupoe de Difsomorfieme a 1 Parametro

Recapitulando, no CapTtulo I falamos sobre os obje -
tos e equacdes que'sdo submetidos as simetrias. Falamos também
sobre a variedade onde estes objetos devem ser definidos. Em
seguida, no Capitulo II falamos sobre grupos de modo geral e
de grupos contYnuos de transformacio atuando em um certo espa-
go vetorial, Para formalizar a idefa de simetria, procuramos
unir os resultados de I e Il, caracterizande grupos continuos
de transformacido sobre uma vafiedade. Seja {k*} um sistema dé
coordenadas em M e G um grupo de Lie de transformagio atuando
no espago de coordenadas de M, prﬁmovendo transformagoes do ti

po (1.3.5):

o3 LIPS Y |

' o= F(x X7y 0. eg) .

Como as fungdes t} sio analfticas em 0, a expansio em série
de Taylor em torno de © = 0 & convergente e até o termo de
primeiro grauv sybstituindo 0u = sut de acordo com (II.4.18 )
e (1I.4.20), obtemos

ey = xV(o) + ts X x'(0) . (111.2.1)
Conforme dfssemos anteriormente, os niimeros ordenados So defi-
nem a direcio de uma reta em R" passando pela origem. Para ca-
da reta temos uma transformacdo de 6 cujo valor final depende
do valor do parametro t. Assim, para um determinado valor L
xi(to) sdo as coordenadas de um ponto de variedade e x'i(to)
s30 as coordenadas de um ponto nas vizinhangas do primeiro.Nes

te ponto podemos definir um vetor tangente em Tp(H) cujas com~



-63-

ponentes na base natural associada ao sistema de coordenada

x*(0) sdo (t, = 0):
: i
CE(x,0) = $ X X (o)

Tomando x''(t) suficientemente préximo de x'{0) o vetor acima teri
module infinitesimal. Referimo-nos 2 este vetor como sendo o
descritor da transformagdoc infinitesimal de coordenadas

{III.2.1) que pode ser escrita como
ey = xo) + ety (111.2.1)

Para cada conjunto de valores fixos dos parametros sp a trans-~
formacdo infinitesimal acima dependera apenas dos valores atri
buido; a t. Portanto, fixando Sy obtemos uma transformagao in-
finitesimal das coordenadas dos pontos de variedade, dependen-
do de apenas 1 parametro. Se p(0) & o ponto de coordenadas
xi(D) e p(t) & o ponto de coordenadas xi{t), entdo notamos
que a transformacdo acima induz uma aplicacgdo diferenciavel

ht:H + M

tal que h (p{0}) = p(t). Entac para t = 0 obtemos a transforma
¢do identidade h_(p{0)) = p(0). Por outro lado, se p(t) =
= h(P(0)) e p(t') = ht.(p(t)),.entio definimos a composta
hee © hy por

P(E') = hyu 0 M (p(0)) = hyu, (P(O))

Finalmente, para cada h,(p} existe uma inversa {ht}'] = h_,
;tal que '
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p(0} = (ht)—1(D(t)) = h_, o h (p(0)) = h (p{0})) .

Note também gue com a definigdo de composigdo acima, temos que

a associatividade & satisfeita:

ht°(ht' 0 htu) = hto(ht'+t") = h(t+t')+t" ={h o ht.) 0 hyw

Alem disto, a composigdo @ também comutativa: hy o hyy =ty 4=
tyoo hy. Portanto o conjunto de aplicagoes ht define um grupo
abeliano, continuo, de transformagoes de 1 parimetro na varie-

dade. Este grupo & denominado o grupo de difeomorfismos de 1
1

parametro na variedade induzido por cada descritor £ e @ deng
tado por G].
Para cada ponto p o grupo G1 assocfa uma curva em M

definida por

a(t) = h,(p)
Esta curva & denominada a grbita de p gerada por Gy - Se xi
s5ao0 as coordenadas de p ent3ao as coordenadas de um ponto p' da

orbita oft) sde dadas por

x'i(t) = :n::i + téi(x)

Desta expressao concluimos que o vetor tangente a orbita @ o
proprio descritor

. Vi
£ = S (111.2.2)

Teorema (II1.2)

Cada ponto de M estad contido em apenas uma or -
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bita de G,.
Sejam p e q dois pontos distintos de M tais que a or
bita de p nao contenha q e vice-versa, Admitamos gque as duas

orbitas contém um ponto comum r

Figura 10

entdo existem nimeros ty e t, tais que

ro=afty) = ht](p} » ro=B{ty} = htth) -

Togo, ht1{p) = htz(q). Comg ht € um difeomorfismo, existe a in
versa (ht)-]. loge, p = htz-t1(q) = hts(q), o que mostra a exis
tencia de um valor do parametro t tal que p = B(ty). Mas p
nac pode pertencer a orbita de q. Portanto, nic & possivel a
existéncia dos valores t, e t,, tafs que r pertenca as  duas
orbitas simultaneamente. Portanto, as arbitas de G] nunca se
encontram.

0 conjunto de todas as drbitas de G; em M & denomina
do a trajetdria de ;. Trata-se pois de uma congruéncia de cur
vas em M (Fig. 11, pag. 66).

Seja f uma funcao definida em M. 0O vgtor tangente 2

orbita a(t) do ponto p = a(to) e tal que
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Figura 1N

€ (p) ¥ = gt (Fe(0))] = g Flatt))] = o' (tg) [¥]

’ ° (111.3.3)
Portanto, dado G, e sempre possTvel determinar o campe tangen-
te as orbitas. Entretanto o inverso nio @ sempre uma verda -
de(s). Isto &, dado um campo vetorial Ei niao podemos garantir
a existéncia de um G, associado a Ei. Isto dependerd da exis -
téncia das curvas integrais do campo 51. Entretanto, se nos
l1imitarmos a valores pequenos de t entdo as orbitas de um gru-
po G1 podem ser consideradas como sendo curvas integrais dos
campos E1 nas vizinhangas de um ponto. 0 resultado € uma traje
toria que & apenas localmente definida e portanto pertence a
um grupo G; local definido do seguinte modo: seja p c M e
Up uma vizinhanca de p. Seja £ > 0 e considere a familia
de aplicages h,: M +» M tais que: (a) 't < e; (b) hy @ um di
feomorfismo de Uy sobre ht(Up}; (c) a aplicagdo h, & diferenci
avel em t para t e (-e,e) e (d) se [t], Is], Jtee} < ¢ e

G e Uy, entio hy 0 h(q) = hy,  (q).

m

Pode-se mostrar que um campo vetorial 51 em M
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sempre localmente integravel. Deste modo podemos reduzir o pro
blema de determinacao de simetrias locais de objetos em M ao

problema de determinagdo dos campos vetoriais descritares 51.

111.3 - Perivadas de Lie

Seja Q um objeto geométrico tensorial em M. Queremas
determinar o descritor de uma transformagdo infinitesimal em
M tal que seja uma simetria leocal de Q. 0 resultado se apresen
tara como uma equacdo diferencial definida em M envolvendo 0
descritor Ei e o objeto fi. Conforme vimos na Segao [I.1, ]
problema & intimamente associado a ideia de derivada covarian-
te do objeto 2 em alguma diregdo Ei a ser determinada e que
serd o vetor tangente a orbita de um G, local. Impondo-se a
condigao de que 9 nao varia, obteremos a equacdao de simetria
tocal procurada.

Como as curvas as quais Ei s3o tangentes s3o supos-
tamente orbitas de um &, Tocal a variagio & ligeiramente dife-
rente daguela dada pela derivada covariante.

Deftnimos a derivada de Lie de um objeto & de M

com respefto a um campo vetorfal Ei. no ponto p = a(to), onde

a{t) = h (p} por

_ _ d
£ .0 = - g (hea(2)) . (111.3.4)
0
onde hy e a aplicacdo derivada de hy.

Resulta desta definig¢io que o carater tensorial de @
. Mdo & alterado pela derivada.

A fim de melhor entender o significado da derivada
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de Lie, suponhamos que Q & um campo vetorial V. Entido,

£V o= - (V) (111.3.5)

Temos que ht,(V) 2 novamente um campo vetorial em M. Suponha-
mos que V @ o campo tangente 3 alguma curva y(s) de M, passan-
do por P = y(so} com V(p) = Y'(So)- Seja ht](Y(S)} 8 imagem
desta curva transportada por h, para t = t,. Seja q-htT(y(so)}

a intersegao de ht (v(s}) com grbita de p:aft) = ht(p).
1

Figura 12

Como V & um campo vetorial arbitraric em M, seu valor V(q) em
q de modo geral ndo coincide com htfv' A derivada de Lie mede
a- variagdo de V ao longo de aft), isto &, a diferenga ¥{g) -

ht*(V)_quando t + 0, isto &, nas proximidades de p.

Teorema (II11.3)

Se f & uma fungao real em M a derivada de Lie com
relacgdo a um campo vetorial £1 € igual a derivada direcional

de f na diregao de [ ,



-59-

Usando a definigdo:

B, = - (healf))] = - & (fonl(p)
"o

- g (Flh_ (o) = - & fla(-t,)) .

Seja a(t) = ht(p) a8 grbita do ponto p a(to}. Entao h;]{p} =

= h_¢(P) = a(-t) e a’(-t ) = -E(p). Portanto,

Bef = - 5% flalt) . T ) D= ey [F] . (111.3.6)
0

Em particular, tomando f = x1 resulta

1 N -
£Ex1 . 551] = Bx_ gl oo (I111.3.7)
ax

Teorema (II1.4)

Se ¥ & campo vetorial em M

IEV = [E,V] .
Tomando uma fungao real diferenciivel f em M entio V [f] e
uma outra fungao em M, Portanto,

EVIFDY = - f vy . - & (heat) :% o n;' 1)

i

m

[ )

d - d -
= - (Hf (ht,V}} fo htt] - {"t*"]iﬁf fo ht
Por outro lado,

d
- 9t ht,v = rgv {em to] "
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(heet) [ (7 0 mh] = (huw)[6 0 7] = hpv L6y

onde denotamos G o h;]- i% (f o h;]), isto &, 33[3%($ o h;]{]o

h Portanto,

£

(hea¥) Eldf (f o h;‘)] - ht,{vE% (fohy')o ht])

Porém o campo vetorial V em M & tal que V[ﬁ 0 hé] = v [H] pa-

ra uma certa funcdo H em M. Logo, tomando H = i% fo h;]; re -

sulta

hew(V Eidf fo h;]] o hy) = hyuV [Hd? (f o h;l)]

. vB-’t— (Fony')o h;'j - VE;’T fo h;fj[ - vEsEf:l'
Portanto,
£ (VIF]) = (£0)f o h;‘] + vE'if:l

Usando o teorema anterior, £E{'.' [f1) = EE' [f‘:]:[ e £Ef =
= £ [f] . Logo,

o o] - o] Eea] G o

£ - Esv:[ (111.3.8)

Note que a derivada de Lie calcula a variagao de  uma fungdo

ou

f (no caso acima f o h;1] no ponto p. Entao como f era anteri-

ormente definida em p , tudo se passa como se a funcao f fos-
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se calculada em um ponto de orbita ht(p), diferente de p e es-
te valor fosse posteriormente trazido de volta para p, por meig
de h;1, para entao calcularmos a derivada com relacdao a t.

Do primeiro tecrema acima podemos concluir agora
que uma transformagdo infinitesimal de coordemadas do tipo
(111.2.1) & ﬁma simetria local de uma fungdo escalar f:M + R
quando esta funcao nao varia ao longo da Grbita do grupe §

1
local associado. Isto &, gquando

g f=E[f] =0

Portanto, podemos determinar os campos vetoriais descritores

resolvendo a equagao acima em g. Isto &,

.
Bx1

i

£ =0 |,

Por outro lado pelo segundo teorema, a transformagdaoc infinite-

simal serd uma simetria do campo vetorial Y quando

gegv = [Ev]- o

De modo geral se 2 & um tensor entdo uma transformagdo tnfini-
tesimal sera uma simetria local de p quando o nao varia ao lon
go da 6rbita do grupo G, associado:

fo=20
£

Ainda que a definic¢do de derivada de Lie tenha sido feita para
objetos geom&tricos tensoriais, ela se estende a outros obje -
tos geometricos desde que a diferenga f(p) - hya(Q) resuita em

um tensor.



-72-

Em seguida estudaremos alguns casos importantes de si

metrias de objetos geométricos.

111.4 - Isometriae

Admitindo que a variedade M & um espago-tempo, eta @
dotada de uma estrutura geométrica definida por uma afinidade
ou uma métrica. Enfim, por um dispositivo que permita aos obser
vadores deste espaco-tempo realizar medidas de paralelismo ou
de distincia. Em geral, dada uma forma de geometria, e possivel
deduzir a outra. A nogdo de métrica € possivelmente mais intui-
tiva que a afinidade e este fato pode explicar porque Newton -—
Minkowski e Einstein assumiram este conceito como fundamental.
Nas teorias de espage tempo absoluto, ésta métrica & Euclideana
e definida nas secdes de simultaneidade descritas na segac
1.5. Além disto, conforme pode-se verificar se PL L ai g
uma transformacdo infinitesimal de coordenadas nestas secoes de

simultaneidade e pertencentes ao grupo de Galileu, entio

(£.9) =0 ,
13
Ly

mostrando que a métrica, na teoria Newtoniana € uma nocao de me
dida "invariante", no sentido de que ela € a mesma em todos oS
pontos de L. _
Analogamente, na teoria especial da relatividade a me
trica também assume um carater invariante. Na realidade, a vin-
culacdo da simetria com a metrica &,neste caso, muito mails pro-
funda, pois & exatamente a partir do grupo de simetria das equa

coes de Maxwell gque se define a metrica do espago-tempo como 5en
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do uma forma quadratica invariante sob aquela simetria.

Em relatividade geral nao ha um postulado relativo 3
existencia de isometrias, o que de certo modo contrasta com as
teorias fundamentais precedentes. De qualquer forma, em quase
todas as solugbes conde & possivel a realizagao de testes expe-
rimentais, existem isometrias.

Considerando estes precedentes de profundo sign}ficg
do fisico as transformacdes que deixam a nogoes de métrica in
variante devem ser simetrias importantes em uma teoria fisica.

De modo geral, se M & uma vafiedade com uma metrica
g, uma isometria de M & uma aplicagdasc h:M ~ M tal que mantém

a metrica invariante

gV, W) = g(h, (V) . h,(H}) (111.4.1)

onde V e W sao campos vetoriais em M.

Teorema (III.5)

Seja M uma variedade com uma métrica g. Considere um
grupo G] em M induzido por um descritor £ e tal que as trans -

formagoes de G] em M sejam isometrias. Entéao

EEg=0

Seja {ei} uma base de campo em M. Nesta base o tensor g tem

. . i
componentes gij = g(ei,ej) tal que g = Zqije1 % ed, onde {e )&
uma base de campos de formas em M. Entdo g € um tensor covari-

ante de 22 ordem e sua derivada de Lie & novamente um tensor
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covariante de 22 ordem

£,9 = - g} (h}a)

Mas se ¥V e W sdc dois campos vetoriais em M

(i) () = [hite et @ )] (vom)

(g'ij 0 h;']}(h: ei o h: ej)("o“)

(955 0 n;") [(n} e vnyny oI in)]

= (955 0 171 [(e¥(ha¥))(ed (ny ) ]

it

a .
(955(ht ) e’ 8 eJ)(nt,v,htm = gh V. h N,

onde usamos a definigzo de retrocesso {I1.4.12)., Como por hipo-

tese, G] € uma isometria, por {II1.4.1) segue-se que

(heg) (VM) = g(V,¥)

*
para todo par de campos vetoriais V e W em M. Logo, htg = g

para todo t. Assim,

Porem g nio depende de t como evidenciado novamente por {II1.4.1),

portanto,

£,9= 0. (111.4.2)

Esta equa¢ao & denominada a equagao de Killing para a métrica
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g de M. Como dissemos anteriormente, esta equaciao determina os
decritores £ tais que a transformagdo infinitesimal x“:x1 +Ei

& uma isometria localmente definida.

Teorema (II1.6)

Se £ & o descritor de uma isometria, entao

k k k .
B 945 " 55 9k Y 5y % T B9t O

De fato, temos que a derivada de Lie preserva o cariter tenso-

rial. Assim, como g = gije1 ® eJ,

- i i
EEg = Gij e’ @ e

onde Gij contém a variagao das componentes de g. Denotando Gij
= ££gij’ entdo se £ € o descritor de uma isometria, resul ta
que

£§gij 5 0 .

Vejamos agora a expressac de 55911' Da definigzo de derivada
3

de Lie
EEQ = Ig{gijei @ ej} == adT h: {gije1 & eJ)It:O
_ d I, -1 * * {1
“'H?Ugijuht ) hie' @ hte_l]t=0
d =1 * 3 * 3 %=1
= - (g, 0 h, '} (hye' @ hjed)l -{g,;0h. "}
dt ij t lt=0 t t |t=0 ij t ltﬂ

x (FF hie') o {h:e‘j){tﬂ -(hje') ® (5% hee )|t=
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g e (g ol figeh ool v el s (s el
= EEgij e £ e + (g1j o hy )1t=0jsge Y@el v+ e @ ( £ L
onde usamos h*e =e' e 91j o h,

955(p).
lt=0 t 'tO
Agora se ¥ & um campo vetorial qualquer [(constante com relagao

a t):

*

4
t

V) = - hee' v
IRUREE AUCSIN

u

(5,6 () = (- g

d i, * i d  * i
4 elthiv) =e{-—hv)| elgs vy =
dt t ]t=0 T "t L, 3

eV = ety = W

onde W = [E,V] .

Por outro lado,
wre-e - ool oal] -

. E|:k af ] . VEJ af“]

2. 2 ]
Jk a3 f k.j a°f k 3 af
= EYY - ¥Y'E -V
axd axF axd ax ax! 3x3
Portanto,
u=]}:,v—[=-vkl§‘é._§7=-ukééée
.- ax axJ X J
Assim,
k i i
e' (V) “?F='£k'°(‘”-
X ax
su seja, . i
£5e1 = - EEF ek
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Portanto,
S i § AR i ag® K
g9 = fefig® B et gy @ T T 93 @
=g[g..]ei ® ej-'g .—a—g-te‘]@ej-g lg—:r'ei & ek
ij ki ax! ik X

X k

k 3E E i J

= (£79:s 4 Oy —1 - 95, —31 & @ e
ijisk kj ax) ik 3x3

0 termo entre paréntesis & denotado usualmente por

££9ij e ndo deve ser confundido com Eggij = 5[91j ] onde o3

8y nesta dltima expressio sao olhados como fungdes. A nota-
Ao correta para o termo entre pargntesis seria (igg)ij' Como
E & o descritor de uma isometria entac £Eg = 0, de onde resul-

‘ta a equagao de Killing no sistema de coordenadas {xf}

K , k ' ko
£ 09 @ 39 " B 945,k " 0 (111.4.4)

Corolaric

A equacdo de Killing em termos de derivadas covarian

Sis =0
‘De {111.1.4) podemos escrever
Ekli = gk;i = Emjﬁi

e, analogamente, para Ek,j. Portanto,

k - k. _oemok .
g "lng - E "‘igkj 5 Fl'l'ligkj »
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k _ k. _mk

somando estas equacoes e subtraindo Ekg.

1,k ° levando em conta
]

(111.4.4) obtemos

k k m K ook k )
%G T 8 3%k T & Tmi%% T Tmg%ki T E %5,k 0

ou

k k m k k _
€ 5% 8 % T 8 9550t YkiTni f kifmg) = O

0 termo entre paréntesis & a derivada covariante do tensor me-

trico {conforme (III.1.5)}) e esta se anula gij-k = 0. Portan -
to, cbtemos, apds muitiplicagao por gkn e lembrando que
km _ .m
ijg = 5J
k k
E-j"*E,,I-O

Novamente, usando a anulagao da derivada covariante

de g, agera sob forma contravariante, a equagao acima leva a

ou seja,

onde o paréntesis nos Tndices significa a simetrizagdo com -
pleta nos mesmos.

Como um exemplo de aplicacao, considere gque M e o
espagc-tempd de Minkowski com tensor métrico nij = diag{1,1,1,-1)
nas coocrdenadas {xi}. Procuremos determinar as isometrias des-

te espago-tempo. Neste caso as equagoes de Killing Eg”ij =0,
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na forma (III.4.5) tornam-se

k k _
£ "inkj+€ ;jnki =0
ou
Si,i v 5,0
isto e,
i
EET =0 i=T...4
X
3 i i
By
X ax

A solugdo geral deste sistema de equacdes diferenciais parci -

ais &

i = . _ k.
sac constantes e eij = eij, Gij = M@ J. Nota

mos portanto que neste caso existem 10 parametros independen -

onde eij e 0

tes. 0s & parametros eij correspondem as rotagdes enquanto os
4 parimetros o correspondem as traslagoes. 0 grupo resultante
€ 0 grupo de Poincaré que & ao mesmo tempo um grupo de simetri
a4s para as eguagdes de Maxwell e o grupc de isometrias para a
métrica de Minkowski.

A solucae das equag¢des de Killing torna-se mais com-
plexa quando trabathamos em um espago-tempo com curvatura, ou
wesmo quando usamos coordenadas curvilineas em uma variedade
plana. A tTtula de exemplo, calculemos a solugao de equagoes
de Killing para o plano euc]ideano.Ez,em coordenadas polares.

0 sistema de coordenadas & (x1,x2) = (r,@), 0 «<r <

2

<®, 0 <0 < 2N. A métrica de ES em coordenadas polares &
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(g (r,oy) -
D r-z

A equacao de Killing pode entao ser escrita como um sistema de

3 equacgdes

£ =0 ,
3
22
£Eg =0 '
12 27
£E g = £E q =0
ou, usande {(111.4. 43
o1 1 Lk
2 Esk g sk E - 0
2k s k
2 4q Ezak -9 *k £ =10
1k 2k 1 3
g €21k+g E'1’k - zskg =0
ou
1
?2r " oF 0
2 2 2?2 1 _
_2'£ ' 9 -4 * £ =0
r
’52’] + '_]2' 5192 =0
r
ou ainda,

ar
I

ar =0

ar’ 13

T

o 1 at!
TR NeT

ar r2 Ao

Da primeira destas equagées, concluimes imediatamente que g] =

= £{C). Substituindo nas duas &ltimas equagbes resulta
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o
it
(3]

]
- = £(8)

A

-5 (e

-

de onde concluimos que

2 =1 e (e) + glo)

Aqui, f(0) e g(@) denotam fungdes arbitriarias de 0. Conside -

rando novamente a equagio Esgzz = 0, isto &,
2 .2 Z2 1
E 3 = - E
:Z 2 ;3

2

obtemos com os 51 e E- encontrados acima:

g‘{e) = 0 e f(B8) + £7(8) = @

,
Portanto, g = constante = k e f(0) = a cos0G + b send {a,b cons
tantes). Portanto os vetores de Killing sdoe dados  por £ =

= (£',£%), onde
E° = a ¢cos® + b send

k + % {(~ a sen® + b cosn)

4™
n

os parimetros do grupo sio a, b e k, cujas variacdes nes dio
os diversos vetores de Killing. Aqui a e b correspondenm as
translagbes, enquante que k refere-se a uma rotagac em  torno
da origem. Assim os vetores de Killing geram o grupc Euclidea-
no no piano EZ.

- . 2
0 exemplp acima apesar de ser defendido apenas em E

€ §til para ilustrar o método geral para obter splugoes das
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equag¢des de Killing em espagos-tempo com curvatura. 0 exemplo
majls comum de espaco-gempo com curvatura e que possui vetores
de Killing @ o do espago-gempo de Schwarzschild cuja métrica &
dade por
-1
-y ]
-r
(gij) * -rz senze [ *

onde y(r) = 1 - %; + M = constante.

Aplicando esta mEtrica nas equagies de Killing
(111.4.4) com as coordenadas x! = r. x% = o, x3 = d . t,re

sulta

1 3 k
M ety Gyt

2 i k
922 8,5 Y 935 8,2 8 95k

9335 .J+9JJ 51’3'5 g3d.k-0 [

[ ]
L=

- 4 Ik
940 5,5 * 95 B0 T E Sagk

Tomando em seguida J = 1,2,3,4 e elifminando as equagoes repe-
ttdas, observa-se que sobrem apenas 10 equagdes independentes,

que sao:

1
1 a M 1
TR €40
rY
2

oyl

1 ael

AR

= -y rz sen o

asfnz
R
—
[
GF
-
n
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) 4
ol 2 et
a2 gl

4

g

ry

A resolucdo deste sistema de equacobes nos dara as
componentes El, 52, 53. 54 do vetor de Killing dependente de
4 pardmetros. 3 destes parametros correspondem a rotacdes e o
quarto corresponde 3 transtagdo temporal, gerando assim o gru-
po de isometrias do espago-tempo de Schwarzschild que & o i1so-
morfo a S0{3) x 0(1).

E interessante notar a partir da equagioc de Killing,
que de fato & um sistema de iéi = 10 equagdes, que o numero
maximo de parametros admiss¥veis em um grupo de isometrias em
um espagco-tempo & 10. De fato, temoes 10 equagoes de 12 ordem
em £, que produzem por integiragdo um total de 20 parametros
(constantes de integracdo) que, contudo, reduzem-se a apenas
10 independentes. Os espacos tempo que admitem este numero ma-
ximo, 10, de parametros devem necessariamente po;su1r curvatu-

ra ccnstante(g}. Assim, por exemplo, temos 10 parametros nos



-84-

casos dos espago-gempo de Minkowski de de Sitter, Estas isome-
trias geralmente decompdem-se em rotagdes e translagdes. Uma
translagdo & uma particular i{sometria,cujo descritor & um cam-

po vetorial paralelo (gi;k = 0}.

I1I11.5 - Outras Simetrias

As dificuldades em se obter solugoes exatas das equa
¢oes de Killing em relatividade geral tem motivado a procura
de outras formas de simetria. De fato, alguns problemas tradi-
cionais tais como a conservagao de energia e a definigdo de
teorias quanticas de campo em relatividade geral ressentem-se
de uma falta de simetrias de objetos geométricos (especialmen-
te a métrica) nesta teoria. Do ponto de vista desta problemati
ca, pode-se apresentar algumas alternativas que enumeramos a

seguir.

(a) Admitir que somente os espagos-tempo com isometrias sao

fisicamente aceitaveis;

{b) Admitir que a nogio de isometria pode ser dispensavel e
. que a atual dependencia de certos conceitos fisicos nas
isometrias & decorréncia da peculiaridade das teorias atu

ais. Assim, em substituigdao as isometrias, outras formas

de simetrias seriam postuladas.

{c) Admitir seriamente a nogdo de isometria aproximada. Isto
g, impor condigdes adicionais 2s equagoes de Killing de
modo que estas sejam vialidas apenas em condigoes especi -

afs.
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Enquanto que a alternativa {a) @ mais ficil de se
aceitar, ela apresenta uma enorme restricio & teoria deral da
relatividade,

Por outre lado, & alternativa (b) tem sido abordada
sob diversos aspectos. Do ponto de vista classico, simetrias
alternativas a isometrias podem ser consideradas,assumindo que
outros objetos geométricos importantes sejam "invariantes"”, As
sim, além das isometrias definidas pela equagic de Killing

temos as seguintes simetrias:

(a) Colineagdo de Ricci

onde R1j & o tensor de Ricci de M.

{(b) Colineagdo de Curvatura

1
EE RJksl 0 [ ]

onde R;kz & o tensor de Riemann,

{c) Colineagdo Conforme de Weyl
%

g, ¢l 0
£ ke .

i -
onde cjkm € o tensor de Weyl.

{(d) Colineagic Projetiva de Wey!

i
££ Hsz - 0 »

onde “;kz & o tensor de curvatura projetiva de Weyl:

1 i 1,4 i
Wikg = Rykg = T (8gRy - §Ryp)
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{e} Colineagao Afim

Alem destas, pode-se considerar tamb&m uma outra for
ma de simetria em que a derivada de Lie de um objeto nao seja
zero, mas sim igual 3 uma fungac conhecida. EntZo, nestes ca:-
sos,de acordo com a interpretacdo de derivada de Lie, nia te-
mos realmente uma simetria do objeto. Em compensacdo a sua va
riagao sendo conhecida torna-se possivel considerar estas trans
formagdes como sendo uma forma fraca de simetria. As “simetri

as" deste tipo majis conhecidas sao:
(f} Movimento Homotetico

iggij = 12::91.j s € = gonstante.

(g} Movimento Conforme Especial

Eggij = 2fg'ij ’ f’jk = U .
{h) Movimento Conforme
fe945 = 7 My
(i) Colineacido Projetiva
i i i i i

{J) Colineagido Projetiva Especial

S I i _ "’y -
EEI'jk ij onde \ij = Gj f,k ﬁkf’j s fsjk 0.
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(k) Colineagao Conforme Especial

i _ i i __ L7 S . ik
Eirjk = Kjk onde Kjk' ij’k 5kf'j 949 f,i,f,jk = 0
{2) Colineagao Conforme
i i i i _ it
EEij = ij onde ij = ij,k ka,j gjkg 'F,2

Finalmente, pode-se nesta tendencia a generalizagao da idéia

de simetrias considerar variacgoes das derivadas de Lie como em

{m) Colineacao de Curvatura Especial
i -
(£T51), = 0

Estas simetrias podem ser relacionadas em um diagrama onde a

seta indica particu1arizaq50(10).

"ér}k=ﬂik
éﬂ;:ﬁ“
4R, <0 MERI -0 MEryhOl 2rin=0 Méo2eq 89,20
Ry=0 ErixKly
I

Gyg*O e, a7 -2i)
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Possivelmente, entre estas as simetrias mafs conheci
da5'é importantes sso as transformagﬁes conformes. Esta impor-
tancia decorre da covariancia das equagdes de Maxwell sob trans
formagdes conformes no espago-tempo de Minkowski. Entretante ,
en relatividade geral os grupos conformes sado quase tao raros
quanto as 1sometr1as(‘1).

Finalmente, a alternativa (c) tem sido considerada
também com distintas interpretagées. A nogdo cldssica de isome
tria aproximada encontra seu exemplo mais tTpico no chamade
grupo de Bondi-Metzner-Sachs—8MS)}. Suponha que temos um espago
-tempo assintoticamente plano. Isto &, que seu tensor de curva
tura tende a zero no infinito. Entao uma transformacgao de co -
ordenadas Infinitesimal x' 1 e xl s 51 € uma transformagao in-
finitesimal do grupo BMS quando Etiij) = 0 vale assintotica -
mente (apenas). Cpmo‘assintoticamente Rjkn = 0, entdc o grupo
resultante na regiao assintdtica deveria ser o grupc de Poinca
ré. Isto entretanto nao ocorre, e o resultado obtido & um gru-
po (BMS) muito mais amplo. De fato, trata-se de um grupe de
Lie infinito formado pelo grupo de Lorentz e uma generalizagao
das franslagaes {denominada supertranslacio(]z)). ¢ fato de
que se trata de um grupo de isometrias assintotico, definido
em uma regiadc onde n3o exista gravitagdo & fisicamente interes
sante pois poder-se-ia fazer uso deste fato para se definirpar
tTculas elementares por meio das representagdes do grupo BMS,

(13)

segundo a concepcdo de Wigner Entretanto tal proposicio &

de dificil realizagdo pratica em um grupo de Lie infinito do

tipo BMS.

Outras formas de isomeétria aproximada podem ser con-
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sideradas localmente e, em particular, uma simetria do tipo de

sitter tem sido proposta como uma propriedade local adicional

a0s espagos tempo

(14)
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