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RESUMO

Nessa tese apresentamos um estudo do fendémeno do emaranhamento a temperatu-
ras finitas, e analisamos sua dinamica através de simulagoes por Ressonancia Magnética
Nuclear (RMN). Utilizando a RMN desenvolvemos uma nova técnica de simula¢do de
sistemas térmicos através da manipulacao dos elementos da matriz densidade de RMN.
Demonstramos essa técnica simulando um sistema ferromagnético ordenado. Varias ou-
tras situagoes de interesse em magnetismo podem ser estudadas experimentalmente por
esta técnica.

No estudo do emaranhamento a temperaturas finitas, trés trabalhos foram desen-
volvidos utilizando como base materiais denominados magnetos moleculares. No primeiro
trabalho, mostramos que é possivel detectar e quantificar o emaranhamento a partir da
medida de um observavel termodinamico, a suscetibilidade magnética. Mostramos tam-
bém como a aplicacao de um campo magnético pode afetar o grau de emaranhamento
no sistema. No segundo trabalho, mostramos que existe uma temperatura abaixo da
qual o emaranhamento em dimeros de spin S pode ser detectado. FEsta temperatura
esta diretamente relacionada & interacao de troca entre os spins. No mesmo trabalho,
mostramos que somente dimeros que possuem interacao antiferromagnética podem ap-
resentar emaranhamento. No terceiro trabalho, mostramos que, para uma determinada
classe de materiais, o emaranhamento pode persistir até temperaturas acima da tempe-
ratura ambiente, exibindo inclusive violacao das desigualdades de Bell, o que torna tais
materiais muito atraentes para aplicacoes como dispositivos de processamento da infor-
macao quantica. Todos os resultados desses trabalhos foram obtidos a partir de estudos
tedricos e experimentais dos compostos.

Finalmente, utilizando a técnica da RMN, fizemos dois estudos nos quais simu-
lamos sistemas térmicos, bem como a evolugao de um estado emaranhado. No primeiro
mostramos que podemos gerar a matriz densidade de um sistema em equilibrio a partir
da aplicagao de pulsos de radio-freqiiéncia sobre uma amostra de cristal liquido mantida a
temperatura ambiente e campo magnético aplicado fixo. Os parametros dos pulsos, como
duragao e amplitude, sao relacionados a temperatura do sistema simulado. Com a técnica,

simulamos a variacao da magnetizacao com a temperatura de um sistema ferromagnético
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ordenado de spin S = 3/2, com e sem campo externo aplicado, apresentando transi¢oes
de fase de primeira e segunda ordem. No segundo trabalho, simulamos a dindmica de
um estado emaranhado em um sistema térmico através da RMN. Estudando a evolucao
temporal dos elementos da matriz densidade mostramos, a partir da concorréncia calcu-
lada dos dados experimentais, que o fendmeno da morte sibita surge naturalmente em
tais simulagoes por RMN. O efeito ocorre num instante de tempo aproximadamente igual
ao tempo de relaxacao spin-spin, T, o parametro temporal da RMN que mede o desa-
parecimento da magnetizacao nuclear transversal, diretamente relacionado as coeréncias

de primeira ordem da matriz densidade.

v



ABSTRACT

On this thesis we present a study of the phenomenon called entanglement in thermal
systems (thermal entanglement). Applying the technique of Nuclear Magnetic Resonance
(NMR) we study the dynamics of entanglement and developed a new technique to simulate
thermal systems by manipulating the NMR density matrix elements. We demonstrate
the technique simulating a ferromagnetically ordered system through the NMR of **Na
(I = 3/2) in a lyotropic liquid-crystal.

Three studies about thermal entanglement were performed on materials called molec-
ular magnets. On the first one, entanglement is detected by measuring an entanglement
witness, built from the magnetic susceptibility as a function of the sample temperature.
We studied (through numerical simulations) how the entanglement in such samples is
affected by a static external magnetic field. On the second work we measured the en-
tanglement witness in three isostructural dimers, namely, KNa(Mn, Fe, Cu)Si;O9, and
obtained a direct relationship between the entanglement temperature and the exchange in-
teraction in the compounds. We show that entanglement can occur only on those dimers
presenting antiferromagnetic interaction. On the third work we showed that in some
materials entanglement can persist up to above room temperature, and even exhibiting
violation of a Bell inequality, an important aspect for eventual practical applications as
quantum information processing devices.

Finally, using NMR, we performed two studies in which thermal systems are sim-
ulated, as well as, the evolution of entangled states are followed. In the first we show
how to simulate a thermal density matrix from the NMR equilibrium state, by applying
radiofrequency pulses to modulate the matrix populations. The simulated temperature
is related to pulses intensity and width. We apply the technique to simulate an ordered
ferromagnetic system, with and without external applied field, and first and second order
phase transitions. On the second work we followed the time evolution of a simulated en-
tangled state (pseudo-entanglement) and show that the phenomenon called sudden death
naturally appears from the simulation. We show that the phenomenon occurs at T,
the spin-spin relaxation time, a NMR parameter which measures the decay of transverse

magnetization.
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Capitulo 1

Introducao

A capacidade de armazenar, processar e distribuir a informacao pode ser conside-
rada uma das caracteristicas mais marcantes da evolu¢ao da humanidade. Originalmente,
a informacao era armazenada de diversas formas e sua manipulacao era feita necessaria-
mente através da interferéncia humana. Com o aparecimento dos computadores digitais, a
informacao passou a ser encontrada, quase que completamente, na forma digital e seu pro-
cessamento foi automatizado. Nos ultimos anos, a alianga que surgiu entre a Fisica, mais
especificamente a Mecanica Quantica, e a computacao tem proporcionado uma mudanca
de paradigma na evolugao tecnologica [1,2|. Essa alianca fez surgir a area de pesquisa
conhecida atualmente como Computagao Quéntica e Informagao Quantica (CQIQ) [3].

Por Informacao Quéantica pode-se entender a area de pesquisa na qual recursos
quanticos sao usados no processamento da informacao, bem como os meios de produzir,
armazenar e recuperar a informacao que passa por um canal de comunicacao!. Por outro
lado, a Computacao Quéantica pode ser entendida como a area de pesquisa na qual se
estuda a aplicacao desses recurso quanticos no desenvolvimento de algoritmos e protocolos?
quanticos. Um exemplo de recurso quantico para comunicacao é o emaranhamento e um
exemplo de comunicagao quantica é o teleporte.

As primeiras sugestoes de que seria possivel projetar computadores que operam

1Um canal, ou canal de comunicacdo, se refere ao meio usado para enviar informacdes de um remetente
(ou transmissor) para um receptor.

2Um protocolo de comunicacdo ¢ o conjunto de regras para representacdo, sinalizacdo, autenticacao
dos dados e detecgao de erro necessarias para enviar informagoes por um canal de comunicagao.



com base na Mecanica Quéntica foram feitas por P. Benioff [4] e R. Feynman [5] ambas
em 1982. Enquanto Benioff mostrou que os sistemas quanticos podem ser usados como
computadores universais, Feynman sugeriu que tais sistemas poderiam ser mais poderosos
que os computadores usuais. O primeiro exemplo de algoritmo quéntico foi dado por D.
Deutsch em 1985 [6].

A principal diferenca entre o computador classico e o quantico, que resulta na su-
perior capacidade de processamento da informacgao no caso quantico, é que no ultimo a
informagao quéntica, cuja unidade bésica é o g-bit (quantum bit), pode ser representada
nao s6 pela base computacional |0) e |[1)?, mas também pode ser representada por su-
perposicoes das mesmas, como, por exemplo, o estado %. Assim, dois g-bits* podem
se apresentar nao sé nos estados ditos classicos, |00), [01), [10) e |11), mas também em
estados emaranhados, como por exemplo %. Tal estado promove um ganho expo-
nencial no tempo de processamento da informacao. Por esse motivo, o emaranhamento
desempenha um papel central nas aplicacoes da CQIQ.

Nessa tese estudaremos a importancia do emaranhamento na producao de mate-
riais promissores para a computagao quantica. Veremos como esse efeito de natureza
inteiramente quantica se manifesta em sistemas a altas temperaturas, inclusive acima da
temperatura ambiente. Estudaremos também como um ambiente de spins nucleares pode
influenciar a dindmica do emaranhamento. A tese esta dividida da seguinte forma: Nos
Capitulos 2 e 3 apresentamos uma introducao aos conceitos e técnicas que utilizamos nos
trabalhos relacionados a essa tese. No Capitulo 4 mostraremos o efeito do emaranha-
mento em sistemas magnéticos a temperatura finita. No Capitulo 5 mostraremos uma
forma de simular sistemas térmicos ordenados através da Ressonancia Magnética Nuclear
e também mostraremos como a dindmica de um estado emaranhado pode ser afetada pelo

ambiente dos spins nucleares. Por fim, no Capitulo 6 apresentaremos as conclusoes da

tese e as perspectivas futuras dos trabalhos.

3A convencio utilizada para a base computacional é tal que o.|0) = |0) e 0.]1) = —|1), onde 0 e 1
fazem referéncia a estados do g-bit em analogia com o bit cléssico.
4Isto pode ser estendido para o caso de n g-bits.



Capitulo 2

Emaranhamento quantico

Neste capitulo, faremos uma breve discussao do experimento EPR e da desigual-
dade de Bell mostrando como a idéia de emaranhamento esta ligada aos fundamentos
da mecanica quantica, nao havendo analogo classico para esse fendmeno. Em seguida,
discutiremos as formas de caracterizacao e quantificagao do emaranhamento, bem como
sua influéncia em sistemas a temperatura finita e como isso pode ser usado no processa-
mento da informacao quantica. Por fim, discutiremos como ocorre a evolucao temporal
do emaranhamento através da sua dindmica. Para discussoes mais detalhadas acerca dos

topicos abordados aqui recomendamos as referéncias [7-13].

2.1 EPR e desigualdade de Bell

Durante o Século XX, a Mecéanica Quéantica tornou-se a teoria fisica mais bem suce-
dida, pois possibilitou a descricao precisa de sistemas microscopicos e mesoscopicos. De
fato, a Mecanica Quantica, aliada a Fisica Estatistica, levou ao desenvolvimento da Fisica
da Matéria Condensada, area da Fisica ligada ao estudo de materiais como supercondu-
tores, semicondutores, sistemas magnéticos, etc. Contudo, uma caracteristica notavel da
Mecéanica Quéantica é que a mesma pode ser descrita de diferentes maneiras, sendo cada
uma delas internamente consistente e, portanto, consistente com experimentos quanti-
cos [14]. Tsso se deve ao fato da teoria quantica nao permitir obter resultados a partir de

uma tnica medicao de forma deterministica, gerando com isso uma variedade de para-



Figura 2.1: Figura pictorica da preparacao de um experimento do gato de Schrédinger.
Nesse experimento, a vida de um gato esta “correlacionada” com a emissao de uma
particula de radiagao de um tnico atomo. Se o 4&tomo emitir radiacao, um martelo quebra
um frasco de veneno e, conseqiientemente, o gato morre, caso contrario continua vivo. Isso
gera uma paradoxo pois permite que o gato fique numa superposicao de estados, vivo e
morto, até que a caixa seja aberta [16,17].

doxos [15] (ver Fig.2.1).

Um dos paradoxos que mais gerou (e ainda gera!) debate, foi o paradoxo EPR. Em
1935, Albert Einstein e seus colaboradores Boris Podolsky e Nathan Rosen propuseram
um “experimento pensado” no qual pretendiam mostrar que a teoria quantica era uma
teoria incompleta, evidenciando a falta de algum “elemento de realidade” [18]. A idéia

por tras desse paradoxo pode ser resumida em dois enunciados:

1. Cada observacao, ou medida, revela uma propriedade objetiva do sistema. Isso
significa que o sistema possui algum valor da propriedade fisica medida antes da
observacao ser feita, como na Fisica Cléassica. Esse valor pode nao ser conhecido a

priori, mas certamente existe. Essa suposicao é algumas vezes chamada de realismo.

2. As observagoes, ou medigoes, feitas por um observador nao podem influenciar as
feitas por outro, se os mesmos estiverem tao distantes que nenhuma troca de in-
formacoes possa ser feita entre eles. KEssa suposicao é algumas vezes chamada de

localidade.

Essas duas suposi¢oes juntas sao chamadas de realismo local. Segundo EPR, se

4



essas condicoes forem introduzidas na Mecanica Quéantica, obteremos uma contradicao.
Um exemplo de contradi¢ao seria o seguinte. Dois observadores, Alice e Bob, preparam
duas particulas sob os vinculos': (i) os momentos sdo relacionados por p; +p, = 0 e
(77) a posigao relativa entre as mesmas sempre serd ro — r3 = L, onde L é grande. Em
seguida, primeiro Alice mede z; ou p; e depois Bob mede p,. Supondo que as particulas
nao interagem, o resultado da medida de p; nao pode depender se é medido x; ou p;.
Contudo, se Alice medir p; e obtiver que p; = p, automaticamente Bob tera que encontrar
que py = —p pois p; + po = 0. Por outro lado, se Alice medir z1, ndao pode medir p; e,
conseqiientemente, nada pode ser dito sobre p,. Porém, como foi suposto que a medida
de po nao pode depender da escolha de Alice, entao Bob terd que encontrar p, = —p,
um resultado pré-determinado independente do resultado da medida feita por Alice! No
primeiro caso, a incerteza de Bob sobre o valor do momento de sua particula antes da
medida é subjetiva, ou seja, depende do resultado de Alice. Ja no segundo caso, a incerteza
de Bob é objetiva, ou seja, depende da relacao de incerteza. Se Bob tivesse medido antes
de Alice, nao seria possivel distinguir a incerteza subjetiva da objetiva. Tal contradi¢ao
fez com Einstein, Podolsky e Rosen propusessem que a Mecénica Quéntica seria uma
teoria incompleta.

Numa tentativa de contornar o indeterminismo intrinseco & Mecanica Quéntica,
foi proposto que essa teoria seria apenas uma descri¢cao estatistica de uma teoria deter-
ministica. Tal teoria seria baseada na existéncia de um conjunto de variaveis chamadas
de “variaveis ocultas”. A razao para esse nome é que tais teorias conteriam os ingredi-
entes necessarios para explicar o indeterminismo quantico, mas tais ingredientes estariam
fora do escopo da Mecanica Quéantica, ou seja, estariam ocultos. Sendo A uma variavel
oculta que determina o valor exato de um observavel O de uma particula, uma colecao
de particulas idénticas terd associada uma distribuigao de variaveis ocultas p(\). Assim,

o valor esperado do observavel O sera dado pela média:

(0) = / OO p(\) d 2.1)

lda Mecéanica Quéntica tem-se a relacdo de incerteza [x,p] = i h, impedindo a medida simultanea da
posicao e do momento de uma particula com precisdo arbitraria. Mas sendo [xo — 21, p1 + p2] = 0, ndo
héa impedimento das medidas simultaneas de x5 — x1 € p1 + po.



Se tal descricao estivesse correta, reproduziria todos os resultados da Mecanica Quéantica,
contudo nao apresentaria contradi¢gao com o realismo local. Cerca de 30 anos apds a pub-
licacao do trabalho de EPR, John Bell propés um teste experimental para verificar se tal
teoria seria valida ou nao. O ponto chave deste experimento ¢ a violagao da desigualdade
de Bell [19,20].

Imaginemos o seguinte experimento: Um estado de duas particulas é preparado e
cada uma delas é enviada a um observador, Alice e Bob. Alice recebe a particula A
e Bob a particula B. Cada observador possui dois aparatos experimentais para medir
propriedades fisicas dessas particulas, A; e Ay com Alice e By e By com Bob. A escolha
dos aparatos usados para medir seré feita independentemente por cada observador e as
medidas serao realizadas simultaneamente para garantir que as medidas feitas por Alice
nao influenciarao as feitas por Bob, e vice-versa. Por simplicidade, suponha que cada
uma das medigoes possa resultar em +1 ou —1. Entao, numa teoria de variaveis ocultas,

o valor esperado quando Alice mede usando o aparato A; e Bob o aparato B; ¢ dado por:
E(AB;) = [ p00a.8)a(0,i) b0\ 5) A (2.2)

onde p(A, a,b) é a distribuigdo de probabilidades do sistema estar em um estado onde
a(A, 1) é resultado da medida de A; e b()\, j) € resultado da medida de B;. O operador de

Bell é definido como:

(B) = E(AB))+ E(ABy) + E(AsBy) — E(AyBy)
- /p(/\,a,b)a()\l /\ld)\+/p)\ab L 1)b(N, 2) dX
+ /p()\,a,b) a(\,2)b(\, 1) dX — /p (A, a,b) a(\, 2) b(X, 2) dA (2.3)

Contudo, temos que a quantidade:

a(A, 1)b(A, 1) + a(X, 1)b(N, 2) + a(\, 2)b(A, 1) — a(X, 2)b(A, 2)
= a(\ 1) BN 1) + b 2)] + a(M,2) [N, 1) — b(), 2)] = £2 (2.4)



pois, lembrando que a(\,i) = £1 e b(\, j) = £1, ou tem-se que a(X, 1) [b(A, 1) + b(A, 2)] =
0 e que a(\2)[b(A1)—b(A2)] = £2 ou que a(\ 1) [b(A\,1)+b(N,2)] = £2 e que
a(X,2) [b(A, 1) —b(A,2)] = 0. Assim, devido ao resultado da Eq.(2.4), temos a desigual-
dade de Bell:

B) = E

—~

A1B)) + E(A1By) + E(A3By) — E(A2By)
A1By + A1 By + Ay By — Ay By)
p(A,a,b){a(A, 1) [b(A, 1) + b(A, 2)] + a(X,2) [b(A, 1) — b(A, 2)]} dA

I
N

IN

(2.5)

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH)
devido aos seus quatro criadores? [23].

Por outro lado, se as duas particulas compartilhassem o estado quéantico emara-

nhado:

|01) — |10)
= 7 2.6
6) = = (2.6
e, apos as receberem, Alice e Bob realizassem medidas dos seguintes observéaveis®:
_sB1 _ 4B1
A = oM, pB=_72 %
V2
By _ B2

Ag = 0';42, BQ = u, (27)

cuja diregao de detecgao esta representada na Fig.(2.2), obteriam como valores médios:

1 1 1 1
(A1By) = E; (A1By) = E; (ABy) = E; (AyBs) = BNGE (2.8)

2A desigualdade de CHSH ¢é a forma de desigualdade de Bell mais estudada na literatura [8,21] e
é equivalente a qualquer outra desigualdade de Bell para dois g-bits com dois observaveis dicotémicos
por observador [22]. Isso significa que a violagdo de qualquer uma dessas outras desigualdades implica
também na violagao da desigualdade de CHSH [8].

3Como pode ser visto na Fig.(2.2), B; e B, representam as componentes de spin ao longo das direcoes

_ k-i _ —k-i
u-\@eV— VB




Figura 2.2: Direcao de deteccao dos observaveis de Alice e Bob.

Conseqiientemente [24]:
(B) = (A1B1) + (A1 Bs) + (A2B1) — (A3 Bs) = 22 (2.9)

violando a desigualdade de CHSH, Eq.(2.5)!

Alguns testes experimentais foram realizados mostrando violagoes da desigualdade
de Bell. Podemos citar, como exemplo, experimentos com foétons [25], protons de baixa
energia [26], com neutrons individuais [27], também em sistemas de RMN [28] e sis-
temas magnéticos conforme apresentado nesta tese. Isso significa que uma ou ambas as
suposicoes que compoem a idéia de realismo local devem ser abandonadas se quisermos
desenvolver alguma intuigao sobre a Mecanica Quéantica. Conseqiientemente, pode-se con-
cluir da violagao da desigualdade de Bell que existem correlagoes nao-cléssicas em estados
emaranhados. Em outra palavras, a desigualdade de Bell nos mostra que o emaranha-

mento é algo fundamentalmente novo que vai além das possibilidades classicas.



2.2 [Estados emaranhados: Propriedades basicas

Como podemos saber se um estado quéantico esta emaranhado? Essa pergunta pode
ser (parcialmente) respondida definindo um estado nao-emaranhado, ou separavel. Para
dois espagos de Hilbert de dimensao finita, H4 e Hp, diz-se que um estado quantico
bipartido? descrito pelo operador densidade pap que atua em Hy ® Hp, é separavel se
existir uma distribui¢ao de probabilidades {p;} e dois conjuntos de estados descrito por
{p44} e {p}, que atuam em H, e Hp respectivamente, tais que permitam que o estado

total do sistema possa ser escrito como |29, 30]:
pas =Y _ Dips @ pi (2.10)

Portanto, podemos dizer que um estado emaranhado é um estado que nao é separavel.
Todavia, o conceito de estados separaveis pode ser redefinido de uma forma mais
operacional, pois tais estados quanticos podem ser criados por operacgoes locais e comuni-
cagao classica (OLCC) [3]. Tais operagoes consistem no seguinte: Imagine que duas partes
A e B de um sistema estao separadas por uma dada distancia, e que nao existe forma
alguma de uma interagao quantica ocorrer entre as mesmas. Entretanto, pode-se realizar
operacoes quanticas localmente, ou seja, em cada uma das partes independentemente e,
além disso, pode-se também enviar bits classicos de uma parte a outra. Com isso, a partir
de uma interacao cléssica, as duas partes podem coperativamente implementar qualquer
operagao quantica comum a ambas. Embora tais estados estejam correlacionados, fica
claro que essa correlagao é devida a comunicagao classica entre as partes. Contudo,
correlagoes classicas nao podem ser usadas para descrever os estados emaranhados e, con-
seqiientemente, os mesmos nao podem ser criados unicamente através de comunicacoes
5

classicas®.

Algumas propriedades basicas comuns a estados emaranhados podem ser descritas

4 A0 longo desta tese, as discussoes serdo concentradas em sistemas bipartidos de dimensao finita, para
os quais um entendimento mais completo pode ser encontrando na literatura. Uma descrigao mais geral
pode ser encontrada em [10-13]

5Vale a pena observar que partindo de um estado maximamente emaranhado pode-se criar outros
estados emaranhados via OLCC [veja o Apéndice A para maiores detalhes|.



num formato geral [9,31]:

e Estados separdveis nao contém emaranhamento: Um estado papc... de muitas

partes, A, B,C, ..., é dito separavel [29] se puder ser escrito da forma:
pABC.. = D Piply @ Pl ® Pl @ ... (2.11)

onde p; é uma distribui¢ao de probabilidades.

Como discutido anteriormente, é razoéavel dizer que um estado separavel nao contém
emaranhamento pois os mesmos podem ser criados por OLCC e conseqiientemente

descritos por correlagoes classicas.

e O emaranhamento dos estados nao aumenta sob transformagcoes OLCC':
Suponha que um estado quantico emaranhado p seja transformado em um outro
estado quantico emaranhado o por operacoes OLCC. Entao, tudo que pode ser feito
com o e operacoes OLCC também pode ser feito com p e operagoes OLCC. Portanto,
como a utilidade dos estados quanticos nao cresce sob operagoes OLCC, pode-se
atestar que, na melhor das hipoteses, o estado o possui tanto emaranhamento quanto

o estado p [32-34].

e Existem estados marximamente emaranhados: Apesar do grau de emaranha-
mento dos estados nao aumentar sob transformagoes OLCC, o inverso pode ser
realizado. Em outras palavras, partindo de um estado emaranhado podemos usar
transformacoes OLCC para obter outro estado emaranhando onde o seu grau de
emaranhamento é menor que o do primeiro. Assim, havendo um estado quéntico
emaranhado [¢) a partir do qual podemos gerar qualquer outro com menor grau de

emaranhamento, esse sera dito um estado maximamente emaranhado.

As consideracoes acima mostram caracteristicas gerais a cerca do emaranhamento.
As mesmas também sugerem que uma espécie de ordem deve existir entre os estados
emaranhados, ji que um estado pode apresentar mais emaranhamento que outro. Por-
tanto, uma medida do grau de emaranhamento do sistema torna-se de extrema importan-

cia para a utilizacao desse efeito no processamento da informagao quéntica. Na proxima

10



secao discutiremos em mais detalhe formas de medir o grau de emaranhamento de um

sistema.

2.3 Quantificacao do emaranhamento

Numa tentativa de quantificar o emaranhamento de um dado estado quantico definem-
se fungoes que satisfazem as propriedades descritas anteriormente. Tais fun¢oes podem
ser usadas para dar uma motivacao fisica a classificacao dos estados emaranhados e tam-
bém no auxilio da manipulagao dos estados emaranhados produzidos em experimentos.
Abaixo estao algumas das propriedades que uma medida do emaranhamento® E(p) deve

satisfazer [34,35]:

1. Se E(p) = 0 entdo o estado p ¢ separavel.

2. Para um estado puro bipartido p = [¢) (4|, tal medida se reduz a:

E(p) = —=Tr(plog, p), (2.12)

que é denominada entropia de von Neumann ou, neste caso, entropia de emaranha-

mento.

3. A medida do emaranhamento em sistemas bipartidos, E(p), € um mapeamento da

matriz densidade em ntmeros reais e positivos:
p— E(p) e RT (2.13)

definido para estados bipartidos arbitrarios. Portanto, o estado maximamente ema-

ranhado

10,0 F (1L, . fd—1,d - 1)
|wd>— \/8 (2‘14>

de dois g-dits” tem como medida E(|¢T)) = log, d.

do inglés measure of entanglement.
"Um g-dits é uma unidade quantica de informagao (bit quantico) que possui d estados. Se d =2 o o
sistema possui apenas um g-bit.
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4. A medida E(p) ndo aumenta sob operagoes OLCC, ou seja,

AipAl
E(p) = ZpiE (m) (2.15)

i

onde A; sao operadores de Kraus que descrevem um dado protocolo OLCC e p; =

Tr(A;pAl) (ver Apéndice A).

5. Convexidade - O conceito de convexidade implica que:

ZpiE(pz-) >F (Zpipi> : (2.16)

Isso pode ser justificado pela perda de informacao ao passar da medida do emara-
nhamento de uma selecao dos estados identificaveis p; com probabilidade p; para a

medida de uma mistura desses estados na forma p =) . p;p;.

6. Continuidade - No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a
diferenga entre suas medidas do emaranhamento também deve tender a zero, ou
seja:

lp—oll = 0= E(p) — Bo) =0, (2.17)
onde ||A]| = VATA.

7. Aditividade - Uma medida do emaranhamento que satisfaga F(0®™) = n E(0), para

um dado estado o, é dita aditiva.

As fungoes E que satisfazem as condigoes 1, 3 e 4 sao chamadas de emaranhamento
monoténico®. Por outro lado, o termo medida de emaranhamento® ¢ usado para denominar
quantidades que satisfacam as condigoes 1, 2, 3 e 4. Apesar das propriedades descritas
acima, o problema da quantificacao do emaranhamento é ainda uma questao em aberto
como pode ser visto em [7,10-12]. A seguir discutiremos algumas formas de caracterizar

o emaranhamento em pares.

8do inglés entanglement monotone.
9do inglés entanglement measure.
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2.3.1 O critério de Peres—Horodecki

Uma forma de se caracterizar se um dado estado quantico bipartido esta emaranhado
¢ atraveés do critério de Peres—Horodecki [36,37], ou critério PPT1. Esse critério se baseia
na operagao de transposigao parcial (P7) de uma matriz. Portanto, seja uma matriz

densidade p dada por
P = Z Pijli, 3) (k. |- (2.18)

i’j’k’l
Enquanto a operacao de transposicao troca os indices das linhas pelos das colunas,
(i, 7|plk, 1)y — (k,l|pli,j), a operagdo de transposigao parcial consiste em trocar apenas

um dos indices, (i, j|p|k,l) — (i,l|p|k, j), obtendo

PT(p) = Z pijlt, ) (K, jl- (2.19)
irg kel

Isso significa que o elemento de matriz p;;z; se torna o elemento p;; ;. Uma interpretagao
para essa operagao seria a de que a matriz densidade p descreve um sistema composto por
dois subsistemas, A e B, e que a transposicao parcial modifica somente o subsistema B,
deixando o subsistema A sem alteragoes. Assim, o critério de Peres—Horodecki diz que
se a transposi¢ao parcial de uma matriz densidade apresenta autovalores negativos, entao
o estado representado pela matriz original estd emaranhado. Entretanto, apenas para
sistemas cujos espagos de Hilbert sejam 2 ® 2 e 2 ® 3 esse critério é condi¢ao necessaria e

suficiente para atestar a separabilidade dos subsistemas [37].
A idéia por tras deste critério é o fato que a transposicao de uma matriz densidade
¢ outra matriz densidade. Isso significa que é um operador positivo com trago igual a
um. Essa propriedade é valida também para uma transposicao parcial de produtos de
estados, mas falha para transposicao parcial de estados emaranhados. Por esse motivo, a
quantidade conhecida como negatividade, N (p) [38-40], pode ser usada para quantificar o
emaranhamento de um par de estados. Essa quantidade é um emaranhamento monotonico

e pode ser definda como:
_IPT()l -1

N(p) 5

(2.20)

10do inglés Positive Partial Transpose
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onde || X||; = Trv XTX. A principal vantagem da negatividade é que a mesma é facilmente

computada independente da dimensao do sistema [40].

2.3.2 Medidas de emaranhamento de pares em estados mistos

Para estados mistos nao existe uma tnica medida de emaranhamento, mas todas de-
vem se reduzir a representada na Eq.(2.12) para estados puros bipartidos [35]. Algumas
medidas de emaranhamento em um dado estado misto bipartido, p, podem ser enume-
radas, tais como: o emaranhamento destilavel Fp(p) [41], o custo de emaranhamento
Ec(p) [41,42] e o emaranhamento da formacao Er(p) [43-45].

De uma forma sucinta, pode-se dizer que enquanto Ep determina quantas copias do
estado de dois g-bits maximamente emaranhados se pode extrair de um dado estado p®"
E¢ é a quantidade que determina quantas copias do estado de dois g-bits maximamente
emaranhados!! sdo necessarias para criar um dado estado p®". Portanto, essas medidas
de emaranhamento sao definidas de maneira dual. Por outro lado, Er pode ser visto como
a quantidade de emaranhamento de estados puros necessaria para criar um estado misto
emaranhado.

Essas medidas de emaranhamento possuem relagoes entre si [7]. Por exemplo, o
emaranhamento destilavel e o custo de emaranhamento sao considerados limites, inferior
e superior respectivamente, para qualquer medida de emaranhamento, ou seja, Ep(p) <
E(p) < Ec(p). Também tem-se que para qualquer estado de fronteira!? ¢ valido dizer
que Ep(p) < Ec(p). Outra relacao entre essas quantidades é que o limite assintotico do

emaranhamento da formagcao é igual ao custo de emaranhamento, ou seja:

Er(p®m
EX(p) = lim —F<p )

n— oo n

— Eclp). (2.21)

Tanto o limite assintotico do emaranhamento da formagao quanto o custo de emaranha-

mento nao sao quantidades faceis de computar. Porém, conjectura-se que o emaranha-

100) 1\11 4 |01)+[10)
DO ¢ |ty — oN20)

12do inglés bound state. Tais estados sdo os que apesar de emaranhados possuem autovalores positivos
da transposigao parcial da matriz densidade. Portanto, nao podem ser distinguidos pelo critério de
Peres—Horodecki.

HEsses estados sdo, por exemplo, os estados de Bell: |[¢F) =
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mento da formagao é uma quantidade aditiva [46,47| e uma demonstracao de tal conjectura
permitiria dizer que Er(p) = E%(p) = Ec(p), o que facilitaria muito na quantifica¢ao do
emaranhamento, ja que duas medidas de emaranhamento teriam resultados equivalentes.

Contudo, o emaranhamento da formacao de um dado estado p ¢ definido por:
Ep(p) =min Y p; S(pa;) (2.22)
J

onde o minimo é tomado sobre todas as possiveis decomposicoes em estados puros de
pap = Y_; Pil;)(¥;l, e S(pa;) ¢ aentropia de von Neumann da matriz densidade reduzida
pa; = Trpl;) (¥;]. A Eq.(2.22) é conhecida como fecho convexo'® do emaranhamento da
formagao para estados puros e uma decomposicao que leve a este fecho convexo é chamada
decomposigao 6tima.

Essa medida tem grande importancia no estudo do emaranhamento de pares em
estados mistos, porque para um estado bipartido de dois g-bits a mesma tem solugao

analitica. A sua expressao exata ¢ dada por [45]:

Ep(p) = s (1 Ty 12_ CQ(ﬂ)) (2.23)

com

s(x) = —zlogyx — (1 — ) logy (1 — x). (2.24)

A quantidade C(p) é denominada concorréncia'* e ¢ definida como:

C(p) = max {0, VAL = V/As — /A — \/A_4} (2.25)

onde A; sdo os autovalores, numerados em ordem decrescente, da matriz R = p (o, ®

a,) p* (0, ® 0,) e p* é a matriz complexo conjugada de p. E importante notar que para

13do inglés convex roof ou convex hull. Um fecho convexo é o menor contorno convexo envolvendo uma
determinada regiao. Se um dado contorno é convexo, entao seu fecho convexo é o préprio contorno.
4do inglés concurrence.
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matrizes densidade que tenham a forma:

a 0 0 w
0O b 2 0
p= (2.26)
0 z¢ ¢ 0
w* 0 0 d

denominada estado X, a concorréncia também tem uma solucao analitica dada por:
C(p) = 2max {0,C",C"}, (2.27)

onde C! = |z| — Vad e C'T = |w| — v/bc [48,49]. Além disso, como no caso de dois q-bits,
o emaranhamento da formagao é uma fungao monotonica da concorréncia, C(p), que pode
também ser usada como um medida de emaranhamento.

Outros sistemas, tais como os altamente simétricos, também possuem solucao analitica
para o emaranhamento da formagao de estados bipartidos [50]. J& para os casos mais
gerais, é necessario langar mao de técnicas numeéricas para solucao desta medida de ema-
ranhamento [51]. Todavia, essa quantidade é de extrema importancia, pois além de estar
relacionada as outras, possui solugao analitica para alguns casos e a solu¢ao numérica
pode ser calculada com maior eficiéncia [51,52]. Isso permite que o emaranhamento da
formacao e conseqiientemente a concorréncia tenham uma maior possibilidade de apli-
cacoes no estudo do emaranhamento de pares em estados mistos, tanto do ponto de vista

tedrico quanto experimental.

2.3.3 Testemunhas de emaranhamento

Apesar de nao existir uma forma geral e definitiva para quantificar o emaranhamento
em um sistema com um numero arbitrario de g-bits, seria de grande valor obter uma forma
de se atestar se um dado estado possui emaranhamento. Com esse proposito define-se uma
quantidade chamada testemunha de emaranhamento, EWW 1 [37,53]. Uma testemunha de

emaranhamento é um observavel capaz de “detectar” o emaranhamento de um estado. A

5do inglés Entanglement Witness.
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Figura 2.3: Interpretagao geométrica da testemunha de emaranhamento e sua otimizagao.

idéia bésica é que a matriz densidade p possui emaranhamento se existir um operador
EW tal que Tr(EW p) < 0 e a mesma é separavel se Tr(EW p) > 0. Esse método
é interessante até mesmo do ponto de vista experimental, pois é possivel relacionar a
presenga de emaranhamento com a medida de alguns observaveis fisicos. Uma relagao
interessante que pode ser feita é entre a testemunha de emaranhamento e a desigualdade
de CHSH descrita na Secao 2.1, tendo em vista que ambos podem detectar a existéncia
de estados emaranhados [54].

E possivel dar uma interpretacdo geométrica simples para a testemunha de emara-
nhamento. Seja o conjunto de todas as matrizes densidade e sejam £ e S os subconjuntos
das matrizes emaranhadas e separaveis (Fig.2.3). A testemunha de emaranhamento EW é
interpretada como o operador que define um plano que separa um dado estado emaranhado
do conjunto de estados separaveis. Essa imagem ajuda a entender como a testemunha de
emaranhamento pode ser otimizada [55]: promovendo o transporte paralelo do plano de
forma ao mesmo se tornar tangente a conjunto de estados separaveis significa que a cor-

respondente testemunha otimizada EW,, é capaz de detectar mais estados emaranhados.

2.4 Emaranhamento térmico

Embora o emaranhamento seja um efeito de natureza quéantica, o mesmo pode per-

sistir em sistemas macroscopicos [56| e também sobreviver em estados térmicos [57,58].
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Além disso, variaveis de estado termodinamicas podem ser usadas para detectar o emara-
nhamento. Portanto, como a termodinadmica descreve as propriedades macroscopicas dos
sistemas de grande escala através das varidveis de estado T, N, V', p, campos externos
h e fungoes resposta y, C, etc [59], dar ao emaranhamento um carater termodinamico
significa permitir que se possa detectar, extrair e manipular essa propriedade, do ponto
de vista experimental, e ampliar sua aplicabilidade, do ponto de vista tecnologico, no
processamento da informagcao quantica.

Sendo os estados de equilibrio térmico de um sistema determinados pelo Hamilto-
niano H e pelo inverso da temperatura § = 1/kg T, a matriz densidade do sistema em
equilibrio térmico ¢ dada por p = e "/Z, onde Z = Tr(e ") = >, e P & a funcio

de particao do sistema. Expandindo a matriz densidade mesma em relacao a base dos

auto-estados de energia, |e;),i =0,1,..., N — 1:
—B&o N-1  _ge;
p= : 7 leo) (eo] + ; ¢ 7 lei) (el (2.28)

Assim, como discutido na Segao 2.2, se for possivel escrever essa matriz densidade na
forma p = >, pi p4 ® pls Q@ pi ® ... ® ply;, a mesma representa um estado separdvel em
em subsistemas A, B,C, ..., M. Caso contrario o sistemas apresentard emaranhamento e
este ¢ denominado emaranhamento térmico.

Muito esfor¢o tem sido feito na tentativa de quantificar o emaranhamento tér-
mico [60,61]. Foi mostrado que o emaranhamento, medido através da concorréncia, pode
existir a temperaturas nao nulas no modelo de Ising transverso [62], no de Heisenberg [63],
no X X7 64, no XY [65] e no XY Z [66]. Contudo, uma importante conexao entre o ema-
ranhamento e variaveis termodinamicas surge ao lancarmos mao da idéia de testemunha

de emaranhamento, pois as mesmas podem ser ligadas a medidas de observaveis.

2.4.1 Testemunhas de emaranhamento termodinamicas

A primeira vista, seria surpreendente que variaveis termodinimicas pudessem ser
testemunhas de emaranhamento, pois para obté-las é necessario apenas conhecer as ener-

gias dos estados. Como o emaranhamento reside no fato do estado nao ser separavel,
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nao tendo relagao com a energia do estado, pode parecer que a funcao de particao nao
seja suficiente para caracterizar o emaranhamento. Entretanto, como o Hamiltoniano é
usado para construir a funcao de particao, a mesma também possui informagao sobre os
estados do sistema. Por exemplo, suponha que o sistema seja descrito por um modelo de

Heisenberg antiferromagnético. Pode-se mostrar que [67,68]:

d

7~ Z (SESH 4 S8 St 4 i gitty (2.29)

Isso significa que a funcao de correlacao dos spins, somada sobre todos os primeiros
vizinhos, pode ser obtida através da funcao de partigao.

A expressao acima em geral apresenta valores diferentes para estados emaranhados
e separaveis. Conseqiientemente, o mais importante é que neste caso, para saber se um
estado estd emaranhado, nao é necessério a realizacao de um calculo analitico dos auto-
estados de energia. A partir da funcao de particao, vérias propostas de testemunhas
de emaranhamento termodinimicas surgiram, tais como a magnetizagao [69], a energia
interna [70] e a capacidade térmica [71]. Porém todas elas dependem do conhecimento do
Hamiltoniano do sistema e portanto s6 sao validas para modelos especificos.

Por outro lado, recentemente foi mostrado que a suscetibilidade magnética pode
também ser usada como testemunha de emaranhamento, com a vantagem de nao depender
do Hamiltoniano do sistema a ser estudado e tal sistema poder ser composto por N spins
S [72]. O tnico vinculo imposto ¢ que [Ho, H1] = 0, onde Hy é o Hamiltoniano da cadeia
de spins e Hy = B Zl 152, onde B ¢ um campo magnético fraco aplicado na direcao z.

Assim, levando em conta o vinculo, a suscetibilidade é dada por:

(g:uB)Q 2 (g/'LB)2 Y i i
o= A?M, = T > (st s ZS (2.30)

i,j=1

onde A?M, & a variancia da magnetizacao.
Antes de mostrar que Y = x,+Xy+X- pode ser usada para construir uma testemunha

de emaranhamento, deve-se notar que, para um estado arbitrario de uma particula S,
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tem-se que:

(2.31)

(2.32)

A primeira relagao vem do fato do autovalor do operador S? ser S(S + 1) e a segunda de

que qualquer projecao do spin em outra direcao nao pode ser maior que S. Subtraindo

essas duas expressoes, obtém-se:
A*S = A*S, + A*S, + A*S, > S.
Para qualquer estado térmico separavel de NV spins, tem-se que:
P=> D @PE®...® Py

Aplicando a Eq.(2.34) em

o _(9#3)2 2 2 2

obtém-se que:
- g,MB 2 n n 2 n
X = Z Z [(A%S0)7 + (A%} + (A%S.)7]

_ gMB Z ZAZSTL

> (Q,MB) NS
- kgT

Ainda, se o sistema for isotrépico, ou seja, x, = X, = Xz, tem-se:

(9 MB)2NS

Y >
XN= TS hs T

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Portanto, pode-se dizer que a suscetibilidade é uma testemunha de emaranhamento porque
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os estados separaveis nao podem violar a desigualdade mostrada na Eq.(2.37). Logo, para:

3kpT Y

FV) = (NS

~1<0 (2.38)

tem-se necessariamente estados emaranhados.

Como mostrado, esta testemunha de emaranhamento independe do Hamiltoniano
do sistema estudado. Isso ¢ de grande importancia pois permite que a suscetibilidade
da Eq.(2.36) possa ser medida num laboratorio, com isso possibilitando a verificagao da

existéncia de emaranhamento num material.

2.4.2 Medidas experimentais do emaranhamento térmico

Encontrar uma testemunha de emaranhamento que possibilite sua deteccao a tem-
peraturas finitas é de grande valia pois, do ponto de vista da fisica fundamental, permite
que um dos pontos mais interessantes da Mecanica Quantica seja testado na escala do
mundo macroscopico, e, do ponto de vista pratico, também permite a implementagao de
protocolos de processamento da informagao quantica em sistemas macroscopicos.

A primeira evidéncia experimental de que o emaranhamento pode afetar propriedades
macroscopicas dos solidos, embora a muito baixa temperatura (menor que 1 K), foi
mostrada por Ghosh e colaboradores no sal isolante LiHo,Y;_,F4 [73]. Nesse experi-
mento, os autores mostraram que o comportamento em lei de poténcia da suscetibilidade
magnética, desviando da lei de Curie, a baixa temperatura sé poderia ser explicado se fosse
levado em consideragao o emaranhamento dos niveis de energia mais baixos (ver Fig.2.4).
Com isso foi mostrado pela primeira vez que a suscetibilidade magnética poderia refletir os
efeitos do emaranhamento e conseqiientemente ser uma testemunha de emaranhamento.

Desde entao, alguns experimentos tém reportado o efeito do emaranhamento na
suscetibilidade magnética, reforcando a idéia que a mesma pode ser usada como teste-
munha de emaranhamento [74]. Além disso, alguns experimentos mostraram a existéncia
de emaranhamento a altas temperaturas também através da suscetibilidade magnética.
Por exemplo, Rappoport e colaboradores |75 mostraram que os atomos Mn*2 no com-

posto MgMnB5Oj5 se encontram emaranhados até aproximadamente 20 K e que os &tomos
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Figura 2.4: Suscetibilidade magnética versus temperatura a partir de simulagoes dos
modelos de Ising com acoplamento dipolar e diluido, comparados com os dados experi-
mentais (tridngulos vermelhos). Os circulos pretos sao calculos teoricos da suscetibilidade
magnética levando em conta o emaranhamento dos dois niveis (dubleto) de energia mais

baixos [73].

Ti*™? no composto MgTiOBO3 se encontram emaranhados até aproximadamente 100 K.
Ja Vértesi e Bene [76] mostraram que o composto Nay V307 apresenta emaranhamento
até aproximadamente a temperatura ambiente.

O estudo e a detec¢gao do emaranhamento em sistemas em sélidos é crucial pois, para
um futuro computador quantico atingir o estégio de comercializa¢ao, o mesmo devera ser
baseado em sistemas de estado sélido. Portanto, serd de extrema valia a definicao de
parametros fisicos, tal como a temperatura maxima em que o emaranhamento sobrevive,
que permitam o uso do emaranhamento dos materiais no processamento da informacao

quantica e na computacao quantica.

2.5 Dinamica do emaranhamento

Sendo o emaranhamento um recurso essencial no processamento da informagao quan-

tica e também na computagao quantica, é muito importante que se estude as condigoes
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para se manter o emaranhamento em um sistema fisico. Contudo, um obstéculo para o
controle do emaranhamento ¢ a incapacidade de se isolar completamente o sistema ema-
ranhado dos efeitos do ambiente em que o mesmo se encontra. Inevitavelmente, apos
certo tempo, a interagao do sistema com o ambiente induzird misturas no estado inicial
e conseqlientemente uma diminuicao do emaranhamento. Isso pode ser entendido ao se
tentar levar uma dinamica quantica coerente ao limite macroscopico, pois para tanto tem-
se que ultrapassar as influéncias do ambiente [77,78]. Tipicamente, o sistema estudado se
torna emaranhado com os graus de liberdade do ambiente e, conseqiientemente, a coerén-
cia é perdida. Portanto, modelos que descrevam tal dindmica quantica devem levar em
consideracao os efeitos do ambiente.

Todavia, a evolugao de um sistema quantico que interage com o ambiente pode ser
descrita, de uma maneira geral, usando formalismo das operagdes quanticas [3]. Sendo o

estado quantico do sistema descrito pelo operador densidade p, tem-se que:

p=E(p) (2.39)

onde £ é a operagao quantica sobre o sistema. KEssas operagoes refletem as mudancas
dindmicas de um estados quantico. Vejamos porque.

Seja o sistema quantico descrito pelo operador densidade pg e um ambiente descrito
pelo operador densidade p4. Seja também o estado conjunto inicial dado por psa =
ps ® pa. A evolugao do sistema conjunto ¢ dada pelo operador unitario U(t) de forma
que:

psa(t) = U(t)(ps @ pa)U'(t) (2.40)

Para se obter a descricao somente da evolucao do sistema deve-se realizar a operacao
quantica:

ps(t) = E(psa) = Tra [U(ps @ pa)U'] (2.41)

onde Try é o trago parcial sobre o espago de Hilbert do ambiente, e pg(t) é o operador

densidade reduzido. Sem perda de generalidade, supondo que o estado inicial do ambiente
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é pa = leo){egl|, tem-se:

E(psa) = > _(exlU(ps ® leo){ea)UTex)

= S (eulUleapsteolUex)

k
= ) AwpsAl (2.42)
k

onde Ay = (ex|Uleg) € conhecido como operador de Kraus e a Eq.(2.42) é conhecida como
a representacao de operador-soma de £ [3,79]. Deve-se notar que segundo a condi¢ao de

normalizagao:

Tr(S(pSA)) = Tr (ZAkpsAL>
= Tr <ZA};Akpg> =1 (2.43)
k

tem-se que ter:

Z A AL =T (2.44)
k

para qualquer pg. As operagoes quanticas que satisfazem essa condigao sao ditas operagoes
quanticas que preservam o traco.

Um fato interessante é o seguinte. Imagine que uma medida seja feita sobre o
ambiente na base |ex) apos a atuacao da transformacao unitaria U. O estado py do

sistema apos essa medida é dado por:

pr o< Tra(lex){exU(ps ® |eo)(eo| U |ex) (ex])
= (ex|Uleo)ps{eolUTex)
= ApsAl (2.45)

Normalizando py,
AppsAl

__ Awesdy (2.46)
TTS(Ak:pSAD
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encontramos a probabilidade de se encontrar o resultado da medida na base |ey):

o = Trs(lex)(ex]U(ps @ leo) (eo)UT|ex) (el)

= Trg(AppsAl) (2.47)

Assim

ps(t) = E(psa) = > pepi = Y Arps Al (2.48)
K B

mostra que a acao das operacgoes quanticas é equivalente a substituir aleatoriamente o
estado pga por AkpSAL/TrS(AkpSAL) com probabilidade p, = TrS(Ak.pSAL).

E importante notar que os operadores de Kraus nao sdo definidos de forma tnica.
Olhando para a Eq.(2.42) vé-se que, caso se mude a base sob a qual se opera o trago, os
operadores de Kraus irao mudar. Um outro ponto importante é que, como pode ser visto
também na Eq.(2.42), esses operadores correspondem a evolugao dindmica do sistema [80].

Com uma descri¢ao geral da evolugao de um sistema quantico, podemos estudar o
caso especifico em que o sistema apresente emaranhamento no estado inicial, mas que nao
apresente emaranhamento com o ambiente. Em outras palavras, ps(0) tem emaranha-
mento, mas psa(0) = ps(0) @ pa(0). Qualquer das medidas do emaranhamento descritas
nas segoes anteriores pode ser usada para descrever a dinamica do emaranhamento de um
sistema [81-83|. Contudo, o emaranhamento é um recurso fragil que pode ser destruido
pela interagdo com o meio ambiente devido aos efeitos de descoeréncia [84-87]. Um fato
interessante que surge no estudo da dinamica do emaranhamento é que o decaimento do
mesmo nao necessariamente é governado por um decaimento exponencial, como no caso da
dindmica da descoeréncia [88,89], podendo desaparecer em tempos finitos mesmo quando
as coeréncias, elementos fora da diagonal principal da matriz densidade do sistema, de-
caem assintoticamente com o tempo. Esse fenémeno é conhecido como morte siubita do
emaranhamento [90,91].

A morte subita do emaranhamento foi reportada pela primeira vez num sistema
compreendido por dois dtomos emaranhados, cada um deles numa cavidade [92]. Através
da emissao espontanea desses atomos, foi mostrado que o emaranhamento desaparecia

emt=In (%) Desde entao tal efeito tem sido estudado em vérios sistemas, tanto do

25



ponto de vista teorico quanto do experimental [9,93-98]. O entendimento de tal efeito é
de grande importancia nao s6 para o processamento da informagao quantica, mas também
para o entendimento da transicao classico-quantica.

Por fim, apés discutirmos varios aspectos fundamentais do emaranhamento, seria
interessante vermos como esse efeito surge em sistemas reais, suas implicagoes, e como
pode ser controlado. No Capitulo 4, serao mostradas as manifestagoes do emaranhamento
térmico em uma classe de materiais denominados magnetos moleculares. Como seré visto,
a deteccao do emaranhamento é feita através de observaveis termodinamicos e a utilidade
de tais materiais no processamento e armazenamento da informagao quantica sera notoria.
Em contrapartida, no Capitulo 5, apresentaremos um estudo preliminar da dindmica do
emaranhamento através da Ressonancia Magnética Nuclear. Veremos que tal dinamica

leva & morte subita do emaranhamento.
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Capitulo 3

Processamento da informacao quantica

através da RMN

Neste capitulo, faremos uma breve discussao do fenomeno da Ressonancia Magnética
Nuclear (RMN). Comegaremos descrevendo seus principios bésicos e em seguida o papel
da RMN no processamento da informacgao quantica. Veremos como, através dos pulsos
de radio-freqiiéncia, podemos criar portas logica quanticas e a importancia que estas tem
para o processamento da informagao quantica. Por fim, discutiremos brevemente como
simular sistemas quanticos. Para discussoes mais detalhadas acerca dos tépicos abordados

aqui recomendamos as referéncias [99-103|.

3.1 Principios basicos da RMN

O fenémeno da Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) pode ser observado em ni-
cleos que possuam um momento angular total, ou spin nuclear, diferente de zero. O
spin nuclear, determinado pelo operador AI, tem as mesmas propriedades de qualquer
operador de momento angular da Mecanica Quantica, sendo caracterizado pelo ntimero

quantico de spin nuclear I. As caracteristicas quanticas do operador I sao dadas pelo seu
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modulo ao quadrado e a sua componente z [104]:

P|I,m) = I(I+1)|I,m) (3.1)

L|I,m) = m|l,m) (3.2)

onde |I,m) sdo os autovetores comuns a I? e I,, especificados pelos nimeros quénticos I e
m, para os quaism = —I,—I+1,..., 1 —1,1. Contudo, usualmente num experimento de
RMN, a magnitude da energia envolvida é muito menor do que a diferenca de energia entre
o estado fundamental e primeiro estado excitado dos niveis nucleares. Portanto, pode-se
considerar que o nicleo permanece no estado fundamental, sendo os estados descritos por
|I,m) com I fixo. Em tais situagdes a energia do niucleo ¢ determinada somente pelo
nimero quantico m.

Entretanto, o momento angular total de um ntcleo é devido a contribuicoes de
todos os momentos angulares dos seus nucleons (prétons e néutrons) constituintes. Por
exemplo, se os numeros de protons e de néutrons forem ambos par, o spin nuclear é igual a
zero, indicando uma compensagao entre os momentos angulares dos pares de nucleons. Se
existir somente um nucleon desemparelhado, entao o spin nuclear sera igual ao momento
angular deste tinico nucleon. Essa regra ajuda a entender os valores de spin nuclear de
alguns nucleos tais como 'H (S = 1/2), 2C (I =0) e 3C (I = 1/2).

Todos os ntucleos que possuem spin nuclear nao nulo também possuem momento de
dipolo magnético. O momento de dipolo desses niicleos esta relacionado diretamente com

o seu spin nuclear por [99,100]:

p="y,hl (3.3)

onde v, é denominada razao giromagnética do niicleo e é caracteristica de cada ntucleo.
Deve-se observar que os nucleos com spin I = 1/2 possuem uma distribuigao de cargas
nucleares com simetria esférica. Todavia, ntcleos com spin nuclear I > 1/2 possuem além

do momento de dipolo magnético o momento de quadrupolo elétricol. Esse momento de

10 momento de dipolo elétrico é zero para todos os nucleos devido a simetria das funcoes de onda
nucleares, que precisam ter paridade definida [100].
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quadrupolo pode ser descrito através do operador [99,100]:

_ e 3 . 2
Qus = TQI-1) 2( aI@+IﬂIa) 0ap 1 (3.4)

onde o, 3 = x,y, 2, 0up € a delta de Kronecker, e é a carga elétrica e ) é denominado
momento de quadrupolo elétrico do ntcleo. O valor de @), similarmente ao valor de 7, é
uma propriedade caracteristica dos nicleos e sua magnitude informa o quao distante de

uma simetria esférica estao as cargas nucleares.

3.1.1 Interacao do spin nuclear com campos externos

Os ntcleos que possuem momento angular total nao nulo interagem com o campo
eletromagnético presente através do momento de dipolo magnético e, no caso de nucleos
com I > 1/2, também através do momento de quadrupolo elétrico. Quando um ntcleo
atdmico que possui um momento de dipolo magnético dado pela Eq.(3.3) é submetido a
um campo magnético estatico externo By, os estados do nucleo |m) assumem diferentes
valores de energia dependendo do orientacao do spin nuclear com respeito a direcao de
By. Essa separacao é conhecida como efeito Zeeman nuclear e a interacao é descrita por

um Hamiltoniano, denominado Hamiltoniano Zeeman, que possui a forma:s:
HZ:—[J,'BO:—LLZBO:—’}/nhBolz:—th]Z (35)

onde wy, = 7, By é conhecido como freqiiéncia de Larmor [99,102]. A diregéo z corresponde
ao eixo definido pelo campo magnético By e todos os operadores quanticos agem no
subespago varrido por |m) onde m = —I,—I+1,...,1—1,1. Na Fig.3.1 é mostrada uma
analogia entre o movimento do ntucleo em sob a agao do campo magnético externo e o
movimento de um piao sob a acao do campo gravitacional.

Os autovalores do Hamiltoniano de Zeeman, Eq.(3.5), sdo proporcionais ao autova-

lores do operador I, e representam os niveis de energia do nucleo dados por:

E,=-mhuwr (3.6)
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Figura 3.1: Analogia entre o movimento do momento magnético do niicleo, p, sob a ac¢ao
de um campo magnético externo, By, e o movimento de um piao girante sob a acao de
um campo gravitacional. A freqiiéncia de Larmor, wy, é a freqiiéncia com que o nucleo
precessiona em torno do eixo definido pelo campo externo.

Assim, pode-se dizer que os nucleos com spin I possuem 2 [+1 niveis de energia igualmente
espagados pela quantidade Awy. Os menores valores de energia correspondem aos valores
positivos mais altos de m. O estado fundamental é dado por m = I, o que pode ser
interpretado como o alinhamento do niicleo com relagao a direcao do campo By.

Deve ser observado que o efeito resultante da aplicacao do campo magnético estatico
é o aparecimento de uma magnetizacao nuclear paralela a esse campo. A magnetizacao
de equilibrio para um conjunto de nicleos de spin I = 1/2 é dada por [99,105]:

L) ’Y% h? By

My = .
0= kT (3.7)

onde ny é o nimero de nucleos por unidade de volume. O fato da magnetizacao ser
diretamente proporcional a amplitude do campo magnético e inversamente proporcional
a temperatura ¢é caracteristico do paramagnetismo nuclear, que ¢ andlogo ao paramag-
netismo eletronico, mas com magnitude muito menor. Tal dependéncia da magnetizacao
¢ denominada “Lei de Curie”.

A transigao entre os niveis de energia descritos na Eq.(3.6) pode ser induzida pela
aplicagao de um campo magnético oscilante, cuja intensidade é tipicamente muito menor
do que Bj, com apropriada freqiiéncia de Larmor. Para os spins nucleares, a freqiiéncia

de Larmor (nos campos hiperfinos) varia de alguns MHz até alguns GHz (e.g., terras
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raras pesadas) e portanto a excitagdo é obtida através de um campo de radio-freqiiéncia
(RF) na mesma faixa. Essa excita¢do dos estados quéanticos dos spins nucleares pode ser
entendida considerando o efeito de um segundo campo magnético dependente do tempo,

B, (1), aplicado perpendicularmente ao campo magnético estatico Bg. Por exemplo, sendo:

B,(t) = By (cos wti+sin wt j) (3.8)

onde w ¢ a freqiiéncia do campo de RF e i e j s@o os vetores unitarios ao longo das diregoes

x e y, o Hamiltoniano de RF é dado por:

Hrp = —p-By(t) = —hw (I, cos wt + I, sin wt) (3.9)

onde wy = v, By e I, e I, sao, respectivamente, as componentes x e¢ y do operador de
spin nuclear I. Assim, o Hamiltoniano total do sistema, Zeeman mais a interagao com a

radio-freqiiéncia, fica:

H=Hz+Hprr =—hwy I, —hw (I, coswt+ I, sin wt) (3.10)

Definindo |¢(t)) = e'“%=t|x(t)), tal que a equagio de Schrodinger do sistema:

i o b0 = M (o) (.11)
poOSsa ser reescrita como:
() = [ e o L] () (312)
e usando que [99):
elwlt [ emiwlt — coswt — I, sinwt (3.13)

a Eq.(3.12) pode ser reescrita como:

i 2 46(0)) = [(wr — ) L + 261 L] [0(0) (3.14)
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onde o termo entre colchetes é identificado como Hamiltoniano efetivo no ‘“referencial

girante”. A solucao de Eq.(3.14) é dada por:
(1)) = e lerm 2 l6(0)) (3.15)

Numa descrigao semi-classica, podemos dizer que essa evolugao equivale a uma ro-

tagao de um angulo # do spin nuclear para a dire¢cao n dada por:
Ra(0) = e 1 = cos 01 — i sinf (n, I, +ny I, +n, L) (3.16)

onde I é a identidade, a direcao n é dada por:

k+ 29§
n= L : (3.17)

2
2 w1
1+ (32)

k ¢é o vetor unitario ao longo da direcao z e o angulo 6 é dado por:

6 = |n| :t\/(wL—w)Z—i—éIw%. (3.18)

Quando w é muito diferente de wy,, o spin quase nao é afetado pelo campo de RF.
Assim, o eixo de rotagao serd praticamente paralelo a k e a evolugao quase igual a que
é dada pelo Hamiltoniano Zeeman. Por outro lado, quanto w = wy, isto é, o campo de
radio-freqiiéncia estd em ressondncia com o sistema, a contribuicao do termo Zeeman é
desprezivel, e o campo Bj, que possui magnitude muito menor que By, pode causar uma
grande mudanga no estado quantico, correspondente, nesse caso, a rotacoes em torno do
eixo z. Essa caracteristica justifica o nome Ressonancia Magnética Nuclear.

Como mostrado na Fig.3.2, essa rotacao esta ligada & mudanca de direcao da mag-
netizagdo do sistema por um éangulo § = 2w;t (na ressonancia) em relagdo ao eixo z
determinado pelo campo magnético estatico By. O campo de RF causador dessa mu-
danca é normalmente aplicado por curtos periodos de tempo, e é chamado de pulso de RF
e t & a duragao desse pulso. Se § = 7/2, ou pulso de 7/2, a magnetizagao imediatamente

apods o pulso esta no plano transversal a By. Caso 8 = 7, ou pulso de 7, a magnetizagao
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M, < M

Figura 3.2: Mudanga na magnetizacao devido a aplica¢ao de pulsos de RF. (a) Pulso de
7/2, (b) Pulso de 7 e (¢) Pulso de um angulo 0 = ~,, By t.

¢ invertida apoés a aplicagao do pulso.

Esses pulsos também podem ser entendidos a partir de mudancas nas populagoes
nos niveis de energia. Para o caso de um sistema com spin 1/2; o pulso de /2 iguala
as populagoes dos niveis de energia, enquanto que o pulso de 7 as inverte. Isso significa
que ap6s um pulso de 7/2 ou de m, as populagdes ndo podem mais ser descritas pela
distribuicao de Boltzmann de equilibrio térmico. O retorno ao estado de equilibrio tér-
mico obriga a troca de energia do sistema com o ambiente. Esse processo é denominado

relaxagao.

3.1.2 Relaxagao do spin nuclear

Apos a aplica¢do de um pulso de 7/2, o sistema de spins nucleares apresenta uma
magnetizagao resultante na dire¢do do plano perpendicular a By (plano transverso). Essa
é uma situacao onde o sistema estéa fora do equilibrio térmico, pois o tinico campo existente
passa a ser o campo By. Contudo, apds certo tempo, que pode variar de micro-segundos a
algumas horas dependendo do sistema, a magnetizacao retorna completamente a direcao
inicial z, ou seja, a magnetizacao de equilibrio, Eq.(3.7). Dois processos distintos ocorrem
durante essa relaxacao do sistema de spins: a relaxagao transversal e a relaxacao longi-

tudinal. A Fig.3.3 exemplifica essa mudancga na dire¢ao da magnetizagao e o processo de
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(@) (b)

© (d)

(e)

Figura 3.3: Apo6s um pulso de /2, a magnetizagao resultante se apresenta no plano
perpendicular ao campo By. O processo de relaxacao faz com que, apds certo tempo, a
magnetizac¢ao volte para o estado de equilibrio. Figura retirada de [99].

relaxacao para o estado de equilibrio.

A relaxacao transversal é o processo que leva, apds a aplicacao do pulso RF, ao
desaparecimento das componentes da magnetizacao nuclear M que sao perpendiculares
ao campo By. De uma forma simplificada, pode-se dizer que essa relaxacao seria causada
pela heterogeneidade do campo magnético estatico e pelo campo criado pelo proprio spin
nuclear no sitio de outros ntucleos. Essa é a razao pela qual a relaxacao transversal é
também conhecida como relaxagao spin-spin.

Em alguns casos simples, o decaimento da magnetizacao nuclear transversal pode

ser descrito pela equacao diferencial fenomenologica:
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dM, M,
- 3.19
dt T, ( )

onde a = z,y e Ty é conhecido como o tempo de relaxacao transversal. A solucao dessa
equacao é:

M, = Mye ¥/ (3.20)

onde M, é o valor inicial da magnetizacao.

Simultaneamente a diminui¢ao da magnetizagao transversal, a componente longitu-
dinal da magnetizacao de spin nuclear também tende a recuperar seu valor de equilibrio
apos um pulso de RF. Esse processo é distinto do que ocorre na relaxagao transversal
porque a recuperagao da componente M, da magnetizagao esta relacionada a transicoes
entre os niveis de energia do spin nuclear mencionado anteriormente. Apos a aplicacao de
um pulso de /2, tem-se que M, = 0 e as populagoes dos niveis de energia foram igualadas,
o que corresponde a uma situacao onde o sistema esta fora do equilibrio térmico. Por-
tanto, a tendéncia do sistema ¢ liberar o excesso de energia através de transi¢oes, partindo
do nivel de energia mais alto indo para o mais baixo, até restabelecer a distribuicao de
Boltzmann de equilibrio. Quando tais transigoes ocorrem, a energia é trocada entre o
sistema de spins nucleares e o ambiente, geralmente chamado de rede. Devido a essa
troca, o processo ¢ conhecido como relaxagao spin-rede.

Similarmente ao caso da relaxacao transversal, a relaxacao longitudinal pode tam-

bém ser descrita por uma equacao fenomenoldgica na forma:

dM. My — M.

3.21
dt Ty ( )

onde T} é conhecido como tempo de relaxacao longitudinal. A solucao desse equacao é
dada por:
M, =M, (1 —e M) (3.22)

onde M, ¢ a magnetizagao no equilibrio térmico.
Os tempo de relaxacao T e T, sao parametros caracteristicos de cada sistema em

particular e suas magnitudes dependem de fatores como a temperatura, se a amostra
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for liquida ou soélida, magnitude do campo magnético externo, etc [100,102|. De uma
maneira geral é encontrado que 77 > 75, sendo iguais na maioria das vezes em amostras
liquidas. Contudo, devemos enfatizar que o comportamento das Eqgs.(3.20) e (3.22) pode
nao ser exatamente o comportamento observado em alguns casos. Pode-se encontrar
também casos onde ocorre uma distribuicao de tempos de relaxacao, o que levara a um
comportamento multi-exponencial do decaimento da magnetizacdo transversal e/ou do

restabelecimento da magnetizacao longitudinal.

3.1.3 Interacao entre spins nucleares

Até esse momento, os spins nucleares foram descritos como entidades isoladas, inter-
agindo somente com o campo magnético externo. Entretanto, em geral, os spins nucleares
nao sao impossibilitados de interagir uns com os outros e também com o ambiente local
onde se encontram. Cada spin nuclear sofre a a¢ao de campos eletromagnéticos origina-
dos a partir das interagoes internas presentes no material. Essas interacoes influenciam
o valor exato da freqiiéncia de ressonancia de cada nicleo. Conseqiientemente, a medida
do espectro de freqiiéncias para um nicleo em um dado material constitui uma forma de
obter informacao sobre interacoes internas entre os ntucleos e o ambiente dessa substan-
cia em particular. Esse recurso é o central em todas as aplicagoes da RMN como uma
ferramenta para caracterizagao estrutural e quimica dos materiais.

Sob as condi¢bes usuais nas quais os experimentos de RMN sao realizados, as in-
teragoes entre os niicleos e os campos eletromagnéticos existentes no ambiente sao bem
descritas usando o conceito de Hamiltoniano de spin nuclear (Hs,). Esse Hamiltoniano
contém somente termos que dependem da orientacao do spin nuclear e, portanto, sua
representagao matricial é usualmente dada na base |m), que corresponde aos auto-estados
do Hamiltoniano de Zeeman. E conveniente escrever o Hamiltoniano de spin nuclear na
forma:

Hsn = He:pt + Hint (323>

onde H.,; representa as interagoes do nicleo com o campo eletromagnético aplicado (inte-

ragoes externas) e H,;,; corresponde as interagoes internas com o ambiente local do nicleo.
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O Hamiltoniano H.,; é composto por dois termos:

He;rt = 7_(Z + HRF (324)

onde Hz é o Hamiltoniano de Zeeman e ‘Hir é o Hamiltoniano de radio-freqiiéncia.

Por outro lado, existem diversas contribuigoes para o Hamiltoniano de interagoes
internas, dependentes das caracteristicas fisicas do material analisado. No caso de subs-
tancias diamagnéticas isolantes, correspondente a grande maioria dos materiais liquidos
e solidos estudados atualmente com RMN, as interagoes principais sao classificadas de
acordo com:

Hint = Hpo +Hp +Hy+ Heg (3.25)

Em tal expressao, o Hamiltoniano Hpg representa a interacao de deslocamento
quimico do niicleo com o movimento orbital dos elétrons ao redor, o Hamiltoniano Hp
representa a interacao dipolar entre os ntucleos, o Hamiltoniano H; representa interacao
entre os nucleos mediada pelos elétrons e o Hamiltoniano H representa a interagao entre
um nicleo de spin I > 1/2 com o gradiente de campo elétrico. A seguir discutiremos
brevemente os dois ultimos termos devido a sua importancia no processamento da in-
formacao quantica pela RMN. Para maiores detalhes sobre essas interagoes sugerimos as

referéncias [101, 106].

Interagao através do acoplamento J

O acoplamento J, também chamado de acoplamento indireto ou acoplamento es-
calar, é uma interacao entre os momentos de dipolo magnético de ntcleos vizinhos. Essa
interacao é mediada pela nuvem eletronica involvida na ligacoes quimicas entre os ato-
mos. A caracteristica fundamental do acoplamento J é que o mesmo possui uma parte
isotropica que sobrevive ao movimento molecular aleatério em substéancias isotropicas,
sendo por isso facilmente observado na espectroscopia de RMN de liquidos.

O Hamiltoniano que descreve o acoplamento J entre dois niuicleos de spin I; e I, é
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dado, de uma maneira geral, por [99]:
Hy=2rhl-J 1, (3.26)

onde o tensor J possui trago diferente de zero, que da origem as contribuigoes isotropicas
para o RMN de liquidos mencionadas anteriomente. Em termos das componentes do eizo

principal do sistema (PAS?) o tensor J apresenta a seguinte definicio:

 Tpet Ty + e

J 3.27
Assim, o Hamiltoniano H ; para liquidos heteronucleares apresenta a forma:
Hy=2rhJIl, 1, (3.28)

Portanto, o Hamiltoniano de um sistema de dois nucleos de spin I = 1/2 distintos é dado
por:

HZ—thlllz—ﬁngfzz-f-Q?ThJIl]z (329)

onde wr1 e wro sao as freqiiéncias de ressonincia de cada nucleo. Os auto-estados sao
escritos como |my,msg), onde m; = £1/2 e my = +1/2 sdo os auto-valores de I, e I,

respectivamente. Logo, a energia dos estados pode ser escrita como:

Em1m2 = —m thl—m2th2+27Tm1m2hJ (330)

Essa descrigao pode ser aplicada, por exemplo, a moléculas como o cloroférmio (CHCly),
onde existem dois ntcleos (13C e 'H), distintos tanto quimicamente quanto magnetica-
mente, interagindo através do acoplamento J. Essa molécula é um prototipo para a

descricao da computacao quantica por RMN com sera visto adiante.

2do inglés Principal Azis System. Esse sistema de eixos esta relacionado ao referencial molecular onde
o tensor é diagonal.
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Figura 3.4: Distribuigao assimétrica de cargas (como um nticleo quadrupolar) interagindo
com um gradiente de campo elétrico gerado pelas cargas ao redor (como ions em uma
rede cristalina). A energia resultante depende do angulo 6 que especifica a orientagao
da distribuicao de cargas com respeito ao gradiente de campo elétrico. Figura retirada
de [99].

Interacao através do acoplamento quadrupolar

Como mencionado anteriormente, todos os nucleos de spin I > 1/2 possuem uma
distribuicao de cargas nao-esférica e portanto sujeita a interacao com o gradiente de
campo elétrico gerado pelos elétrons e fons vizinhos (Fig.3.4). E através de seu momento
quadrupolar que um ntcleo interage com o gradiente de campo elétrico. Embora tal
interacao seja de origem eletrostatica, a mesma influencia a orientacao espacial do ntuicleo
e portanto pode ser relacionada as coordenadas do spin nuclear.

Pode ser mostrado que o Hamiltoniano que descreve o acoplamento nuclear, para
uma distribui¢ao simétrica em relagao ao eixo z, escrito em termos do PAS, é dado por
[99, 100]:

Ho = —hwg (317 —T?) (3.31)

e2qQ

m(?) cos?f — 1) é a constante efetiva de acoplamento quadrupolar, ¢ =

onde wg =
92V, e V ¢ o potencial elétrico.
Os efeitos do Hamiltoniano Hg podem ser diretamente calculados a partir dos ope-

radores I, e I?. O resultado mostra que os niveis de energia nao serdo mais igualmente
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Figura 3.5: Ilustracao da separacao dos niveis de energia devido a interacao Zeeman mais
o acoplamento quadrupolar para o caso do nucleo de spin I = 3/2.

espacados como no caso onde havia somente a interacao Zeeman. A energia depende do

nimero quantico m e do parametro wg segundo a forma:
E, = —-mhwy, +hwg [3m* — I (I +1)] (3.32)

A diferenca de energia entre niveis adjacentes dé a freqiiéncia da transicao observavel,
o que significa que existem 2 [ transi¢bes com freqiiéncias diferentes. FEssa situacao é
ilustrada na Fig.3.5 para o caso de I = 3/2. E importante observar que os valores de
energia dos niveis simétricos (+m) foram deslocados pela mesma quantidade por con-
seqiiéncia do acoplamento quadrupolar. Entretanto, a freqiiéncia da transicao central

(1/2 «» —1/2) nao é afetada.

3.2 Descricao da RMN através da matriz densidade

A abordagem mais apropriada para descrever o fendémeno da RMN envolve o uso do
formalismo da matriz densidade oriundo da Mecanica Estatistica Quéntica. Essa abor-
dagem ¢é apropriada para situagoes onde esta envolvido um grande ntimero de particulas
e nao se tem acesso aos respectivos estados quanticos individuais, mas somente a médias
macroscopicas, ou médias de ensemble [107,108|.

O operador densidade p de um conjunto de nticleos idénticos e independentes (um
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ensemble) é definido de tal forma que o valor esperado de um dado observéavel A, sobre o
ensemble, é dado por [107]:
(A) =Tr(p A) (3.33)

Todavia, em experimentos de RMN, os observéveis de interesse sao componentes da mag-
netizagao macroscopica nuclear, que sao proporcionais aos valores médios das componentes
dos operadores de spin nuclear (I,), (I,) e (I,). Por exemplo, a magnetizagao na diregao

x de um ensemble de spins nucleares é dada por:

No equilibrio térmico, o operador densidade esta relacionado ao Hamiltoniano do

sistema da seguinte forma [107]:
—BH

Z

e

po = (3.35)

onde = 1/kgT, Z =" e PEm ¢ a funcdo de particao do sistema, onde o somatoério
se estende sobre todos os auto-estados do Hamiltoniano, e FE,, representa os autovalores
de H.

Dada uma base ortonormal, o operador densidade possui, como qualquer outro ope-

rador, uma representacao matricial denominada matriz densidade:

P11 P12
p = p21 p22 P (336)

O operador densidade de qualquer ensemble estatistico deve satisfazer as seguintes
propriedades: (i) ser um operador Hermitiano; (ii) os elementos da diagonal de sua
representagao matricial devem ser menores ou iguais a um; e (iii) a soma desses elementos
da diagonal deve ser sempre igual a um [107].

Os elementos da diagonal da matriz densidade sao denominados populacoes, en-
quanto que os elementos fora da diagonal sao denominados coeréncias. No contexto da

RMN), as populagoes estao relacionadas ao aumento da magnetizagao longitudinal ao longo
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de um campo magnético estatico. Por outro lado, as coeréncias de primeira ordem, pis €
po1, estao relacionadas & existéncia de uma magnetizacao transversal, sempre aparecendo
apo6s a aplicagao de alguma excitacao de RF externa.

Na base de auto-estados do Hamiltoniano, a matriz densidade de equilibrio térmico,

construida a partir da Eq.(3.35), é diagonal:

e P 0

1
Z 0 e_ﬁEQ oo (3-37)

Po =

Essa forma simples da matriz densidade implica que, no equilibrio térmico, as populacoes

obedecem a distribuicao de Boltzmann, enquanto que as coeréncias sao iguais a zero. Nas

aplicagoes de RMN em computagao quantica, a base sera sempre a dos auto-estados de
1., chamada base computacional.

Para um ensemble de nicleos idénticos com niimero quantico de spin I submetidos

a um campo magnético By, o Hamiltoniano de Zeeman é dado pela Eq.(3.5): Hy =

—hwy, I,. Portanto, usando a base de auto-estados do operador I,, as populacoes no

equilibrio térmico serao dadas por:

emﬂ hwr,
[o)mm = ST (3.38)

No chamado limite de alta temperatura, onde a energia térmica kg T' é muito maior
do que o espacamento Zeeman hwy, o que sempre é verdade para temperaturas tipica-
mente acima de 1 K e campos magnéticos de alguns Tesla, as exponenciais acima podem

ser expandidas em séries de poténcia, mantendo somente os primeiros termos:

hw
e + kp T ( )
I
D enherlbsT 2o 4] (3.40)

n=—1

Pode-se definir um pardmetro adimensional, ¢ = hwy,/kp T, que mede o desvio do
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valor uniforme existente nas populagoes devido a aplicagao do campo magnético estatico.
E esse parametro, tipicamente da ordem de 10~°, que determina a magnitude da magne-
tizagao caracteristica do paramagnetismo nuclear. Assim, no limite de alta temperatura,
o operador densidade de equilibrio térmico de um sistema de ntucleos sob a agao de um

campo magnético estatico é dado por:

1 €
- I I 41
po (21+1> +<2[+1> : (3:41)

onde I é a matriz identidade. Como pode ser visto, o operador densidade, nessa situacao, é

proporcional ao operador I,. O primeiro termo do lado direito descreve uma uniformidade
independente da aplicacgao do campo magnético. O segundo termo do lado direito é
denominado matriz densidade de desvio e usualmente é representado por Ap. E sobre esse
termo que atuam os operadores de evolugao em um experimento de RMN. No equilibrio
térmico, essa matriz é proporcional ao operador I,, que por sua vez esta associado ao
aparecimento da magnetizacao longitudinal. Portanto, a matriz densidade de desvio pode
ser escrita como:

Apg=al, (3.42)

onde a =¢/(21 +1).

3.2.1 Descricao do efeito de pulsos de RF na matriz densidade

O efeito do pulso de RF pode ser obtido mudando o referencial do Hamiltoniando
completo, Hz+Hgrr, do laboratorio para o girante. Para tanto, basta realizar as operacoes

que levam a expressao do Hamiltoniano efetivo que aparece da Eq.(3.14), ou seja:

Hep=—h(w, —w) I, — hwy I, (3.43)

Esse Hamiltoniano descreve um pulso de RF aplicado ao longo da direcao x no
referencial girante. Se o pulso for aplicado ao longo de outra dire¢ao, a tinica mudanca
serd na componente do momento angular que aparece no segundo termo do lado direito

da equacao anterior.
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Se o sistema estiver em ressonancia, isto é, w; = w, o Hamiltoniano efetivo pode ser

escrito como:

Hep = —han I, (3.44)

Portanto, sendo a evolugao temporal do operador densidade dada por:
p(t) — e—z‘Ht/hpO eth/h (345)

onde U = e~ *Mt/" ¢ o operador de evolucao temporal, tem-se que, considerando um pulso

de RF aplicado na diregao x com duragao t,, o operador de evolugao se torna:
U=e Merto/h = givtle = R (—0,) (3.46)

O operador R,(6,) = e~"!= ¢ um operador de rotagao [99,102|, que produz um giro
de um angulo 6, = wt, em torno da direcao x. Esse operador permite uma interpre-
tagao semi-classica do pulso de RF, como foi mostrado na Eq.(3.16) para uma dire¢ao n

qualquer. Assim, o operador densidade apos o pulso de RF é dado por:

p(tp) = Ru(—0,) po R (0p) (3.47)

onde foi usada a propriedade R (6,) = R,(—0,), que segue da natureza Hermitiana dos
operadores de momento angular.
Para o caso de spins I = 1/2, os operadores de rotagao, para as diferentes diregoes,
tém a forma matricial [99,102]:
cos(6,/2)  —isin(6,/2)

R.(0,) = (3.48)
—1 sin(6,/2)  cos(6,/2)

R,(0,) = cos(6,/2) —sin(6,/2) (3.49)
sin(6,/2)  cos(6,/2)

R, (0,) = cos(6,/2) —i sin(6,/2) e~ % (3.50)
P Lisin(8,/2) et cos(6,/2) |
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Onde o ultimo operador de rotacao corresponde a um pulso de RF aplicado com uma fase
®p, isto é, um pulso cujo vetor de campo magnético esta alinhado com um eixo que faz
um angulo ¢, com o eixo x.

O efeito de um pulso de RF na matriz densidade pode ser calculado a partir da
atuacao dos operadores de rotagao na matriz densidade de desvio, pois o termo de iden-
tidade comuta com todos os operadores, nao contribuindo para a evolugao do sistema no
tempo3. Por exemplo, para um sistema de niicleos nio interagentes cujo spin é I = 1/2,

temos que a representacao matricial dos operadores de spin nuclear é dada por:

.1 1 : 1 0
=2 = I, == I,=2==2 (3.51)
2 2110 20214 0 2 210 1

onde o,, 0, € 0, sao as matrizes de Pauli. Conseqiientemente, a Eq.(3.41) se reduz para:

1 hwr %+ 4ZwLT 0

—1I I, = B 3.52
2 + 4kgT 0 1 _hwp ( )
2 4kpT

Po =

Como dito anteriormente, a aplicagao de um pulso de RF na direcao x de um angulo 6 so6

tera efeito na matriz densidade de desvio. Logo, usando a propriedade:
e 0N [, e = [, cos@ + I3 sin 6 (3.53)

onde I, I, e I3 indicam as componentes do operador de momento angular que comutam
de forma ciclica, ou seja, [I1, 5] = i ls, [I5, I3] = i1y e [I3,1;] = ily. Pode-se mostrar
que para o caso especifico de um pulso de RF na direcao x atuando sobre um estado de
equilibrio obtém-se:

el e~ = [ cos@, + I,sinb, (3.54)

3Isso pode ser visto a partir da equagdo de Liouville-von Neumann p = i [p, H]/h, cuja solugao geral
é dada pela Eq.(3.45). Como I comuta com todos as componentes do spin nuclear tem-se que p = 0.
Em contrapartida, [p, Ap] # 0. Logo, somente a matriz densidade de desvio contribui para a evolugao da
matriz densidade.
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Assim, um pulso em que § = 7/2 faz com que a matriz densidade se torne:

1 - hwry,
m = —1
Ro(=n/2)po Raln/2) = (5) = plt)=| 2 T (3.55)
o ey 2

Como pode ser visto, o pulso de /2 iguala as populagbes dos estados m = +1/2 e que
ao mesmo tempo cria coeréncias entre esses estados. Note que M, = v, hTr (p(t,)1,) =
%, o que mostra a relagao entre a magnetizagao transversal e as coeréncias de primeira
ordem.

Por outro lado, um pulso em que # = 7 faz com que a matriz densidade se torne:

1 hwr,
2 4kpT 0

1 hwy,
0 2 +4kBT

Ry (=7) po Ba(m) = (7)), = pllp) = (3.56)

que pode ser interpretado como a inversao da populagao dos estados m = +1/2.

3.2.2 Abordagem de matriz densidade a relaxagao do spin nuclear

O processo de relaxagao também pode ser descrito usando o formalismo do operador
densidade. De uma forma geral, a interacao de um sistema quantico com o ambiente
pode ser entendida a partir dos operadores de Kraus segundo a Eq.(2.48). A partir dessa
descricao da evolucao do operador densidade é possivel descrever a relaxacao de spins
isolados através da atenuacgao de amplitude e da atenuacao da fase.

Nos sistemas de RMN, a atenuacao da amplitude esté ligada a relaxacao longitudi-
nal, ou relaxagao spin-rede. Os operadores de Kraus que descrevem esse efeito sao dados
por [3]:

1 0 0 7

Alz\/]_) ) AQZ\/Z_)
0 VT—7 0 0

JI=7 0 0 0
A3:\/1—p A4:\/].—p (357)
0 1 V7 0

Esse operadores podem ser relacionados a um processo no qual um g-bit em um estado
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excitado decai para o estado fundamental com probabilidade v p e sai do estado fun-
damental para o excitado com probabilidade (1 — vp) [109]. O parametro p depende
da temperatura e da diferenca de energia entre o estado fundamental e o primeiro nivel
excitado. De maneira geral tem-se que v = 1 — e ¥/T1.

Em contrapartida, a atenuacao de fase esta ligada a relaxacao transversal, ou rela-
xagao spin-spin. Nesse caso, os operadores de Kraus que descrevem tal efeito sao dados
por [3]:

1 0

10
A1 = \/a 0 A2 =V 11—« 0 ] (358)
1 _

Esses operadores podem ser relacionados com a mudanga de fase relativa entre |0) e |1)
com probabilidade /1T — a, onde tipicamente a = (1 + e~*/272)/2 [109).

Contudo, os operadores de atenuacao de fase e de amplitude mostrados aqui des-
crevem somente o caso de spins que nao interagem entre si. A descrigao de um sistema
de spins interagentes ¢ muito mais complexa [100]. Todavia, através de um modelo apro-
ximado simples pode-se explicar os efeitos de atenuacao de fase e de amplitude em um
sistema de spins interagentes. Nesse modelo [110], o sistema evolui sob um Hamiltoniano
interno H;,; durante um tempo ¢ sofrendo também acao do ambiente. Tal modelo foi

usado com sucesso em alguns experimentos de computagao quantica [110,111].

3.3 Principios basicos do processamento da informacao

quantica

3.3.1 Bits e gq—Dbits

Considere que qualquer tipo de informacao (ntmeros, letras, sons, imagens, etc.)
pode ser representada na forma digital binaria. Nesse caso, a menor unidade de infor-
macao € o bit, que pode ter dois valores distintos usualmente denominados 0 e 1. O
processamento da informacao corresponde & manipulacao de uma cadeia* de bits, onde se

promovem operagoes logicas sobre a mesma através da aplicacao de um conjunto de regras

4do inglés string.
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ou algoritmos. Essa manipulacao levara por fim a uma outra configuracao da cadeia de
bits. Os valores possiveis para um bit podem ser relacionados a dois estados distinguiveis
do dispositivo que diferem, por exemplo, na quantidade de carga em um capacitor ou a
direcao de magnetizacao de um dominio magnético.

No caso do processamento da informagao quantica [103,112], a informagao também
esta presente na forma digital. Entretanto, os bits individuais que estao armazenados em
sistemas quanticos possuem dois estados ortogonais que sao denominados |0) e |1). Assim,
cada um desses bits é descrito por um espaco de Hilbert bi-dimensional. Para distinguir
esses bits dos bits classicos, os mesmos sao denominados bits quanticos ou g-bits.

A diferenca significativa entre o computador classico e o quéntico esta no fato de
que a informagao quéntica pode se apresentar também em uma superposicao de estados
da base computacional composta por 0 e 1. No contexto do processamento da informagao
quéantica, isso implica que sempre que um algoritmo opera em dois estados diferentes, o

mesmo também pode operar em qualquer superposicao desses estados.

3.3.2 Processamento

As condicoes que devem ser satisfeitas para a implementacgao fisica de um proces-
sador de informagao quantica foram estabelecidas por DiVincenzo [113]. Entretanto, para
o processamento da informacao quantica é necessario que trés tipos de operacoes sejam

executadas sobre um registro quantico® [114] (ver Fig.3.6):

e Os g-bits de um registro quantico devem estar em um estado inicial bem definido;

e Operagoes logicas sao realizadas sobre os registros quéanticos de acordo com o algo-
ritmo que esta sendo implementado. Cada operacao pode ser representada por uma

transformacao unitaria agindo nos g-bits;

e O resultado desse processamento é lido, ou seja, o estado final é convertido em

informacao classica.

4 . ~ . L . . L . ~ . ~ .
°Um registro quantico é uma cadeia de g-bits que contém a informagdo que o algoritmo quéntico
processara.
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Processador

Estado Registro )
inicial quantico Estado final
g L [ L |]_>
0
F — | | /
F | | Passol [ | Passo2 PassoN | |
o] m==> | |u==> | | > ... > | | |
Il L || || 0>
19 — U, — U, Un —
0
10] ] . .
9] L] L] L]

N q - bits

Figura 3.6: Principio de operacao de um computador quéntico. A informacao é ar-
mazenada em um registro quantico de N g-bits. O processamento dessa informacao é
realizado via manipulacao do registro através de passos discretos, i.e., operacoes logicas
quanticas unitarias. Por fim, o estado de cada g-bit é convertido em informacao classica.

As operagoes logicas necessérias para o algoritmo quantico devem ser conduzidas

pelo Hamiltoniano adequado da seguinte forma:
Uy = e i (3.59)

onde U; representa a operacao logica realizada, o indice ¢ representa o passo computa-
cional, ou seja, define a operacao logica, H; é o Hamiltoniano que conduz a operagao e
7; € o tempo que dura o passo. Um aparato experimental que controle um processador
de informacao quéntica deve ser capaz de gerar esses Hamiltonianos através de campos
controlados. Num processador de informagao quantica de RMN, esses campos controlados
sao os campos magnético estatico, os de radio-freqiiéncia e as interagoes entre os nucleos.
No caso do campo RF, a operagao logica U esta relacionada com o mesmo através dos
operadores de rota¢ao dados nas Eqs.(3.46), (3.48), (3.49), (3.50). Na maioria dos casos,
nao é possivel gerar o Hamiltoniano H; diretamente, contudo, é sempre possivel decom-
por o mesmo em uma seqiiencia de operagoes que podem ser geradas a partir de uma

seqiiencia de pulsos de radio-freqiiéncia aplicada nos spins.
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Vale a pena observar que as operagoes de criar o estado inicial e de leitura de estado
final sao fundamentalmente diferentes do processamento porque ambas sao irreversiveis
e nao-unitarias. No caso da criagao do estado inicial, o contetdo de cada g-bit deve ser
apagado e substituido pelo valor inicial, que na maioria dos casos é o valor 0. Na maioria
dos algoritmos quéanticos, o processo de leitura deve agir como uma medida quantica
ideal, onde ocorre o colapso do estado para o auto-estado do observavel. Tipicamente,
esses estados correspondem aos estados da base computacional |0) e |1). Contudo, para

alguns algoritmos, o processo de leitura acarreta a projecao em uma superposicao de

estados tal como (]0) 4 [1))/v/2.

3.4 Spins nucleares como q—bits

Spins com momento angular I = 1/2 sdo os unicos sistemas fisicos cujo espago
de Hilbert corresponde exatamente ao de um g-bit, isto é, seu estado quantico pode ser
representado por dois estados ortogonais. No caso dos spins nucleares, o grau de liberdade
de spin esta bem isolado de todos os outros graus de liberdade, fazendo dos mesmos q-bits
quase ideais. Todavia, como os spins nucleares apresentam um acoplamento fraco com o
seu ambiente, torna-se muito dificil detectar o estado individual de cada spin nuclear, o
que levou a crer que nao seriam bons candidatos a computagao quantica [114-117].

A solugao para esse problema é usar um ensemble de spins nucleares no qual os spins
sao preparados da mesma forma, evoluem segundo o mesmo Hamiltoniano e, portanto,
contribuem igualmente para o sinal de RMN. Contudo, outra inconveniéncia é que em
RMN usualmente os sistemas de spin estao no estado de equilibrio térmico, ou seja, sao
descritos pelo operador densidade da Eq.(3.41). Como tal estado nao representa um estado
puro, imaginava-se que seria impossivel usar a RMN para executar algoritmos quanticos,
pois muitos requerem um estado puro como estado de entrada.

Uma possivel solug¢ao para esse problema seria adicionar diferentes sinais de forma
que o sinal total obtido fosse idéntico ao que seria obtido a partir de um experimento cujo
estado inicial fosse um estado puro [118]. Tal estado foi denominado estado pseudo-puro.

Em contrapartida, apesar do uso de um ensemble de spins nucleares parecer um problema
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a ser resolvido, tal sistema mostrou-se de extrema valia pois um computador quantico de
ensemble pode executar algoritmos quanticos a uma velocidade exponencialmente maior

que a de um computador quantico usual [119-121].

3.4.1 Registros quanticos de RMN

Como com um tnico g-bit nao é possivel realizar o processamento da informacao
quantica, é necessario que se use um registro quantico. O registro quantico consiste em
um conjunto com o maior nimero possivel de g-bits. Entretanto, deve haver algum tipo
de interagao entre os g-bits para que se possa implementar operagoes logicas condicionais.

Na RMN, essas interagoes sao dadas pelos acoplamentos entre spins nucleares. Es-
pecificamente na RMN de liquidos, a interacao relevante é o acoplamento isotrépico J,
caracteristico entre nicleos de spin I = 1/2. Como esses acoplamentos se dao no interior
de uma molécula, o registro quantico esta naturalmente ligado as mesmas individual-
mente. Portanto, implementar um algoritmo quéantico usando a RMN de liquidos consiste
em escolher o sistema molecular apropriado e “compilar” o algoritmo quéntico a partir de
uma seqiiéncia de pulsos RF, utilizando principalmente os procedimentos estabelecidos
na espectroscopia de RMN [101,102].

Por outro lado, o processamento da informacao quantica também pode ser feito
usando niucleos com spin [ > 1/2. Existem duas formas de se realizar tal processamento;
a primeira consiste em escolher ntcleos que possuem 2" niveis de energia. Nesse caso,
cada ntucleo pode ser visto como um sistema de n ¢-bits [122-125]. Por exemplo, um
sistema de nicleos com spin I = 3/2 tem quatro niveis de energia e pode ser considerado
um sistema de dois g-bits [126-130]. J& um sistema de nucleos com spin [ = 7/2 tem
oito niveis de energia e pode ser considerado como um sistema de trés g-bits [125,131]. A
segunda forma consiste em, ao invés de considerar um sistema de g-bits com dois estados
e uma logica binaria, considerar-se o uso de um sistema quantico com n # 2 estados como
a unidade de informacao. Por exemplo, os trés auto-estados de um nicleo de spin I = 1

podem se visto como um tnico g-trit [132].
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3.4.2 Estados pseudo—puros

Antes que um algoritmo quéantico possa ser executado, o registro quantico deve ser
preparado em um estado bem definido [3,103,133]. Muitos algoritmos quanticos requerem
que esse estado inicial seja um estado puro, ou seja, que deve-se poder escrevé-lo como
um tnico projetor [i)(i| ou o operador densidade deva satisfazer p* = p.

Contudo, como dito anteriormente, os spins nucleares em equilibrio térmico nao
estao em um estado puro. Generalizando a Eq.(3.41), que descreve o operador densidade
de equilibrio térmico apods a expansao de alta temperatura, para o caso de n spins onde

I =1/2, obtém-se:

1 € o
g = — 1+ — I 3.60

Para levar tal estado de equilibrio para proximo de um estado puro, seriam necessarios
campos magnéticos extremamente altos e/ou temperaturas extremamente baixas, o que,
do ponto de vista experimental seria inviavel (vide, no entanto, Refs. [134, 135 sobre
amostras com alta polarizagao, i.e., € = 0.9).

Contudo, os procedimentos usuais para a computacao quantica por RMN sao basea-
dos no fato de que a intensidade do sinal de RMN depende somente da diferenca de
populagoes nos varios estados e ndo no valor absoluto das mesmas [101]. Como dito an-
teriormente, a parte da identidade nao evolui segundo o Hamiltoniano, e comuta com
qualquer operador. Assim, a mesma nao apresenta efeitos sobre os observaveis de RMN.
Somente a matriz densidade de desvio evolui segundo o Hamiltoniano e leva a sinais de-
tectaveis. Converter essa parte do operador densidade completo em um operador que é
diretamente proporcional ao operador densidade de um estado puro é relativamente sim-
ples. Esse estado evoluird exatamente como um verdadeiro estado puro e gerara o mesmo
sinal (a menos de uma constante). Esse tipo de estado é denominado estado pseudo-puro
(PPSS).

O operador densidade, p,,s, de um estado pseudo-puro é isomérfico ao do estado

PUro Ppuro = ) (Wl

Pows = (12_”])) I+ pleh) (] (3.61)

Sdo inglés Pseudo-Pure State.
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onde p ~ ne/2" 1 [136]. A queda exponencial do coeficiente reflete a redugao exponencial
no sinal com o aumento do niimero de g-bits no estado pseudo-puro. Esse problema de
escala dificulta a criagdo de um processador quantico de RMN com muitos g-bits.

Preparar um estado pseudo-puro com um sistema de n g-bits € um processo nao-
unitario e requer médias sobre certas variaveis de magnetizacao. Essas médias podem ser
realizadas de formas diferentes como, por exemplo, a média espacial, a média temporal
ou a média no espago de Hilbert. Varias técnicas foram desenvolvidas para preparar os
estados pseudo-puros [99]. A seguir duas delas, as usualmente empregadas, serao descritas
de uma forma breve para exemplificar a criagao de estados PPS.

Considere um sistema de dois spins nucleares em equilibrio térmico. No método de
média espacial [137], o PPS correspondente ao estado |00) é preparado usando trés pulsos
RF, dois gradientes de campo, e uma evolugao livre por um tempo ¢t = 1/2.J, do seguinte
modo:

= [(g)j,ez, (5 5 (g)l_y,g;} — e s
onde o indice superior dos pulsos se refere ao spin, o indice inferior se refere a direcao do
pulso e G, e G/ se referem a aplicagao de um gradiente de campo magnético que varre
as diferentes posigoes dos spins da amostra. Esses gradientes podem ser modulados no
tempo permitindo sua aplicagao na forma de pulsos. A utilizagao de tal técnica em RMN
permite a eliminagao de coeréncias indesejadas na matriz densidade do sistema.

Para exemplificar o efeito de um gradiente de campo nos spins da amostra, seja um

gradiente aplicado G, tal que o Hamiltoniano do sistema se torne:
H=-h> (wr+%G:2)IF + Hpr + Hint (3.63)
k

Para analisar tal efeito, deve-se dividir o operador densidade do sistema em contribui¢oes

infinitesimais de planos perpendiculares a direcao z da seguinte forma:

p= ! /Zf p(2) dz (3.64)

Zf— Z
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onde zy e z; sao os limites de dimensao z da amostra. E possivel verificar que a evolucao

temporal dos elementos de p(z) ¢ dada por:
{Up(z, t)[m) = (U]po(t)|m) e am =t (3.65)

onde g = Y e ((UIE[L) — (m|I¥|m)) e po(t) a evolucdo temporal da matriz densidade
sem a aplicacao do gradiente de campo. Supondo uma amostra de dimensao d, tal que
2 = —d/2 e zy = d/2, ao substituir a Eq.(3.65) na Eq.(3.64), encontra-se que a evolugao

temporal dos elementos da matriz densidade p é dado por:

(lotolm) =t s (5 ) (3.66)

onde sinc(z) = sin(z)/z. Essa fun¢do alcanga um minimo para = = 7. Portanto, para
obter uma diminuigao consideravel da coeréncia (I|p|m) é necesséario a aplicagao de um
gradiente de campo com duragdo superior a At ~ 27/G,gu,d [138]. Devido a essas
caracteristicas, a aplicacao de um gradiente de campo é de grande utilidade na criacao de
estados pseudo-puros.

Ja no método de média temporal [139], o estado PPS é preparado somando experi-
mentos com estados iniciais diferentes obtidos por permutacao de todos os estados exceto
um. Essas permutagoes podem ser feitas através de pulsos de 7. Por exemplo, no caso de
um sistema de dois g-bits, a média é tomada sobre o estado de equilibrio térmico e dois
outros, que sao permutacoes da populagao do estado térmico, para se preparar o estado

pseudo-puro equivalente ao |00)(00]:
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i 1+4e¢ i i 1+4¢ i [ 1+4¢ i
4 4 4
! i ! =S ! i
Prps = 3 1 + 3 1 + 3 1—de
4 4 4
1-4e 1 1
L 4 | L 4 | | 4 |
1
1— 0
= P14y (3.67)
4 0
0

onde p = 3¢/4. Cabe lembrar que os exemplos dados foram para um estado PPS corres-
pondente ao estado |00). Entretanto, seguindo as mesmas regras pode-se obter qualquer
outro estado, |01) ou [10) ou [11), além de combinagoes dos mesmos gerando um estado
dito pseudo-emaranhado.

Contudo, foi demonstrado [140] que a matriz densidade de um estado pseudo-puro
dada na Eq.(3.61) sempre pode ser decomposta em um ensemble separavel se € < 1/(1 +
227~ onde n é o nimero de g-bits, mesmo sendo |¢)) um estado emaranhado. Em
contrapartida, também foi demonstrado que um estado pseudo-puro emaranhado é de
fato emaranhado se € > 1/(1 4 27/2) [140]. J4 a existéncia de emaranhamento na regido
1/(1 +22"1) < e < 1/(1 +2"/?) ainda é um problema em aberto. Como em RMN
tem-se que tipicamente € ~ 107°, a matriz densidade de um estado pseudo-puro é sempre
separavel. Todavia, essa separabilidade nao inviabiliza a computagao quantica através
da RMN. Isso porque a RMN é capaz de produzir a dinamica correta, possibilitando a
implementagao de algoritmos quanticos utilizando estados pseudo-puros, uma vez que os

mesmos se comportam tal como um estado puro [141].

3.4.3 Tomografia de estado quantico

A capacidade de uma técnica experimental de preparar estados iniciais e a sua

capacidade de implementar portas logicas sao duas caracteristicas muito importantes para
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o uso da mesma no processamento da informacao quantica. Outro importante requisito
para tal uso é a caracterizagao do estado de saida. Muitas das vezes é necessario mais do
que um unico estado de saida, é necessaria a caracterizacao total do estado do sistema.
Isso pode ser alcancado pela determinagao de todos os elementos da matriz densidade do
sistema. No processamento da informagao quantica, a reconstrugao da matriz densidade
permite algumas aplicagoes, tais como: testar a preparacao de estados quanticos, estimar
o erro experimental e calcular a fidelidade da implementagao de uma porta logica quantica,
etc. A reconstrucao da matriz densidade de um sistema de n g-bits envolve realizar uma
seqiiencia de medidas (leitura) e combinagoes de resultados para a obtengao dos elementos
da matriz densidade. Esse procedimento é conhecido como tomografia da matriz densidade
ou tomografia de estado quantico (TEQ).

Em um experimento de RMN a leitura do estado é feita na base da interagao Zeeman,
ou seja, na base de I,. Entretanto, para reconstruir a matriz densidade é necesséario que
se saiba como executar as medidas em diferentes bases de forma que se obtenham todos
os elementos da matriz. Contudo, para a RMN, medir em diferentes bases é equivalente

a aplicar pulsos de rotagao nos g-bits e medir na mesma base:
Tt (p Ulm)(m|UT) = Tr (UTp Ulm)(m|) (3.68)

Usando essa propriedade, é possivel desenvolver um procedimento para a TEQ da
RMN baseado na rotacao dos g-bits via pulsos de RF seguido de medidas na base de I,.
Em geral, os métodos de TEQ da RMN se baseiam na mesma idéia, ou seja, em executar
rotagoes unitarias através de pulsos de RF e reconstruir a matriz densidade a partir das
intensidades do espectro de RMN resultante. Para maiores detalhes das diferentes técnicas

sugerimos as Refs. [127,128,139, 142-145].

3.5 Pulsos fortemente modulados

Ao longo dos tltimos dez anos, revelou-se de grande utilidade, no contexto do pro-
cessamento da informacao quantica, a implementacao de transformagoes unitarias através

de seqiiéncias de pulsos de RF. No entanto, em determinadas aplicacoes envolvendo um
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ntmero muito grande de pulsos, os tempos de duracao tornam-se comparéveis aos tempos
de relaxagao, e a informagao do estado fica comprometida. Para resolver esse problema,
criou-se uma técnica [146] envolvendo seqiiéncias de pulsos, cuja amplitude, freqiiéncia
e fase sao dependentes do tempo que, em combinacao com o Hamiltoniano interno do
sistema, promovem uma transformacao global no sistema de forma a tornar possivel a
realizacao da operacao unitaria desejada. Essas seqiiéncias de pulsos sao denominadas
pulsos fortemente modulados (SMPT).

Algumas técnicas foram desenvolvidas para gerar os SMP adequados para a imple-
mentacao das portas logicas. As mesmas se baseiam na otimiza¢ao numeérica da transfor-
magao global desejada através da busca no espago de parametros existente [146,147].

Por exemplo, considere um pulso RF de duracao 7, amplitude wy, freqiiéncia angular
(1, e fase ¢, aplicado ao nucleo ¢ que possui razao giromagnética v,. Entao, no referencial

girante, o Hamiltoniano fica dado por [102]:

Hrr = Hiw + Y _ {[Va) wqlh cos g + hl sin ¢,)] — Q, h} (3.69)

q=1

onde H;,; € o Hamiltoniano interno do sistema, [, denota o sinal de v, e hd, = 7% 14
é o operador coletivo de spin para cada um dos spins nucleares. A evolugao do sis-
tema através desse pulso, no referencial girante, durante um tempo 7 é dado por U =
exp (—i Hpr 7). Contudo, o operador de evolugao no referencial do laboratério (onde os

pulsos RF sao medidos) para o k—ésimo pulso RF é dado por:

m

Uk(Tk, qu, quk:a qu) = exXp (—Z Z qu hg Tk> exXp (—Z HI;EF Tk) (370)
q=1

A principio, pode-se escolher qualquer dependéncia temporal para a fase, a fre-

qiiéncia e a amplitude do pulso de RF. Contudo, na prética, é conveniente escolher uma

dependéncia segundo funcgoes que sejam constantes durante certo periodo de tempo. As-

sim, é possivel decompor o Hamiltoniano em uma seqiiéncia de S segmentos constantes,

cada um consistindo de um pulso de RF de duragao 74 seguido de uma evolugao livre dy.

“do inglés Strong Modulating Pulses.
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Sem perda de generalidade, suponha que a duracao e a evolucao livre de cada segmento
sejam iguais para todos os pulsos de RF, mas que a amplitude, freqiiéncia e fase podem
mudar. Além disso, a seqiiéncia é iniciada com uma evolucao de duragao dy. Portanto, o

operador de evolugao para todo o SMP pode ser escrito como:

S
Usypp = H 5k Uk Tk’qulmqbqka qk) AO (371)

onde Ap(6x) = exp (—idx Hin) € 0 operador de evolugao livre e Ay = exp (—i 0o Hint)
operador de evolugao livre inicial.

Assim, projetar um SMP para um dado operador ideal U; se reduz ao problema
de busca numeérica dos parametros de controle {7, wyk, @gk, gk, Ox} que maximizam a

fidelidade:
F = [(Usnp|UD)? = |Te (U pUn) P (3.72)

Como a maioria dos algoritmos de busca sao feitos para minimizar uma funcao, torna-se
muito mais facil minimizar o desvio Q = |1 —+/F|. Para limitar os parametros de controle
a uma faixa experimentalmente vidvel, adiciona-se uma funcao penalidade P tal que o

fator de qualidade se torna:
Q = ‘1 - \/f‘ + P({T]wqua qua 51{:}) (373)

A funcao de penalidade é construida de forma que, sempre que um parametro for além do
limite experimental, como por exemplo pulso de RF muito longo, poténcia do pulso de RF
muito alta, etc, a mesma adquire um valor grande, de forma a elevar o fator de qualidade
acima do minimo. O numero total de segmentos em um SMP depende da complexidade
do Hamiltoniano interno, do operador ideal, a proximidade do palpite inicial em relacao

ao operador ideal e a fidelidade desejada.
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3.6 Simulacao de sistemas quanticos através da RMN

A criagao de portas logicas quanticas e a possibilidade da implementagao experi-
mental das mesmas através do SMP faz com que a RMN seja extremamente promissora
na simulacao de diferentes sistemas quanticos. Isso pode ser feito através do mapeamento
do Hamiltoniano do sistema a ser simulado no Hamiltoniano de RMN. Esse mapeamento
pode ser feito através da aplicagdo de uma seqiiéncia de pulsos RF que transformarao o
Hamiltoniano de RMN na dinamica de interesse.

Varios experimentos foram feitos nesse ambito. Desde a dindmica de um Hamiltoni-
ano de osciladores harmoénicos quéanticos [148] até a de um Hamiltoniano BCS que descreve
a supercondutividade dos materiais [149] ou mesmo de experimentos de 6tica [28].

E importante notar que através dos pulsos de radio-freqiiéncia da RMN é possivel
criar portas logicas quanticas e com essas simular efeitos de outros sistemas através do
mapeamento do Hamiltoniano do mesmos. Isso confere & RMN uma grande capacidade
no processamento da informacao quantica.

Por fim, apo6s discutirmos varios aspectos da RMN e sua aplicacao na simulagao
sistemas quénticos, veremos no Capitulo 5 como a partir dessas idéias poderemos simular
a dindmica de sistemas térmicos, tal como o ordenamento ferromagnético. Apresentaremos
também, como dito anteriormente, um estudo da dindmica do emaranhamento através da
Ressonancia Magnética Nuclear, onde serd mostrado que tal dinamica leva a morte subita

do emaranhamento.
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Capitulo 4

Resultados I: Emaranhamento térmico

em magnetos moleculares

Neste capitulo discutiremos a determinacao do emaranhamento em magnetos mole-
culares. Veremos que o emaranhamento térmico nesses materiais pode ser medido usando
a suscetibilidade magnética do mesmo. Além disso, serda mostrado que existe uma tempe-
ratura limite para o desaparecimento do emaranhamento nesses compostos e que é possivel
obter emaranhamento a temperaturas acima da ambiente. Os trabalhos referentes a essas
discussoes sao descritos em [150-152|. Parte dos resultados mostrados aqui esta descrito

em [153], tendo sido aqui reproduzidos por razoes de clareza da exposigao.

4.1 Introducao

Recentemente foram listados trés motivos bésicos para o estudo do emaranhamento
em sistemas térmicos [56]: (¢) a necessidade de conhecermos os limites do emaranhamento,
ou seja, como sistemas de muitos corpos mantém o emaranhamento e o quao robusto é o
emaranhamento com a varia¢ao da temperatura; (i7) a questao se o emaranhamento pode
ser usado como parametro de ordem para as transigoes de fase quanticas e (7ii) a necessi-
dade de novos materiais que possam ser usados em computagao quantica e comunicacao
quantica. Em principio, estados emaranhados podem sobreviver no limite termodinamico

mesmo a altas temperaturas, mas nao ¢ claro se existe um limite pratico para tal. Em
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contrapartida, materiais que apresentem naturalmente um estado emaranhado robusto
e utilizavel sao de grande valia para projetar dispositivos quanticos de estado s6lido ou
como fonte de emaranhamento [154|. Quando falamos em emaranhamento utilizavel, nos
referimos aos estados emaranhados que podem ser usados para implementar protocolos
quanticos. Por exemplo, em criptografia quantica, os estados emaranhados utilizaveis sao
os que violam a desigualdade de Bell [155].

Os magnetos moleculares [156] podem ser vistos como realizagoes fisicas de cadeias
de spin, permitindo estudar os topicos descritos acima. Nesta classe de materiais, as
interagoes intermoleculares sao extremamente fracas se comparadas as intramoleculares.
Portanto, uma amostra pode ser descrita como composta por um conjunto de grupos
moleculares nao interagentes, ou seja, pode ser descrita como grupos moleculares inde-
pendentes. Do ponto de vista fisico, um magneto molecular pode combinar propriedades
classicas encontradas em qualquer magneto macroscopico [156] e propriedades quénti-
cas, tais como interferéncia quantica [157] e emaranhamento [74-76,150-152]. Recen-
temente foi mostrado que os magnetos moleculares sao bons candidatos a memorias de
alta-densidade de informagao, devido a seus longos tempos de coeréncia [158|, e também
a dispositivos de computagao quantica baseados em spin [159-164].

A existéncia de estados emaranhados em magnetos moleculares é devida ao fato de
que algumas cadeias de spin moleculares podem ter o estado fundamental emaranhado. A
separacao entre a energia do estado emaranhado e a dos estados excitados ¢ um parametro
importante que determina a temperatura onde o estado térmico do magneto molecular
possivelmente se torna separavel [151]. A seguir veremos como podemos identificar o

emaranhamento nesses compostos.

4.2 Medida do emaranhamento térmico numa cadela
de spins

Como dito na Secao 2.4, o emaranhamento térmico pode ser detectado através de
testemunhas de emaranhamento termodinamicas. Foi mostrado que a suscetibilidade mag-

nética é uma interessante testemunha de emaranhamento porque independe do conheci-
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mento do Hamiltoniano do sistema estudado. Nessa Se¢ao mostraremos como podemos
detectar experimentalmente o emaranhamento na cadeia de spin formada no composto
NayCusSisOq4 através da testemunha de emaranhamento relacionada com a suscetibili-

dade magnética, Eq.(2.36) [150].

4.2.1 Descricao da cadeia de spin

No composto NayCusSiyO14, 0s d&tomos de cobre (S = 1/2) estao separados em dois
grupos, um com dois fons e outro com trés. A estrutura do composto é descrita por uma
cadeia em ziguezague desses grupos de ifons de cobre e oxigénio, formando conjuntos de
spins de dimeros e trimeros (ver Fig. 4.1). As nuvens eletronicas dos atomos de oxigénio
permitem uma interagao indireta entre os spins de cobre. Seguindo a rotulacao da Fig.4.2,

podemos escrever o Hamiltoniano desse sistema:

H:—J1(81-SQ—FSQ-Sg)—JQ(SA-SB)—Jg(S4-S5)—g,uB,uUH-S (41)

onde g é o fator de Landé, up é o magneton de Bohr, H é o campo magnético externo, S4 =
S4+Ss5 € o spin total do dimero, Sgp = S;1+S2+S3 é 0 spin total do trimeroe S = S,4+Sg é
o spin total do sistema. Os valores das integrais de troca podem ser determinados através
do ajuste da suscetibilidade magnética dos dados experimentais. Obtém-se, portanto,
que os ions de cobre que formam o trimero interagem antiferromagneticamente enquanto
os fons de cobre do dimero interagem ferromagneticamente.. A referéncia [165] fornece
Ji/kp = —2249 K, Jo/kp = —8.01 K e J3/kp = 40.22 K.

A partir do Hamiltoniano da Eq.(4.1), é possivel calcular a suscetibilidade magnética
via Eq.(2.30), pois [H, S,] = 0. O calculo numérico da suscetibilidade ¢ comparado com a
medicao experimental feita usando um magnetometro SQUID! com um campo aplicado
de 100 Oe, ambos em funcao da temperatura, na Fig.4.3. Esse material apresenta a 8
K uma mudanca na suscetibilidade. Isso esté relacionado a uma mudanca no material
(denominada mudanga tri-dimensional), na qual as cadeias de spin paralelas (ver Fig.4.1)

passam a interagir e o composto perde o cardter unidimensional. O bom acordo entre

ldo inglés Superconducting Quantum Interference Device.
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Figura 4.1:  Estrutura do composto Figura 4.2: Representagao esquematica do
NayCusSisOq4. Os circulos vermelhos sao composto em um sistema dimero-trimero.

os atomos de oxigénio e os azuis os de co-
bre. (a) Visao lateral e (b) visao superior
da cadeia.

os resultados tedricos e experimentais acima de 8 K mostra a validade do modelo de
dimeros-trimeros descrito pela Eq.(4.1). Para maiores detalhes sobre a caracterizagao do

composto NayCusSigO1y, indicamos as referéncias [165-167].

4.2.2 Quantificacao do emaranhamento térmico

Para determinar o emaranhamento no composto estudado, podemos usar a teste-
munha de emaranhamento definida na Eq.(2.38). Assim, se for encontrado que EW (N) <
0, o sistema apresenta emaranhamento; contudo, EW (N) > 0 nao necessariamente im-
plica em separabilidade. Através de EW (5), podemos determinar a partir das medidas
da suscetibilidade magnética do composto a presenca de emaranhamento no sistema de
cinco spins. Todavia, seria interessante também investigar a presenca de emaranhamento
nos subsistemas, ou seja, no dimero e no trimero, pois com isso podemos determinar quais
spins apresentam emaranhamento.

Para analisar a presenca do emaranhamento nos subsistemas, devemos calcular a

contribuicao da suscetibilidade do dimero e do trimero a suscetibilidade total do composto.
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Figura 4.3: Suceptibilidade magnética do composto Nay,Cu;SigsO14. Os pontos azuis sao os

dados experimentais e a linha solida foi obtida a partir da Eqgs.(2.28) e (4.1). A mudanga
na suscetibilidade a 8 K é devida a uma transicao 3D na estrutura do material.

Esse célculo pode ser feito através de [150,153):

Xaim(T) = R, (T) x x“"(T) (42)
Xiri (T) = Ryf(T) x x“"(T) (4.3)
onde R (T) = x'o(T)/x"°(T) nos permite extrair a contribuigdo do subsistema a

suscetibilidade total experimental do composto. Os valores de Y*°(T) e x5 (T') sao
obtidas por calculo numérico a partir da Eq.(2.30), mas a tultima leva em conta a matriz
densidade reduzida, ps,p, relativa ao subsistema considerado.

Na Fig.4.4 vemos as testemunhas de emaranhamento obtidas. A testemunha ET (5)
possui valores negativos para temperaturas abaixo de 7' ~ 110 K, mostrando a presenga de
emaranhamento no sistema. Ja a testemunha EW (3), relacionada ao trimero, apresenta
valores negativos para temperaturas abaixo de T' ~ 240 K. Em contrapartida, ET (2),
relacionada ao dimero, apresenta somente valores positivos, sugerindo que o emaranha-
mento sO esta presente no trimero.

Uma vez determinada a presenca do emaranhamento no composto, seria interessante

quantificar o mesmo. Sendo os spins do composto de cobre (S = 1/2), podemos usar a
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Figura 4.4: Testemunhas de emaranhamento baseadas na suscetibilidade magnética do
composto medida experimentalmente. Em azul EW (5), em vermelho EW(3) e em verde

EW(2).

expressao analitica do Emaranhamento da Formagcao dada na Eq.(2.23) para essa finali-
dade [45]. Portanto, como [H,S,] = 0, podemos escrever a matriz densidade dos spins

localizados nos sitios i e j como [63,150,153,168|:

ut 0 0 0
0 w1 z* 0
0O =z w O
0 0 0 wu"

onde:

% J 1 QJ
o 112<SZ+%>+4(SZSZ) (4.5)

z = (S.SIy+(S)S]) +i(S.S]) — i (SLSY) (4.6)

Sendo a matriz densidade um estado X (ver Eq.(2.26)), a concorréncia tem uma solugao

analitica dada por:

Cij = 2max(0, |z| — Vutu~) (4.7)
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Explorando a isotropia do sistema a campo nulo, podemos considerar (S357) = (S;S]) =
(5:57) = Gij/3 e (S.S]) = (S,57) [150,153]. Isso nos permite reescrever a concorréncia
em relacao a um dado par ij da seguinte forma:
2 3
Cij = § max O, 2 ’GU‘ — Gij — Z (48)
Também podemos obter a contribui¢ao de cada par de spin a suscetibilidade mag-
nética total do composto. Usando a Eq.(2.30) e fazendo um calculo andlogo ao das
Eqgs.(4.2), (4.3), encontramos [150, 153]:
— 2 (9 ,UB)2 1 Gy
M) = ——T— - — =2 4.
) = =2 (-5 (19)

Conseqilientemente, surge uma relacao entre a concorréncia dos pares de spin e a suscetibil-

idade magnética dos mesmos:

2

kgT
Cij (T) = B— max (0, 2

—exp o (g NB)
(GnoP .

Xij 2kp T

- X)) (410)

Na Fig.4.5 vemos o Emaranhamento da Formacao obtido através da Eq.(4.10) para
os pares 1—2, 2—3 e 1—3 do trimero. Esse resultado experimental mostra que existe
emaranhamento somente entre os pares 1—2 e 2—3 e 0 mesmo persiste até a temperatura
critica T, ~ 200 K. J& no dimero, o emaranhamento da formacao é sempre nulo e por isso
nao é mostrado. Portanto, o emaranhamento existente no composto é devido aos spins
do trimero, nao havendo contribui¢ao do dimero.

Devemos notar que a testemunha de emaranhamento ETW (3) mostra que o emara-
nhamento persiste até T, ~ 240 K, ja o emaranhamento da formacao mostra que persiste
até T, ~ 200 K. Isso sugere que o emaranhamento nos pares de spin do trimero nao
¢ suficiente para explicar o emaranhamento total que surge no composto, podendo essa
diferenga ser devido a um emaranhamento entre os trés spins. Essa caracteristica também

foi observada no composto Nas V307 [76].
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Figura 4.5: Emaranhamento da formacao dos pares 1—-2, 2—3 e 1—3 do trimero. Como
pode ser visto, tanto o par 1—2 (a) quanto o 2—3 (b) apresentam emaranhamento. Ja o
par 1—3 (c) ndo apresenta emaranhamento. O desvio entre teoria e experimento a baixas
temperaturas é devido a transicao 3D.

4.2.3 Efeitos do campo magnético no emaranhamento térmico

A influéncia do campo magnético no emaranhamento do composto descrito anterior-
mente também foi estudada. Para tanto, o emaranhamento da formacao foi calculado para
cada par de spins do trimero. Como mostrado na Fig.4.6 (lado direito) a aplica¢ao de uma
campo magnético baixo aumenta o emaranhamento entre os spins do par 1—2, tendo o par
2—3 o mesmo comportamento. J& na Fig.4.7 (lado direito) vemos que o emaranhamento
no par 1—3, a principio inexistente, aparece com a aplicacao de um campo magnético
baixo. Esses comportamentos podem possivelmente ser explicados pela mudanca causada
nos auto-estados de energia do Hamiltoniano do sistema, Eq.(4.1), com a aplicacdo do
campo magnético. Tal mudanca altera o estado fundamental do Hamiltoniano para outro
com um grau diferente de emaranhamento.

Para campos magnéticos altos o suficiente, o estado fundamental se torna | TT17171),
que corresponde ao alinhamento dos spins com o campo magnético externo, destruindo

portanto, o emaranhamento entre os spins. Isso acontece a temperaturas baixas, para
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Figura 4.6: (Lado direito) Influéncia do campo no emaranhamento da formagao
nos pares 1—2 e 2—3 para alguns valores de temperatura. (Lado esquerdo) Ema-
ranhamento da formagao dos pares 1—2 e 2—3 por temperatura e campo.

02 —w— T=8K
—&— T=30K
—&— T=50K
—¥— T=70K

o

N
o
-
3

o
i
o

o

-

o

o

G
o
o
a

Emaranhamento da Formagao
o
o =

Emaranhamento da Formacdo

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
H(K Oe)

Figura 4.7: (Lado direito) Influéncia do campo no emaranhamento da formagcao no
par 1—3. Como se pode notar, campos magnéticos baixos fazem surgir emaranha-
mento entre os spins do par, mas a campos magnéticos altos esse emaranhamento
torna a desaparecer. (Lado esquerdo) Emaranhamento da formagao dos pares 1—3
por temperatura e campo.

as quais o estado fundamental estd mais populado, onde o emaranhamento da formacao
desaparece abruptamente para um campo H = 2000 kOe. Por outro lado, como para
mais altas temperaturas outros estados também estao populados, o decaimento do ema-
ranhamento é mais suave.

Nos diagramas H —T mostrados nas Figs.4.6 e 4.7 (lado esquerdo), podemos observar
que o emaranhamento entre os pares de spins nao acontece acima da temperatura critica
T, ~ 200 K e campo critico H. ~ 3000 kOe. Isso é bastante interessante porque um campo

magnético produzido em laboratério é em geral muito menor que esse campo critico.
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Portanto, podemos afirmar que o emaranhamento presente no composto NayCuzSigOqy
nao pode ser destruido por um campo magnético usual, tipicamente da ordem de 10
kOe, a temperaturas abaixo de 200 K, o que mostra a existéncia de um material que
apresenta estados emaranhados a altas temperaturas. Nas proximas se¢oes mostraremos
como determinar uma temperatura a partir da qual o emaranhamento pode ser detectado
nos magnetos moleculares compostos por dimeros, e que existe uma classe desses materiais

que apresentam emaranhamento acima da temperatura ambiente.

4.3 Temperatura de emaranhamento em magnetos mo-
leculares

Como dito anteriormente, os magnetos moleculares tém a peculiaridade das inte-
racoes intermoleculares serem extremamente fracas se comparadas as intramoleculares.
Isso permite, em geral, descrever as amostras em termos dos grupos moleculares indivi-
duais, como foi mostrado na Secao 4.2. Entretanto, uma classe desses materiais pode ser
descrita como a realizacao fisica de dimeros de spin S. Analogamente ao caso mostrado,
a suscetibilidade magnética desses dimeros pode ser diretamente relacionada com uma
testemunha de emaranhamento. Com isso, pode-se obter uma temperatura, para os dife-
rentes valores de spin, abaixo da qual o emaranhamento é detectavel, ou temperatura de
emaranhamento (7,). Como serd mostrado nessa se¢do, os resultados serdao experimen-
talmente verificados usando trés materiais isoestruturais [169]: o primeiro composto por
dimeros de cobre (S = 1/2) cuja interagao é antiferromagnética, o segundo é composto
por dimeros de ferro (S = 2) cuja interagao é ferromagnética e o terceiro é composto por

dimeros de manganés (S = 5/2) cuja interagdo também é antiferromagnética [151].

4.3.1 Suscetibilidade magnética de dimeros de spin S
O magnetismo de dois spins S interagentes pode ser descrito, qualitativamente, pelo
Hamiltoniano de Heisenberg—Dirac—Van Vleck (HDVV) [170]:
H:—JSA'SB—guBH'(SA+SB) (411)
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onde J é a interagao de troca, S4 e Sp sao os spins da unidade dimérica, g é o fator
de Landé, up é o magneton de Bohr e H é o campo externo. Quando o sistema se
encontra em equilibrio térmico, seu estado térmico é descrito pelo operador densidade
p =ePM"/Z no qual Z = Tr(ePM) ¢ a fungao de particdo, 8 = 1/kpT e kg é a
constante de Boltzmann. Com esse operador, pode-se calcular, dentre outras quantidades
termodinamicas, a suscetibilidade magnética. Sendo S4 = S e H — 0, esta quantidade
¢ dada por [170]:

_ 2N (g MB)2

)Ty = S (JT 4.12
X(T) in T FI(IT) (4.12)

onde para S =5/2:

x 3z 6z 10x 15z
_7—"(*9:5/2)(J T) _ e’ + 56 + ].46 +306 + 556 (413>
’ 1+3e*+5e37 +7eb% +9el0r 4 116157’

x = J/kgT e N é o nimero de dimeros. A expressao acima descreve a suscetibilidade de
dimeros com Sy = Sp = 5/2. Para qualquer valor de Sy = Sp, variando de 1/2 até 5/2,
pequenas mudangas devem ser feitas em tal expressao. Para Sy = Sp =5/2 —1/2 =2,
deve-se suprimir o dltimo termo tanto do numerador quanto do denominador. Para S =
Sp =2 —1/2 = 3/2, deve-se suprimir novamente os ultimos termos, e assim por diante,

até encontrar para S4 = Sp = 1/2:

1
3+e®

FE=2(1.T) = (4.14)

Isso permite obter as expressoes da suscetibilidade magnética desde S4 = Sp = 1/2 até

Sa =S =5/2.

4.3.2 Suscetibilidade magnética como testemunha de emaranha-

mento

Como o Hamiltoniano HDVV comuta com a componente z do spin, podemos, a

partir da Eq.(2.38), estabelecer uma relacao entre a testemunha de emaranhamento e a
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suscetibilidade magnética de um dimero de spin S [151]:

Bk T x¥N(T)

EW(N) = GuN s ! (4.15)

onde x¥)(T) é dado pela Eq.(4.12) e N é o ntimero de particulas de spin S. Como sabemos,
sistemas que apresentam EW (N) < 0 estdo num estado emaranhado. Portanto, usando
as Eqs.(4.12) e (4.15) podemos identificar a temperatura abaixo da qual o emaranhamento
entre os spins do dimero pode ser identificado, para diferentes valores de spin. Assim,

dimeros de spin S estao num estado emaranhando se a desigualdade for satisfeita:

FOULT) < (4.16)

w| W

Considerando que z, = J/kgT,. e a descrigao da Eq.(4.13) para os diferentes valores
de spin, podemos encontrar a temperatura de emaranhamento, 7.. Por exemplo, para

S =1/2, temos que:

1
FE=VD(JT) < S (4.17)
logo:
(5=1/2) J
T! = —0.91 — (4.18)
kg

Seguindo esse método, é facil obter a temperatura de emaranhamento para os di-
ferentes valores de spin. E mostrado na Tabela 4.1, para S = 1/2 até S = 5/2, a
temperatura de emaranhamento e seu estado fundamental associado.

Esse resultado mostra que a temperatura abaixo da qual o emaranhamento passa
a ser detectavel, ou temperatura de emaranhamento, esta diretamente conectada a inte-
racao de troca entre os spins S do dimero. Além disso, como a interacao de troca J é
estritamente conectada a estrutura do material, podemos afirmar que o emaranhamento
pode ser controlado ajustando esta quantidade, ou em outras palavras, quanto maior o J,
maior sera a temperatura de emaranhamento. Esses resultados da Tabela 4.1 mostram
também que somente dimeros de spin com intera¢do antiferromagnética (J < 0) apre-
sentam estados emaranhados detectaveis por essa testemunha de emaranhamento. Nas

Figs.4.8 e 4.9, pode-se ver o calculo numérico da Eq.(4.15) para diferentes valores de
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| Temp. de emaranhamento || Estado fundamental ([mg,, ms,))

(5=1/2) _ 7 1 (1 1 1 1
Te = =091~ H3-3 - 1-33)
T = —1.30 L L (L, -1) = 0,0) +] - 1,1))
(8=3/2) _ J 3 3 1 1 3 3
Te = —L745; 13- -5 -+1-52-1-33)
Te(SZQ) =—2.21 é \/Lg (_|27 _2> + ’17 _1> - |070> + | - 17 1) - ’ - 272>)
(S=5/2) _ J 1 5 5 3 3 11 11 3 3 5 5
T = —2.69 B DB - -l -5 —1-33)+1-3.3)

Tabela 4.1: Determinacao teérica das temperaturas de emaranhamento 7, para dimeros
de spin S. Como pode ser visto, o sinal negativo implica a necessidade de uma inte-
ragao antiferromagnética (J < 0) para a deteccdo do emaranhamento. Esses estados
fundamentais estao escritos na base |mg,, mgy).

spin. Esses célculos confirmam que somente dimeros com interacao antiferromagnética

apresentaram emaranhamento detectavel por essa testemunha de emaranhamento.

4.3.3 Verificagao experimental das temperaturas de emaranha-

mento

Para verificarmos experimentalmente nossas previsoes tedricas da temperatura de
emaranhamento, usamos os dados da medida de suscetibilidade magnética de trés silicatos
de metais de transigao isoestruturais com formula KNaMSi,O19 (M = Cu, Fe, Mn) [169].
Os compostos com cobre (S = 1/2) e com manganés (S = 5/2) possuem interacao anti-
ferromagnética intra-dimeros, enquanto os compostos com ferro (S = 2) possui interagao
ferromagnética. Esses materiais podem ser usados para testar nossos resultados teoricos,
pois além de diferentes valores de spin S tém também diferentes amplitudes e sinais de J.

A descricao das propriedades magnéticas dos dimeros pode ser feita a partir de um
Hamiltoniano HDVV e uma contribuicao diamagnética independente da temperatura xp
a suscetibilidade, que pode ser adicionada & Eq.(4.12). Portanto, a equacao final para os

parametros extraidos dos dados experimentais é dada por:

Xtotal(T) = X9(T) + xp (4.19)

Na Fig.4.10 mostramos a comparacao entre os dados experimentais e a previsao
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Figura 4.8: Céalculo numérico da EW, Eq.(4.15), Figura 4.9: Célculo numérico da EW, Eq.(4.15),
para dimeros cuja interacao ¢é antiferromag- para dimeros cuja interagao é ferromagnética.
nética. A temperatura de emaranhamento O sistema nunca alcanga um estado emara-
aparece para ETW = 0. nhado, como mostrado na Tabela 4.1.

| | fator g | xp(upOe'FUY) [ J (K) | T'* (K) | T¢* (K) | Ordem magnética

Cu (S=1/2) | 1.555 —8.5x 107° —2.86 | 2.60 2.43(7) | antiferromagnético
Fe (S =2) 1.468 < 107° 7.6 —16.8 - ferromagnético
Mn (S =5/2) | 1.3005 < 107* —3.83 | 10.30 8.91(9) | antiferromagnético

Tabela 4.2: Parametros ajustados a partir dos dados experimentais e comparacao entre
os resultados tedricos e experimentais obtidos para a temperatura de emaranhamento 7.
Como pode ser visto, somente se pode encontrar uma temperatura fisica se a interagao
entre os spins do dimero for antiferromagnética. Embora os resultados nao sejam exa-
tamente iguais, podemos ter uma estimativa da ordem de grandeza da temperatura de
emaranhamento T, para diferentes dimeros de spin S.

para a suscetibilidade. Os parametros ajustados do modelo sao apresentados na Tabela
4.2. Como pode ser visto, todas as trés amostras podem ser descritas pelo Hamiltoniano
HDVYV. Para maiores detalhes sobre a caracterizagao do material indicamos a referéncia
[169].

Na Fig.4.11 mostramos a determinacao experimental de E'W para os trés compos-
tos. Como previsto na Tabela 4.2, somente os que tém interagao antiferromagnética
apresentam emaranhamento e a estimativa de T, estd em concordancia com as obtidas

experimentalmente.

73



160 5

Mn

—4

12}

x 1.5

XT (uB K/FU.Oe)x10
[e0]

0 100 200 300 400

T(K)
Figura 4.10: Suscetibilidade magnética vezes
temperatura (x 7' versus temperatura (T"). Os
circulos sao os dados experimentais e as linhas
sOlidas sao as previsoes tedricas obtidas a partir
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Figura 4.11: Testemunha de emaranhamento

para trés oxidos metalicos de transicao. Para
o manganés e o cobre (interagao antiferromag-
nética), EW fica menor que zero, mostrando
a existéncia de emaranhamento entre os spins.
Para o composto de ferro, a EW nunca fica
menor que zero porque 0 mesmo possui intera-
¢ao ferromagnética. Grafico interno: Resultado
destacando em torno de 7T,.

4.4 Emaranhamento térmico acima da temperatura am-

biente

A determinacao de uma temperatura de emaranhamento 7T, é algo que pode ser

bastante 1til porque através do controle desse parametro fisico, que como foi apresentado

esta ligado a estrutura do material, podemos manipular o grau de emaranhamento num

magneto molecular. Nessa secao mostraremos que uma familia de magnetos moleculares,

os carboxilatos metalicos, apresentam emaranhamento entre seus spins até temperaturas

acima da ambiente. Essa persisténcia serd comprovada a partir da suscetibilidade mag-

nética do composto {Cuz(O3CH)4}{Cu(O2CH)q(2—metilpiridina)s}, onde veremos que

T, ~ 630 K. Mostraremos também que o sistema mantém o emaranhamento maximo en-

tre os spins até T' =~ 100 K e a desigualdade de Bell ¢ violada até a temperatura ambiente

(=290 K) [152].
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Figura 4.12: Conformacgoes dos carboxilatos metalicos. O comportamento magnético
dessa classe de materiais depende fortemente dessas conformagoes.

4.4.1 Descricao do composto

Os carboxilatos metalicos [171-174] sdo compostos que podem apresentar uma grande
variedade de topologias, composicoes e conformagoes, como pode ser visto na Fig.4.12.
Uma conformagao particularmente interessante é a Syn-Syn. Essa conformagao permite
uma interagao antiferromagnética entre os fons (unidades M na figura) de centenas de or-
dens de grandeza em magnitude. Apesar de sua forte interacao intra-dimero, os compostos
que apresentam essa configuracao mantém o carater de baixa dimensionalidade devido a
grande distancia entre os centros magnéticos. Em contrapartida, as configuragoes Syn-
Anti e Anti-Anti exibem uma interagao magnética um tanto fraca, que podem ser tanto
ferromagnética quanto antiferromagnética, dependendo principalmente da natureza do
grupo ligante (unidades L na figura) e da planaridade do grupo carboxilato.

Contudo, para o estudo do emaranhamento escolhemos um composto especifico, o
{Cuz(0O3CH)4} {Cu(O2CH)y(2—metilpiridina)s}, que consiste em dimeros e monoémeros
de fons de cobre. Nesse composto, os dimeros de cobre estao na configuracao Syn-Syn,
que permite uma forte interacao magnética entre os fons, e os mesmos estao conectados
atraves de uma configuracdo Syn-Anti aos mondmeros de cobre (ver Fig.4.13). Esta
estrutura alternada de dimeros-monoémeros se estende em uma direcao formando uma
cadeia, ou uma progressao Syn-Syn-Anti, onde a interagdo magnética entre os ions do
dimero ¢ forte e fraca entre o dimero e o monémero [152].

Sendo a interacao magnética presente na conformagao Syn-Anti tipicamente mais
fraca que a presente na Syn-Syn [175,176|, as propriedades magnéticas do composto podem

ser modeladas considerando uma superposicao da suscetibilidade de um dimero com uma
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Figura 4.13: Visao detalhada da estrutura do composto {Cuy(O2CH),} {Cu(O2CH), (2-
metilpiridina), }. a) Unidade de dimero de cobre, b) Unidade de monémero de cobre e c)
visao da estrutura alternada de dimeros-monomeros.

suscetibilidade do tipo Curie-Weiss:

X = Xd + Xm (4.20)

O primeiro termo corresponde & suscetibilidade magnética do dimero, que para campos

magnéticos baixos pode ser escrita como [170]:

(9#3)2 2
kBT 3+€_J/kBT

Xd = (4.21)

onde g ¢é o fator de Landé, up é o magneton de Bohr e kg é a constante de Boltzmann. O
segundo termo da Eq.(4.20) representa a suscetibilidade magnética do monémero e, tendo
o mesmo somente interagao com o campo magnético estatico, tem o comportamento da
lei de Curie, x, = C/T. Os resultados experimentais foram ajustados segundo esse
modelo e os parametros que foram obtidos mostraram que J/kg = —693.15 K, g = 2.21
e C =702x10° K ugp FU™! Oe™!. Na Fig.4.14 mostramos uma comparacao entre o

modelo e os dados experimentais.

4.4.2 Emaranhamento e violacao da Desigualdade de Bell

Para detectar o emaranhamento nesse composto, podemos usar a testemunha de
emaranhamento definida na Eq.(4.15). Na Fig.4.15 mostramos a testemunha de emara-
nhamento obtida a partir da sua suscetibilidade magnética medida experimentalmente

(em azul) e a comparac¢ao com o resultado a partir da Eq.(4.21) (em vermelho), am-
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Figura 4.14: Suscetibilidade magnética em fungao de temperatura com um campo aplicado
de 100 Oe. Os circulos sao os resultados experimentais e a linha continua os resultados
tedricos baseados no modelo de dimero-monomero.

bos em func¢ao da temperatura. Como pode ser visto, a testemunha permanece negativa

até proximo da temperatura ambiente, mostrando a presenca de emaranhamento no sis-

tema [152].
Tendo detectado a presenca do emaranhamento no sistema, podemos quantificé-lo.
Para tanto, podemos usar a quantidade definida na Eq.(2.23), a concorréncia. Portanto,

sendo o Hamiltoniano de um dimero dado pela Eq.(4.11), com H = 0:
H=-JS:-S, (4.22)

Temos que o operador densidade do estado de equilibrio térmico desse sistema, pg, sera

dado por:

1
pa= P/ 5152 (4.23)

onde f = 1/kgT e Z = Tr (eﬁ‘] Sl'SQ) é a funcao de particao. Podemos calcular a con-

corréncia usando que para dois g-bits de spin 1/2 com interagao de primeiros vizinhos
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Figura 4.15: Testemunha de emaranhamento derivada de medidas da suscetibilidade mag-
nética. Os circulos sao os resultados experimentais e a linha continua os resultados teéricos
baseados no modelo de dimero-mondmero.

antiferromagnética (J < 0) a mesma ¢ definida como [63]:

C = %max [0, —(S; - Ss) — 1] (4.24)

onde (S; - Sy) = Tr(pg S1 - Sa). Assim é possivel mostrar que:

C = max {0, —H% + 1} (4.25)
— max {0, _3ks gi;)f/ LI 1} (4.26)

A Eq.(4.26) mostra que a concorréncia de um dimero estd também relacionada
com a suscetibilidade magnética, que por sua vez pode ser obtida experimentalmente. Na
Fig.4.16 mostramos a concorréncia calculada de acordo com a Eq.(4.26). A linha continua
é o resultado teodrico a partir da Eq.(4.25) com os parametros g, J e C' mostrados ante-
riormente. Deve-se notar que os spins do dimero se mantém maximamente emaranhados
até aproximadamente 100 K. A partir da Eq.(4.25) podemos estimar que a temperatura

abaixo da qual o emaranhamento existird ¢ T, = —J/kp In3 ~ 630 K, que é muito
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Figura 4.16: Concorréncia em funcao da tempe- Figura 4.17: Valor médio do operador de Bell
ratura. Os circulos sao os resultados experimen- em fungao da temperatura. Os circulos sao os
tais, baseados na Eq.(4.26), e a linha continua  resultados experimentais baseados na Eq.(4.31),
os resultados teoricos, baseados na Eq.(4.25). e a linha continua os resultados, tedricos basea-

dos na Eq.(4.30).

acima da temperatura ambiente. E importante enfatizar que o alto valor da integral de
troca J é devido & conformagao Syn-Syn e portanto qualquer material que apresente tal
configuragao sera forte candidato a possuir emaranhamento a altas temperaturas [152].
Uma forma de corroborar a existéncia do emaranhamento ¢ a violagao da desigual-
dade de Bell. Um teste da desigualdade de Bell para dois g-bits envolve um conjunto
de fungoes de correlagdo dos momentos magnéticos ao longo de diregoes especificas [28].
Para um sistema de dois spins 1/2, o teste envolve a medida do valor médio do operador

de Bell dado por [177,178|:

B:nl-S®(n2-S—n4~S)+n3~S®(n2-S—n4-S) (427)

Na equagao acima, n-S é a projecao do spin na direcao n. Para qualquer estado separavel,
o valor médio da Eq.(4.27) satisfaz a relagao |(B)| < 2, caso contrario o sistema apresenta
estados emaranhados [8].

Existe um conjunto de diregoes particular para qual a violagao da desigualdade

de Bell é maxima. O estado fundamental de um dimero antiferromagnético apresenta
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violagdo méaxima da desigualdade de Bell se escolhermos [178]:

(—=1,0,—1)
—\/5 )
(—=1,0,1)

n; = (0,0,—1), mny=

ns — (—1,0,0)7 nyg = (428)

Usando essas diregoes, que sao as mesmas do Capitulo 2 (Eq.(2.7)), na Eq.(4.27), o

operador de Bell se torna:
B=vV2(0.®0.+0,®0,) (4.29)

Para calcular o valor médio da equagao acima devemos calcular as correlagoes (0, ® o)
e (0, ® 0,) usando o operador densidade definido na Eq.(4.23). Isso permite mostrar

que [152]:

(B) = 4v3 ’ —1’ (4.30)

3+e BT 2
. kT (X C/T) 1
- V2 (g 18)? 2‘ 3

A partir da Eq.(4.31) é possivel verificar se o sistema viola a desigualdade de Bell
usando a suscetibilidade magnética. Na Fig.4.17 mostramos o valor médio do operador
de Bell em funcao da temperatura a partir dos dados experimentais e tedricos. Como
pode ser visto, a violagao da desigualdade de Bell se mantém até T~ 290 K e a violagao
méxima se mantém até T' ~ 100 K. Isso é compativel com o resultado anterior obtido a

partir da concorréncia corroborando a existéncia de emaranhamento [152].

4.5 Conclusoes parciais

Neste capitulo estudamos o emaranhamento térmico em magnetos moleculares. Foi
mostrado, em diferentes compostos, que tal efeito de natureza quantica pode exitir a
temperatura ambiente. Portanto, como o emaranhamento é recurso fundamental para a

computacao quantica e também no processamento da informagao quantica, esses materiais
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sao de grande valor do ponto de vista tecnologico.

E importante enfatizar que os métodos aplicados nesses estudos permitem a de-
tecgao e quantificagao do emaranhamento nos magnetos moleculares através de um tnico
observavel termodinamico, a suscetibilidade magnética. Partindo de modelos simples onde
levamos em conta mondémeros, dimeros e trimeros de spins conseguimos obter a descri¢ao
tedrica do comportamento magnético dos compostos que apresentaram um grande acordo
com os dados experimentais de suscetibilidade magnética. Isso é de grande importancia
porque nos permite analisar o surgimento de tal fendémeno quantico nesses materiais, sua
relagao com a estrutura cristalina dos mesmos e também formas de manipula-lo. Com
esse entendimento, temos a possibilidade de propor e projetar novos magnetos moleculares
onde o grau e o tipo de emaranhamento possam ser obtidos através de sua geometria e das
caracteristicas das interagoes de troca entre os spins. Esperamos com isso ter um melhor
controle sobre a manifestacao desse efeito quantico nos magnetos moleculares, tendo em

vista a sua aplicabilidade.
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Capitulo 5

Resultados 1I: Simulacoes quanticas de
sistemas magnéticos e dinamica do

emaranhamento através da RMN

Neste capitulo apresentaremos uma forma de simular os parametros dos sistemas
térmicos através da RMN. Veremos que nessas simulagoes podemos relacionar pulsos de
RF (largura e amplitude) com a temperatura do sistema a ser simulado. Além disso,
serd mostrado um estudo ainda preliminar sobre a dindmica de um estado pseudo-puro
emaranhado em um sistema de RMN. Tal dindmica apresenta morte subita do emaranha-
mento e esse evento acontece em um instante de tempo relacionado ao tempo de relaxacao

spin-spin. Os trabalhos referentes a essas discussoes sao as referéncias [179,180].

5.1 Introducao

Como discutido no Capitulo 3, a RMN pode ser vista como um instrumento poderoso
para testar algoritmos quénticos. Grande parte da capacidade da RMN de processar a
informagao quantica vem do fato de que os pulsos de RF sao equivalentes a transformacoes
unitarias, e portanto podem ser muito bem controladas, permitindo uma manipulacao
dos estados quanticos de um dado sistema [181,182|. Esse tipo de manipulagao torna

possivel gerar protocolos para processar e armazenar a informagao quantica [99,115]. Em
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Figura 5.1: Espectro de equilibrio térmico de uma amostra de cristal liquido liotrépico
contendo niicleos de 2*Na. Esse material consiste de niicleos de s6dio que apresentam
interagao quadrupolar diluidos em uma matriz de cristal liquido. Tal sistema ¢é equivalente
a um sistema de dois g-bits.

particular, tais manipula¢oes permitem a simula¢ao de sistemas quanticos 28,111,183,
184].

No método tradicional de simulagao por RMN, a dindmica quéantica de um dado
sistema pode ser simulada através do mapeamento do Hamiltoniano do sistema no Hamil-
toniano de RMN. Contudo, a seguir veremos uma forma de simular sistemas térmicos por
RMN a partir da matriz densidade. Também veremos a simulacao da dindmica de um
estado emaranhado através da RMN. Todos os experimentos foram feitos usando uma
amostra contendo niicleos de »*Na, dissolvidos em um cristal liquido liotrépico, que é um
sistema de RMN que apresenta intera¢ao quadrupolar e spin nuclear I = 3/2 [185]. O
sistema de RMN em questao, como visto no Capitulo 3, Secao 3.4, é equivalente a um
sistema de dois g-bits. Os experimentos de RMN com os niicleos de ?*Na foram feitos no
espectrometro VARIAN INOVA de 9.4 Tesla do grupo de RMN da USP de Sao Carlos, us-
ando uma sonda para o estudo de materiais no estado sélido. O acoplamento quadrupolar
era de aproximadamente ;—?r ~ 25 kHz, e a amostra foi mantida a temperatura ambiente.

Na Fig.5.1 é mostrada um espectro de equilibrio térmico tipico de tal amostra de
cristal liquido liotrépico contendo niicleos de 2*Na. Na Fig.5.2 é mostrado a tomografia

do estado quéntico da matriz densidade de desvio do estado de equilibrio. Como se
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Figura 5.2: Tomografia de estado Figura 5.3: Parte real da tomografia de estado
quantico da matriz densidade de quantico das matrizes densidade de desvio que
desvio do #Na (I = 3/2). Lado di- representam estados pseudo-puros.

reito: parte real da matriz densidade

de desvio; Lado esquerdo: parte

imaginaria da matriz densidade de

desvio.

pode notar, a parte imaginaria é praticamente nula. Na Fig.5.3 é mostrada a tomografia
de estado quantico das matrizes densidade de desvio que representam diferentes estados
pseudo-puros. Nesse caso, mostra-se somente a parte real da matriz densidade de desvio
porque é a relevante nesses estados [128]. Esses graficos mostram que a manipulagao,

através de pulsos de RF, dos niveis de energia da amostra nos permite a implementagao

de algoritmos quéanticos.

5.2 Simulacao do ordenamento ferromagnético

Usualmente os modelos magnéticos sao baseados no Hamiltoniano de Heisenberg
[186-188]:
Hz—guBS-BO—JZSk~Sk+1 (51)
k

onde J é a energia de troca, e S; é o spin do k—ésimo sitio magnético da rede. Uma

simplificagao comum é considerar somente a componente z do spin:

H= —gUB Sz BO —J Z Sz,k: Sz,k—l—l (52)
k
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Em uma aproximacgao de campo médio, o operador S, ;41 € substituido pelo seu
valor médio térmico (S,)r. Considerando somente a intera¢ao com os primeiros vizinhos,

o Hamiltoniano (5.2) se torna:
H=—gupS-Bo—JnY S.p(S)r (5.3)
k

onde n é o ntimero de primeiros vizinhos' do 4tomo no k—ésimo sitio da rede. Por outro

lado, o valor médio de S, esta associado a magnetizacao M do sistema por:

(Su)r = % — Te(p(T)S.) (5.4)

onde p(7T') é a matriz densidade de equilibrio térmico do Hamiltoniano (5.2).
Considerando que a componente z do momento magnético esta relacionada com a

Componente z do Spin por u, = gup SZ, tem-se que:
Jn
H = — Uy BO — Iu— ZILLZJC M (55)
B

O Hamiltoniano acima pode ser visto como aquele que descreve a interacao entre

um momento magnético p, e um campo B:
H=—u.B (5.6)

sendo o campo B dado por:

B=DBy+AM (5.7)

onde A = Jn/(gug)? é o parametro de campo médio.

Em contrapartida, a magnetizagdo dada na Eq.(5.4) pode ser escrita como:

M = gpTr (p(T)5:) = g up S Bs(z) (5.8)

Por exemplo em uma rede ciibica simples, rede SC (simple cubic), n = 6, ja4 numa rede de corpo
centrado, rede BCC (body-centered cubic), n = 8.
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onde p(T) é a matriz densidade de equilibrio térmico, x = gup B/kgT e Bs(x) é a fungao

de Brillouin. Para S = 3/2, a fungao de Brillouin pode ser escrita como:

2M 2 1 T
Bao(z) = — 22 coth(22) — = coth (% .
3/2(T) 390n 3 { coth(2x) 5 cot (2>} (5.9)

Essa expressao representa a magnetizacao de um sistema de quatro niveis e também pode
ser obtida através da matriz densidade de equilibrio térmico, p(7), onde as populagoes

sao dadas por?:

poo(T) = %esz;?B
pon(T) = %e_Qg’:;BTB
p1o(T) = %e;’;;BTB
pi(T) = %6225%3 (5.10)
onde:
Z =2 [cosh (‘Z'Zi?) + cosh (%)} (5.11)

é a funcao de particao do sistema.

Para um sistema de spins paramagnéticos, o campo B ¢ apenas o campo externo
By. Ja em uma aproximagao de campo médio, como mostrado na Eq.(5.7), a interagao
de troca é parametrizada por um campo efetivo B = By + A M, onde \ é o parametro de
campo médio. Portanto, na aproximagao de campo médio, a Eq.(5.8) deve ser resolvida
de forma auto-consistente.

Por outro lado, como foi visto no Capitulo 3, a matriz densidade de um estado
pseudo-puro de dois g-bits pode ser escrita como:

_1—6
P=3

T+ ep (5.12)

2Rotulamos as populacdes como poo, Po1, P10 € pi1, seguindo notacdo utilizada para a base com-
putacional. Tais estados sao rotulados em ordem crescente de energia, de acordo com a literatura de
Computagao Quantica.
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onde € &~ 107°. Na Eq.(5.12), somente o termo p; pode ser manipulado através dos pulsos
de RF e detectado num experimento de RMN. Tal manipulagao nos permite simular outros
sistemas simplesmente modificando as distribuicoes de populacao. Assim, partindo do
estado inicial:

pr = [00)(00| (5.13)

podemos gerar outras distribuicoes de populacao através de pulsos de RF aplicados nas
diregoes x e y. Esses pulsos sao genericamente representados pelo operador de rotacao

[179]:

Ry y(04,08,04,98) = R:(04) ® R:(0p) @ Ry(d4) @ Ry(ép) (5.14)

onde:
R.(0;) = Icos(0;/2) +io, sin(0;/2), (5.15)
Ry(¢;) = Icos(¢;/2) +ioy, sin(¢;/2), (5.16)

o indice i representa os ¢-bits A e B, e 0; e ¢; representam o angulo de rota¢ao em torno
das diregdes z e y, respectivamente. Portanto, aplicando o operador dado na Eq.(5.14)

no estado dado na Eq.(5.13), ou seja:

Rm,y(GAa 937 ¢A7 QSB) |00> <00| Rl,y(efh 837 ¢A7 ¢B) (517)

obtemos as seguintes populagoes [179]:

Poo = }l(l—FCOS@A cos pa) (1 + cosfp cos dpp),
Por = }1(1+0030A cos pa) (1 — cosfp cos dp),
o = i(l —cosf cosy) (1 + coslp cospp),
P = %1 (1 —cosf cosga) (1 —cosbp cosop) (5.18)

Portanto, controlando os pulsos a partir dos angulos 64, 0, ¢4 € ¢, podemos fixar as

populagoes dos estados.
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[ 64 [ 05 [ 6a [ 05 [TK)]
06 | 1796 | 0.8 | 178.9 1
0.5 10.3 0.3 1.7 20
11.1 | 156.7 | 10.3 | 146.7 43
26.5 6.8 176 | 55.9 58
16.2 | 64.1 | 44.1 | 24.0 68
1314 | 21.6 | 132.6 | 75.1 76
131.8 | 63.0 | 92.2 | 884 82
91.3 | 89.0 | 914 | 94.6 100
20.6 | 89.7 90 104.2 | 120

Tabela 5.1: Célculo tedrico dos angulos de rotagao dos spins (em graus) e sua relagao com
a temperatura simulada. Como pode ser visto, a temperatura proxima de zero equivale
a pares de angulos muito proximos em magnitude. Esse exemplo se refere ao caso da
transigao de fase de segunda ordem na qual By = 0 (ver texto).

Com isso, podemos simular o ordenamento ferromagnético eletréonico dado pela
evolugao da magnetizagao, descrita na Eq.(5.9), com a temperatura, utilizando em um sis-
tema de spins nucleares e campos de RF. Porém, para obtermos as populagoes de RMN a

partir das descritas nas Eqs.(5.18), precisamos utilizar o conceito de distancia de trago [3]:
]' /
D=5 Tllp = /) (5.19)

Minimizando numericamente a distancia de trago de tal forma que D ~ 0 (< 1073)
¢é possivel encontrar uma seqiiéncia de pulsos de RF equivalente a cada temperatura.
Isso estabelece uma relagao entre os angulos de rotacao dos spins e a temperatura, como
exemplificado na Tabela 5.1. Todos os operadores de rotagao foram implementados através
da técnica de SMP (ver Cap.3) e as matrizes densidade foram reconstruidas utilizando o

método de tomografia de estado quantico descrita nas Refs. [138,145].

5.2.1 Transicao de fase de segunda ordem

Sistemas ferromagnéticos descritos pela Eq.(5.8), onde B = By + A M, apresentam
transicao de fase de segunda ordem. Para By = 0 é possivel obter a temperatura critica

do sistema, T, = ¢? A\ S(S +1)/3 kp.
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Figura 5.4: Resultados tedricos (linhas continuas) e simulagoes de RMN (circulos). Como
pode ser visto, os resultados da simulacao de RMN para By = 0 e para By = 6 T estao
em grande acordo com os tedricos.

Na Fig.(5.4) esta apresentado o calculo tedrico e a simulagao por RMN da magneti-
zagao em fungao da temperatura para um sistema ferromagnético como o descrito acima.
As linhas continuas representam a fun¢ao de Brillouin onde By = 0 e By = 6 Tesla. Os
circulos sdo a simulacdo de RMN. E interessante ver a concordancia entre o resultado
teorico e a simulacdo de RMN, tanto para campo zero, quanto para diferente de zero. E
oportuno lembrar que a amostra ¢ mantida por todo o experimento em um campo de 9.4

T a temperatura ambiente.

5.2.2 Transicao de fase de primeira ordem

Entretanto, adicionando um termo extra na aproximagao de campo médio da seguinte
forma B = By + AM + X M3, onde X' < ) (tipicamente X' /X ~ 1072), o modelo apre-
sentara transicao de fase de primeira ordem. Além disso, a transicao de fase presente em
tal sistema apresenta também histerese térmica [189,190]. Essa histerese aparece devido
a diferenca no comportamento da energia livre de Gibbs ao aumentar temperatura e ao
baixar a temperatura [190].

A Fig.(5.5) apresenta a simulagao de RMN de tal sistema. As linhas continuas sao
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Figura 5.5: Resultados teoricos (linhas continuas) e simulagoes de RMN (circulos). Para
By = 0, surge uma histerese térmica e é bem descrita pela simulagao de RMN. Para
By > B., o salto na magnetizacao desaparece e também é bem descrita pela simulacao de
RMN.

os célculos numéricos da funcao de Brillouin com B = By + AM + X M?3 e os circulos
sao as simulacoes de RMN. Para By = 0, existe transicao de fase de primeira ordem.
Na Fig.(5.5) pode ser visto o sistema ao aumentar a temperatura e ao baixar a mesma.
A simulagao de RMN descreve bem a histerese térmica esperada teoricamente. Para
By > B., é teoricamente esperado que a histerese térmica nao seja mais aparente. Isso

também é bem descrito pela simulacao de RMN.

5.3 Dinamica do emaranhamento

Na Segao 2.5 vimos como, de maneira geral, pode-se estudar a dinamica do emara-
nhamento. Tal estudo também pode ser feito em sistemas de RMN. No Capitulo 3, vimos
que a evolugao de um sistema de RMN esté ligada a relaxagao do mesmo. Essa relaxacao
nuclear é devido aos processos de movimento molecular aleatérios. Uma das formas de
entender os efeitos desses processos ¢ usando uma abordagem da matriz densidade de-
nominada Teoria de Redfield [191]. A teoria de Redfield ¢ um tratamento semi-cléassico

no qual o sistema de spins e a rede sao considerados como entidades quanticas e classicas,
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respectivamente.

A teoria de Redfield resulta na equag@o mestra [192]:

—dp%;(t) = Z ellwmn—wi)t 1 pE(t) (5.20)
el
onde wy,, = (F, — E,)/h é a freqiiéncia de ressonancia que conecta os estados m e n
associados ao Hamiltoniano estatico Hy e R,..x representa o operador de relaxacao de
Redfield, que possui a informagao fisica dos processos que dao origem a relaxagao dos
elementos da matriz densidade [193].

Enquanto os elementos diagonais pZ(t) levam em conta a dependéncia temporal das
populacoes dos auto-estados associados com a relaxacao longitudinal, os elementos fora
da diagonal pgf (t) descrevem a dependéncia temporal das coeréncias entre os auto-estados
associados com a relaxacgao transversal [192] (para maiores detalhes ver [194]).

Como vimos também no Capitulo 3, através de pulsos de RF e médias sobre variaveis
de magnetizacao, podemos criar um estado isomoérfico a qualquer estado puro, sendo
esses estados denominados estados pseudo-puros (PPS). Portanto, utilizando estados PPS
juntamente com a teoria de Redfield, podemos estudar a evolugao de um estado pseudo-
puro emaranhado. Assim, seja o estado inicial emaranhado [¢) = «|00) 4+ F|11), temos

que a matriz densidade do mesmo é dada por:

a> 0 0 af
0 00 O

0 00 O

aB 0 0 3

onde a? + 3?2 = 1. Lembrando que a evolucao de um sistema de RMN ¢é dada pela matriz
densidade de desvio, Ap, as equacoes de evolucao que se pode obter através da teoria

de Redfield, para um sistema de ntcleos quadrupolares, cujo estado inicial é dado pela
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Eq.(5.21) sao [193]:

1
Apoo(t) = g 1 (R e /T _ (R, + Ry) e—t/T12}
1 1
Apu(t) = 5T 1 [Ry e /T 4 (Ry — Rg)e™"/T22]
1 1
ApZQ(t) = _5 + Z [Rl et/ (RQ — R3) e—t/T12}
3 1 /T Lt
Apas(t) = 35 =7 [Rie ™ 4 (Ry+ Ry)o/™]
Bou(t) = Ree™ (5.22)

onde podemos ver que as populagoes apresentam um decaimento segundo duas exponen-
ciais e a coeréncia por uma unica exponencial. Para obter a matriz densidade devemos

calcular [138]:
1 [(2" 1)

p(t) = on 5

Ap(t) + 1 (5.23)

onde n = 2 é o namero de g-bits, S = 3/2 é o nimero de spin nuclear e I a identidade.

Portanto, obtemos que [180]:

1
poo(t) = 1-— S [Rye /Tt — (Ry + Ry) e /712]
1 1
Pll(t) = 5 + g [Rl e_t/TH + (Rg — R3) e_t/T12]
1
pe(t) = S [Rl e t/Tu _ (Ry — R3) e—t/Tu}
11 —t/T —t/T
p33(t) = 373 [Rie " + (Ry + Ry) e /712
Ry _
pos(t) = 74 e VT2 (5.24)

onde a matriz densidade fica dada por:

poo(t) 0 0 po3(t)
= | O om0 0 (5.25)
0 0 p2a(t) 0
pos(t) 0 0 pss(t) |
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Figura 5.7: Evolugao temporal da coeréncia

referente a um estado inicial [ T) = % referente a um estado inicial [¢p*) = %
Como pode ser visto, o tempo de decaimento da
coeréncia é equivalente ao tempo em que ocorre
a morte subita do emaranhamento.
e:
R, -2
R2 2 (ﬁQ - Oz2) —4
R3 2 (8% —a?) —2
Ry 20 (5.26)

Todavia, a dinamica do emaranhamento pode ser calculada a partir da concorréncia

da evolugao temporal da matriz densidade. Como nesse caso p(t), Eq.(5.25), é equivalente

a uma matriz de estado X (ver Eq.(2.26)), temos que a concorréncia ¢ dada por [180]:

onde:

A(t) = pos(t)] — v/ p11(t) paa(t)

C = 2max|0, A(?)]

(5.27)

(5.28)

Utilizando as expressoes das Eqs.(5.24), juntamente com as expressoes das Eqs.(5.26),
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Figura 5.8: Dindmica do emaranhamento do estado [¢)"). Existe um grande acordo entre
teoria e experimento. Deve-se notar que a morte sibita do emaranhamento surge num
instante de tempo em torno de 7.

podemos re-escrever A(t) como [180]:
1
A(t) _ aﬂe_t/TQ . Z [(2 . e—t/Tu _ e—t/T12) (_e—t/Tu 4 e—t/le)}l/2 (529)

Essas expressoes, tanto para a evolucao temporal da matriz densidade quanto para a
evolucao temporal da concorréncia, nos permitem estudar a evolucao do estado inicial
dado pela Eq.(5.21). Especificamente estudamos o caso de um estado inicial dado pelo
estado de Bell [¢T) = %, ou seja, « = = 1/4/2. Na Fig.5.6, vemos a evolucao
temporal, medida experimentalmente, das populacoes da matriz densidade. Na Fig.5.7,
vemos a evolucdo temporal da coeréncia também medida experimentalmente. E possivel

ver que para a coeréncia, o tempo de relaxagao é dado por T, = (13.31 4 0.17) ms [180].

Entretanto, para esse mesmo estado de Bell, [¢)1), temos que:

A(t) _ %e—t/TQ . i [(2 . e—t/Tn _ e—t/T12) (_e—t/Tu + e—t/T12>}1/2 (530)

Na Fig.5.8, vemos a medida experimental da concorréncia a partir das evolucoes das po-

pulagdes e da coeréncia e a comparacao com o resultado teérico, Eq.(5.30). E interessante
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notar que além do grande acordo entre teoria e experimento, surge o fenémeno da morte
stibita do emaranhamento e que o instante de tempo em que a mesma ocorre é em torno

5.4 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo, primeiramente estudamos como simular sistemas térmicos através
da RMN. Esse técnica difere das encontradas na literatura, onde a dindmica dos sistemas
¢ simulada através do Hamiltoniano de RMN, porque permite simular a matriz densidade
de um dado sistemas térmico simplesmente relacionando pulsos de RF a temperaturas.
Isso se deve ao fato de que, ao minimizarmos a distancia de trago, acabamos fazendo um
mapeamento das temperaturas em pulsos de RF. Portanto, essa nova forma de simular
os sistemas fisicos através da RMN abre uma nova perspectiva porque a mesma permite
levar em conta a evolucao de um dado sistema com a temperatura.

Num segundo estudo, apresentamos resultados preliminares da dinamica de emara-
nhamento em um sistema de RMN. Gerando o estado de Bell |¢T) = % por meio
de um estado PPS, podemos estudar como o mesmo evolui segundo a teoria de Red-
field, que determina a evolucdo temporal dos sistemas de RMN. E interessante notar que
a evolugao desse estado inevitavelmente leva & morte subita do emaranhamento. Além
disso, tal evento ocorre em um instante de tempo equivalente ao tempo de relaxagao spin-

spin. Isso talvez se deva ao fato de que a relaxagao de um estado de RMN sempre leve ao

estado de equilibrio térmico.
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Capitulo 6

Conclusoes e Futuros Trabalhos

6.1 Conclusoes

Nessa tese estudamos tanto os efeitos do emaranhamento térmico nos magnetos mo-
leculares, quanto a simulacao de sistemas térmicos e a dinamica de estados emaranhados
através da Ressonancia Magnética Nuclear. No Capitulo 4, vimos que o emaranhamento
nos magnetos moleculares pode ser detectado através de um observavel termodinamico,
a susceptibilidade magnética. A medida dessa quantidade nos permitiu determinar a
existéncia do emaranhamento a temperaturas finitas, o que é um fato surpreendente.
Além disso, foi mostrado que é possivel obter uma temperatura abaixo da qual o ema-
ranhamento é detectavel nesses sistemas e que essa temperatura, para uma classe desses
materiais, pode ser acima da temperatura ambiente. Isso é de grande importancia porque
nos permite estudar o aparecimento desse fenémeno quantico nesses materiais, sua re-
lacao com a estrutura dos mesmos e também como manipula-lo. Isso também nos da a
possibilidade de projetar novos magnetos moleculares onde o grau e o tipo de emaranha-
mento possam ser obtidos através de sua geometria e das caracteristicas das interagoes de
troca entre os spins. Tal controle sobre a manifestacao desse efeito quantico nos magnetos
moleculares permite uma vasta aplicabilidade desses materiais na computagao quantica.

Em contrapartida, no Capitulo 5 vimos uma forma de simular sistemas térmicos
através da RMN. Tal técnica difere das encontradas na literatura porque se baseia na

simulacao da matriz densidade de um dado sistema térmico. Foi mostrado que se pode
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relacionar os pulsos de RF a temperatura do sistema simulado possibilitando assim uma
simulagao da variagao da temperatura simplesmente alterando o pulso de RF. Essa nova
forma de simular os sistemas fisicos através da RMN abre uma nova perspectiva porque a
mesma permite levar em conta a evoluc¢ao de um dado sistema com a temperatura. Ainda
no Capitulo 5, apresentamos resultados preliminares da dinamica do emaranhamento por
RMN. Apos gerarmos o estado de Bell [¢)1) via um estado PPS, estudamos a evolugao
temporal do mesmo pela teoria de Redfield. Como foi descrito, o processo de morte stubita
do emaranhamento ocorre num instante de tempo equivalente ao tempo de relaxacao spin-
spin que determina, basicamente, o tempo de decaimento da coeréncia. Acreditamos que
isso se deva ao fato de que a relaxacao de um estado de RMN sempre leve ao estado de
equilibrio térmico.

Por fim, nesta tese mostramos como um efeito de natureza inteiramente quantica
como o emaranhamento pode persistir a uma temperatura finita, em alguns casos até
mesmo acima da temperatura ambiente, e como sua dindmica é influenciada por um
ambiente formado por spins nucleares. Mostramos também que através da RMN é possivel
simular sistemas térmicos. Como foi visto, todos os resultados experimentais confirmaram
as previsoes tedricas, o que corrobora as conclusoes descritas anteriormente. A seguir

descreveremos as perspectivas futuras relacionadas aos trabalhos aqui apresentados.

6.2 Futuros trabalhos

Emaranhamento térmico e computagao quantica com magnetos molecu-
lares: No ambito do estudo do emaranhamento térmico em magnetos moleculares, pre-
tendemos analisar como efeitos externos, tais como altos campos magnéticos e pressao,
podem alterar o emaranhamento no sistema. Como vimos na Secao 4.2, a aplicacao de
um campo magnético pode fazer com que sistemas que nao apresentam emaranhamento
se tornem emaranhados. Explorar essa evidéncia é extremamente interessante porque
podemos testar a criacao de emaranhamento e a protecao desses estados da descoerén-
cia através de campos magnéticos [195]. Além disso, o campo magnético pode induzir

transigoes de fase quénticas e um estudo detalhado, do ponto de vista experimental, da
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relacao destas com o emaranhamento seria interessante. Com relagao a aplicacao da
pressao, sabemos que a mesma é capaz de alterar a estrutura fisica dos materiais. Logo,
sabendo que o emaranhamento esté relacionado a tal estrutura, a influéncia da pressao
sobre esse efeito quéantico é algo que seria interessante estudar pois nao se encontra na
literatura algo que faca essa conexao.

Por outro lado, é sabido que o spin eletronico de sistemas de estado sélido ¢ um dos
mais promissores candidatos para o armazenamento e processamento da informacao quan-
tica. Nesse sentido, os magnetos moleculares sao muito interessantes para esse proposito
porque, como mostramos, seus spins apresentam um emaranhamento natural mesmo a
temperatura finita. Assim, nés iremos estudar a implementacao de algoritmos quéanticos,
através de portas logicas quanticas, em tais sistemas. Usando a técnica de ressonancia
paramagnética eletronica (EPR) pulsada, iremos estudar a criagdo de portas logicas quan-
ticas com os spins dos magnetos moleculares. Apos a identificacao do g-bit na estrutura
do material, ou seja, do spin ou grupo de spins que possa ser usado para manipular a
informagao quantica, implementaremos a EPR pulsada de forma a mudar o estado quan-
tico do g-bit e realizar uma porta légica quantica, como por exemplo a CNOT ou a
Hadamard [156,159,162,196]. Além disso, poderemos teoricamente planejar a implemen-
tagao de uma porta logica quantica, produzir um magneto molecular com a estrutura e
propriedades necessarias para tal porta logica, e realizar um experimento usando a EPR
pulsada no magneto molecular para testar a implementacao da porta logica. Isso pode
ser visto como uma engenharia molecular para computagao quantica.

Simulacoes quanticas por Ressonancia Magnética Nuclear: Como vimos,
a RMN ¢é uma poderosa técnica para o processamento da informacao quantica. FEsse
método que desenvolvemos para simular sistemas térmicos nos permitira estudar outros
sistemas térmicos através da RMN tal como os sistemas nos quais se observa o efeito
magneto-calérico. Usando esse método também poderemos simular magnetos molecula-
res para o estudo da influéncia dos fenémenos quanticos em propriedades macroscopicas
desses sistemas. Com isso poderemos prever comportamentos que sejam interessantes
para a implementagao tecnologica desses materiais, tal como a dindmica do emaranha-

mento. Assim, a simulacao de sistemas térmicos via RMN nos ajudara no design de novos
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materiais. Em contrapartida, o estudo da implementacao de protocolos para o armazena-
mento e manipulagao da informacao quantica através da RMN, nos permitira estudar,
via simulagao, como isso poderéa ser feito também nos magnetos moleculares. Esse estudo
serd complementar aos anteriores pois, nos permitira além de caracterizar e distinguir
os efeitos quanticos nesses sistemas, propor também modos de utilizacao dos magnetos
moleculares no processamento da informagao quantica e na computagao quantica.

Além disso, como esse método nos permite estudar sistemas térmicos através da
matriz densidade, poderemos simular sistemas que sao descritos pela estatistica nao-
extensiva [197,198]. Essa estatistica se baseia na entropia ndo-aditiva proposta por C.
Tsallis [199,200]. Essa teoria tem sido aplicada com sucesso em varias areas do conheci-
mento, desde mercados financeiros [201,202], passando por sistemas biologicos [203], indo
até a raios cosmicos [204]. Especificamente, essa teoria tem se mostrado de grande valia
na descrigao de alguns sistemas magnéticos [205-215|. Nesse sentido, poderemos estudar
a estatistica nao-extensiva através de simulagoes de sua matriz densidade por RMN e tam-
bém confrontar os resultados experimentais com alguns resultados teéricos encontrados
na literatura [216,217].

Por fim, apés concluirmos o estudo sobre a morte subita do emaranhamento que
mostramos nessa tese, iremos aprofunda-lo, de forma a entender qual é a influéncia do
ambiente criado pelo spins nucleares na dindmica do emaranhamento. Suspeitamos que
efeitos geométricos, tal como a fase de Berry [218,219], possam contribuir para esse

fendmeno [220].
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Apéndice A

Operacoes Locais e Comunicacao

Classica

Suponha que o sistema de interesse esteja no estado p;,, € que apresente uma intera-
¢ao com outro sistema que chamaremos de auxiliar, pg... Sendo a evolugao de um sistema
quantico descrita por transformagoes unitarias, temos que para esse sistema conjunto
(inicial mais auxiliar), pste, & evolucdo sera dada por U pipraU f. Assim, para obtermos
somente a evolugao do sistema de interesse devemos calcular pf, = Truuz (U protaU T), ou
seja, o trago parcial sobre o sistema auxiliar. Contudo, se o sistema auxiliar nao possui
correlagao com o sistema inicial, piorar = pPin @ Paus, €ssa evolucao é descrita pelos ope-
radores de Kraus [3,79]. O estado correspondente a medida do elemento i da base, cuja
probabilidade é p; = Tr(A; pi, AI), feita sobre o conjunto, é dado por:

A; pin Al

= Aipm A Al
’ Tr(A; pin Al) (A1)

onde p;, é o estado de interesse e A; sao matrizes conhecidas como operadores de Kraus.
A condigao de normalizagao da probabilidade implica que ), A; AZT = [. Essa operagao
de medida é conhecida como operacao quantica generalizada.

Tal operacao é de grande importancia no processamento da informacao quantica
pois permite a cria¢ao de operagdes quanticas locais (OL) via operadores de Kraus. Essas

operagoes servem para corrigir as perdas de informacao através do processo de descoerén-
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cia induzido pela transmissao de estados quanticos em longas distancias. Pode-se aliar
a essa transmissdo uma comunicagao classica (CC) de forma a coordenar as OL e assim
obter uma transmissao de estados com o minimo possivel de perda. Juntos esses dois
processos sao denominados Operagdes Locais e Comunica¢ao Cldssica (OLCC). A seguir
um exemplo para tornar mais clara essa idéia:

Imagine que seja criado o estado maximamente emaranhado:

+_ |00) 4 ]11)
) = — (A.2)

e um qg-bit é dado a Alice e outro a Bob. Cada um se desloca para seu laboratoério para
que possam a partir do estado inicial compartilhado promover a transmissao de estados

quanticos. A idéia é que, apos a medida, ambos obtenham o estado emaranhado:
|¢) = «|00) + G]11). (A.3)

Para tanto, Alice promove a intera¢ao do seu g-bit com o sistema auxiliar no estado |0},

obtendo:
00)4]0)5 +[01)a|1) 5

V2
Em seguida Alice promove a OL unitaria que faz |00) — «|00) + 5|11) e [01) — £]01) +
a|10), obtendo:

(A.4)

0)a(@[00)ap + B11) ap) + [1) a(B]10) ap + @|01) 4p)
NG .

(A.5)

Finalmente, Alice pode medir o estado do seu sistema auxiliar. Se ela encontrar o estado
|0) entao comunica Bob via CC (por exemplo telefonando) o resultado e nenhuma operagao
serd mais necessaria pois ambos compartilham o estado desejado. Caso contrario se Alice
encontrar o estado |1), apds ser informado via CC, Bob aplica a operagao o, em seu g-bit.

Assim de qualquer uma das formas ambos sempre obtém o estado desejado.
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O mesmo resultado pode ser obtido usando a Eq.(A.1) e os operadores de Kraus:

Ay = (a|0)(0]+BI1)(1]) @1 (A.6)
A = (BI{0] + [0)(1]) @ ([1)(0] + [0)(1]) (A7)

satisfazendo Ay Al + Ay Al =T e A;|)) = pi|¢), de tal forma que |§)(p| = Ao|eb) (| Al +
Ao} (WA}

Este simples exemplo serve também para mostrar que a partir de um estado emara-
nhado [¢3 ) pode-se criar outro também emaranhado |¢), mas com no maximo o mesmo
grau de emaranhamento que o inicial. Ou seja, o emaranhamento nao aumenta via OLCC.
Deve-se notar também que se o estado inicial compartilhado entre Alice e Bob nao fosse
emaranhado, é possivel mostrar a partir das Eqs.(A.1), (A.6) e (A.7) que nao teria como,

usando somente OLCC, obter-se um estado emaranhado.
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