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Teoria de Grupos

Um grupo G é uma colegdo de objetos {a} acrescida de uma operacao (o) definida entre todos
os seus elementos, onde 4 condigoes sao satisfeitas:

i) identidade: 3 um elemento t.q. ¥V ae G
ace=eoca=e

ii) fechamento: V a, b e G
aobeG

iii) inversa: Vae G, 3a~ ! € G t.q.

acal=aloa=e

iv) associatividade: V a, b, c ¢ G
(aob)oc=ao(boc)

obs:

a condicdo iii pode ser relaxada para a o a~! = e, ou seja nio é necessario que a inversa
a esquerda seja igual a inversa a direita, i.e. a~' o a # e

exemplo 1: grupo ciclico a™

Um grupo ciclico é um grupo com um numero finito de elementos gerado apartir de
poténcias de um de seus elementos e entao chamado de gerador do grupo. Em geral um
grupo ciclico pode possuir mais de um gerador. Pela propriedade de fechamento, nos
grupos ciclicos sempre existe um inteiro n tal que a™ = e. Este grupo é entao denomi-
nado grupo a”. Um exemplo é o grupo a* = {e,a, a?, a3} com geradores: a, a®>. Uma
possivel representacao pode ser encontrada no circulo unitario complexo onde teriamos
S
at = {1,6’7,6”,617}

Figura 1: representacio no circulo unitario do grupo ciclico a*



exemplo 2: grupo abeliano

Um grupo abeliano é um grupo onde todos os seus elementos comutam, i.e. ao b= b o
a. Uma maneira comum de se representar um grupo é através da sua tabela de elemen-
tos como mostrado abaixo. A maneira de se ler esta tabela é imediata; se por exemplo
quisermos saber qual é o resultado do produto a o b basta olharmos a posigao na tabela
cuja linha comega por a e a coluna por b. Para o grupo representado pela tabela da
esquerda este resultado seria a o b = c¢. Note que este grupo nao possui gerador ja que
qualquer elemento ao quadrado é igual a identidade, porém o grupo representado pela
tabela da direita possui dois geradores (a, c). Este 1ltimo grupo é equivalente ao a* do
exemplo anterior. Estas duas tabelas sao as inicas possibilidades para um grupo de 4
elementos. Podemos ver isto facilmente quando percebemos que devido as propriedades
de grupos cada linha e cada coluna nao pode possuir elementos repetidos.

o|T|o|0
o|T|io|o|o
TIo|0|v|®
olojo|T|T
ol |T|olo
o|T|o|0
o|T|o|0o|0
o|lo|T|v|®
vlo|lo|olT
Tlolo|o|o

Subgrupo Invariante

Seja um grupo G. Uma colecao de elementos H pertencentes a G é chamada de subgrupo de G se
satisfizer todas as propriedades de grupo. Desta forma é evidente que todo subgrupo necessariamente
contém a identidade. Seja H C G um subgrupo. Se paraV a € G e he H

aohoa ' € H,
entdo H é dito um subgrupo invariante de G. A idéia bésica é que H fica inalterado frente a atuacao

de qualquer elemento de @G, i.e. um elemento de G atuando em um elemento de H gera outro
elemento de H.

Classe & esquerda/ direita

Chamamos de classe a esquerda a colegdo de elementos na forma {ha}, onde a é um elemento
de G e h sao todos os elementos de um subgrupo H de G. Da mesma forma definimos classe a
direita por {ah}. Em geral ambas as classes ndo formam um subgrupo de G. Porém existe um caso
interessante quando H é um subgrupo invariante de G. Neste caso a classes a esquerda é igual a
classe a direita. De fato, para qualquer elemento a ¢ G temos

aoh=aohoa toa=h'oa h, h'e H.

Utilizando as classes a esquerda podemos construir um novo grupo com as mesmas regras de operagao
do grupo original. Sejam Ha e Hb duas classes a esquerda do grupo G. Para quaisquer dois elementos



hia e hob pertencendo respectivamente as classes Ha e Hb temos

hyoaohgob=hjohgoaob=hsoaob=
= (Ha) o (Hb) = H(ab)

Cada classe [Ha] funciona como uma classe de equivaléncia. Uma cole¢ao de objetos formam uma
classe de equivaléncia quando satisfazem uma relagao de equivaléncia (~) que é definida como uma
relagao que respeita trés propriedades:

i) a ~ a (reflexividade)
ii) Se a ~ b entdo b ~ a (simétrico)
iii) Se a ~ b e b ~ c entdo a ~ ¢ (transitividade)

De acordo com esta construgdo o elemento identidade serd o préprio subgrupo H. O mapa gerado
por esta relacao de equivaléncia é um homomorfismo, i.e. um mapa que preserva a operagao do
grupo original. O grupo gerado é chamado de grupo quociente e denominado por G/H.

Representacao de Grupo

No exemplo 1 j& nos referimos na representacdo do grupo a* de uma forma informal apelando
para o senso comum. Pretendemos aqui, sem nos delongar demais, tentar formalizar a idéia de
representagao de um grupo. Um grupo é um conceito abstrato onde estabelecemos correlagoes entre
seus constituintes, definindo assim a operagao do grupo. Uma representacdo T do grupo G é a
concretizacdo das relagbes entre os elementos do grupo através de objetos matemadticos (fungoes,
matrizes, vetores, tensores,...) tais que a operacgao do grupo seja preservada.

G 7(G)

aob=c ————> T(a)oT(b)=T(c)

A representagdo de um grupo nao é necessariamente univoca. Podemos associar mais de um
elemento de T a um mesmo elemento de G. Um exemplo de representacdo nado-univoca sdo o0s
espinores de Dirac. Esses espinores sao vetores quadri-dimensionais que servem como representagao
do grupo formado pela soma direta de duas representagoes irredutiveis do grupo de Lorentz, a saber
(0, %) @ (%, O). Esta representagao nao é univoca pois ao aplicarmos uma rotacao de 2w, o espinor é
levado em menos ele, R (27) ¥ = —¢. Uma vez que uma rotacao de 27 representa retornar a mesma
direcao, ambos os espinores representam o mesmo estado fisico.



Representacao Irredutivel

A defini¢é@o de representagao irredutivel requer o conceito de subgrupo invariante. Como j& men-
cionado anteriormente, um subgrupo invariante W C G é um subgrupo cuja aplicagdo de qualquer
elemento a € G reproduz novamente W, i.e. Vae Ge we W, aowe W. Um grupo G arbitrério possui
minimamente dois subrgrupos invariantes: {}, G.

Definimos entao representacdo irredutivel como a representacao na qual os Unicos subespacos
invariantes sdo o préprio grupo G e o vazio {0}.

exemplo:

um exemplo simples de representacao irredutivel pode ser dado para o grupo de rotagao
em 3 dimensdes J = {Jz, Jy, J-}. Como esses operadores nao comutam néao podemos dia-
gonalizé-los simultAneamente, mas podemos diagonalizar os operadores J2 e J,. Pode-se
mostrar que os autovalores desses operadoes sao proporcionais a j (j + 1) e a m respec-
tivamente, onde j e m sao inteiros positivos. Os subespagos com valores de j fixos sao
invariantes pela aplicacdo de qualquer um dos geradores J,, Jy,J, e ndo possuem ne-
nhum subespaco invariante contido neles, i.e. sao representacoes irredutiveis do grupo.

idéia : a construcao da representacgao irredutivel é feita para separar o grupo em subespagos
ortogonais. Esta representacao deixa o grupo separado no maior nimero de subgrupos
invariantes possivel e assim nos seus constintuintes mais bésicos.

Lema de Schur

O Lema de Schur tem sua importancia ao estabelecer a condicao para que uma dada repre-
sentagdo de um grupo G seja uma representagio irredutivel. A condigdo necessaria e suficiente
para que uma representacao V de um grupo G seja uma representagao irredutivel é V elemento
de A e Vtal que [A, T] = 0 para V Te V seja proporcional a identidade. Em palavras, qualquer
elemento do grupo que comute com todos os outros elementos tem que ser proporcional a identidade.

exemplo:

No exemplo anterior temos que [J27 Ji} = 0 para i = z,¥, z,. Devido ao lema de Schur
J? deve ser proporcional a identidade. E de fato ao calcularmos encontramos J* = 27.

Geradores de um Grupo

Em alguns grupos, porém nao necessariamente em todos, podemos encontrar uma classe de obje-
tos que nos ajudam a estudar a sua estrutura local. Estes objetos, chamados de geradores do grupo,
formam uma colegao S = {g1, go, . . .} que ndo sdo necessariamante elementos do grupo. Esta colegao
de objetos forma um sistema de geradores se a aplicagdo sucessiva de todas as suas combinagoes a
qualquer um dos elementos do grupo gerar todo o grupo. Note que qualquer combinacgao linear de



geradores de um determinado grupo é ainda gerador deste grupo.

exemplo:

No grupo ciclico a™ o elemento a é um possivel gerador do grupo. Ja no caso da repre-
sentacao do grupo ser unitaria, os seus geradores nao fazem parte do grupo, pois sendo
U=¢e*Ttalque UUT =1eaeR = T =TT. Assim T nao é unitario e nio faz parte
do grupo.

Nota: Operador de Casimir

Em fisica existe um objeto importante na classificagao de um grupo, que em geral esta
associado com alguma simetria da teoria, chamado de operador de casimir. Definimos o
operador de casimir de um grupo como o elemento, diferente da identidade, que comuta
com qualquer outro elemento do grupo. Pelo lema de Schur, se a representacdo for
irredutivel entao o operador de casimir tem que ser proporcional a identidade.

Grupo de Lie e Grupo Paramétrico

Um grupo de Lie é essencialmente um grupo de pardmetros continuos. Para formalizar melhor
a nocao de grupo de Lie vamos defini-lo de duas formas equivalentes. Para isto primeiramente
definamos o conceito de grupo paramétrico. Um grupo G é dito grupo paramétrico se for possivel
pelo menos localmente parametriza-lo por r parametros reais

g:g(tl7t27"~7t'r‘)

de forma que o produto e a inversa sejam fungoes continuas dos r parametros

g(s)gt)=g(f(ts)).

Um grupo de Lie nada mais é do que um grupo paramétrico onde a funcao que define a operagao
do grupo é uma fungao real analitica, i.e se a funcao puder ser expressa localmente como uma série
de Taylor em cada ponto do dominio de defini¢ao.

Podemos da mesma forma definir grupo de Lie de uma maneira mais usual entre os fisicos. Um
grupo de Lie G de dimensao r é uma variedade r-dimensional tal que o mapa inverso e a multiplicagao
(I(g) =gt e f(g1,92) = g192) sao do tipo C*. Cada ponto da variedade é um elemento do grupo
e a aplicacao de qualquer elemento g € G sobre G gera um difeomorfismo de G — G. Nao é dificil
perceber que essas duas definicbes sdo equivalentes, i.e. um grupo de Lie é necessariamente um
grupo de parametros continuos.

Geradores de grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo de pardmetros continuos e além disso também é uma variedade. Seja
entdo o grupo de Lie r-dimensional G. Cada elemento do grupo, i.e. cada ponto da variedade pode



ser caracterizado por r parametros independentes, de forma que podemos descrever seus elementos
na forma
a=a(o,qz,...,ar) =a(d)

onde implicitamente definimos a identidade do grupo por e = a(G). Em primeira aproximagao,
usando série de Taylor,

al@=-e+ Z Oa
k=1

dag

T
af =6+ E & o
k=1

a=0

onde & = a%lk _ sdo os geradores (infinitesimais) do grupo de Lie. Note que pela prépria definicao
o

os geradores do grupo nao dependem dos parametros usados para caracterizar o grupo.

Num grupo de Lie, conhecendo os seus geradores, podemos construir qualquer elemento finito
do grupo integrando ao longo dos parametros. Esta integracao pode ser feita atrdaves da aplicagao
sucessiva dos geradores do grupo. Tomemos um elemento infinitesimalmente préximo da identidade
a (0a). Usando uma representagao do grupo

Grupo Representagao
a (o) — T(a(da)) elemento do grupo
&k — Iy geradores

Podemos escrever o elemento infinitesimal do grupo como

T ks k
L ayy ko . @
oo = i 1(o(3)) =1+ Sorvtet =1+ i S0
k=1 k=1
Por outro lado, o produto de q vezes do mesmo elemento infinitesimal nos fornece

[T(a(da)]!=1+¢q ZFk saf = T(a(qéa)).

k=1
Assim podemos escrever,
L 1 < L
tow) = 7 (o(e5)) = [1(o(5)) = i, |1+ 3]

ie.| T(a(a)) = ek Trat

Esta expressao é valida nas proximidades da identidade de cada elemento de um grupo de Lie,
com r o parametros reais e I';, operadores de sua representacdo. No caso em que o grupo de Lie
é compacto e conexo pode-se mostrar que esta é a expressao geral de qualquer um dos elementos
deste grupo de Lie.



obs: Devido a estrutura dos grupos de Lie é suficiente para caracterizacao dos operadores
de Casimir a imposic¢ao de sua comutagao com os geradores do grupo, ja que desta forma
ele automaticamente ird comutar com qualquer outro elemento.

Agebra de Lie

Definimos como dlgebra de Lie G sobre R, o espaco vetorial G acrescido de uma operacao bilinear
[,]:G xG — G, tal que para quaisquer A,B,C € G as seguintes relagoes sao satisfeitas:

[A, B] = —[B, A] = A, A= 0 antisimétrica
[[A, B],C]+ (B, C],A]+[[C, A],B]= 0 identidade de Jacobi

Através do estudo de algebra de Lie podemos caracterizar certas propriedades interessantes dos
grupos de Lie. De fato, a todo grupo de Lie G existe uma édlgebra de Lie associada aos seus geradores
r;!

[[i, T;] = CETy

onde os ij sao as constantes de estrutura do grupo. Estas constantes, a menos de uma mudanga
de base dos geradores, caracterizam completamente a estrutura local do grupo de Lie. Fica faltando
apenas caracterizar as propriedades topoldgicas do grupo. Vale salientar que a relagao entre algebras
de Lie e grupos de Lie nao é univoca. Em geral, a cada algebra de Lie estd associada a mais de um
grupo de Lie.

Corolario
Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre dlgebras de Lie e grupos de Lie simplimente conexos. Um
grupo de Lie G conexo ¢é dito simplimente conexo se qualquer curva fechada em G, i.e. construida
pela parametrizagao do préprio grupo, puder ser deformada a um ponto. Este grupo é chamado de
grupo de cobertura universal da dlgebra.?

exemplo:

A algebra do momento angular caracteriza localmente o grupo de rotagao. A esta dlgebra
podemos identificar dois grupos de Lie: o grupo de rotagoes SO(3), e o grupo de spin
SU(2). Pode-se mostrar que o grupo SO(3) ndo é simplismente conexo, enquanto que
o SU(2) é o grupo de cobertura universal desta &lgebra. Este resultado ainda pode
ser estendido para mostrar que qualquer grupo SO(N) para N > 3 nao é simplismente
conexo, enquanto que qualquer SU(N) é simplismente conexo. O isomorfismo entre estas

dlgebras ¢ definido pelo mapa ¢;,(a) = 2tr{oj[a,ox]} onde a € su(2) e o sdo as
matrizes de Pauli. Se escolhermos a representacao onde a; = %oj encontramos
0 0 O 0 0 -1 0 1 0
pla)=|1 0 0 1 |, ¢lag)=1 0 0 O , ¢laz) = -1 0 O
0 -1 0 1 0 O 0 0 0

1«Group Theory in Physics”-Vol.2, Cornwell; Teorema 3 pag.388
24Group Theory in Physics”-Vol.2, Cornwell; cap 11.7



Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré é certamente um dos grupos matematicos mais importantes da fisica tedrica.
Sua primeira associacao direta com alguma estrutura da natureza advém das transformagoes entre
dois referenciais inerciais. Desta forma a sua estrutura revela uma das simetrias fundamentais da
natureza. Como veremos mais adiante a sua caracterizagao é também importante para a teoria
quantica da matéria pois postula-se que as particulas elementares estao intimamente relacionadas
com as representacoes irredutiveis do grupo de Poincaré.

Tentando explicar os resultados negativos do experimento de Michelson e Morley, Lorentz postu-
lou as leis de transformagoes entre dois referenciais inerciais hoje chamadas em sua homenagem de
transformacoes de Lorentz. Embora Lorentz a essa altura ja tivesse derivado as relacoes de contragao
espacial e dilatagdo temporal associada hé estas transformacoes, ele nao atribuia realidade a esses
conceitos. Lorentz, por exemplo, nao interpretava a coordenada temporal associado ao referencial
em movimento como a posicao do ponteiro de um relégio preso a este referencial.

Em 1904 no Congresso Internacional das Artes e das Ciéncias em Saint Louis, Estados unidos,
Poincaré formulou pela primeira vez o principio da relatividade o qual estabelece a completa igual-
dade entre quaisquer dois referenciais inerciais. Percebendo a sua importancia, Poincaré estudou a
estrutura matematica do grupo associado a estas transformagoes e foi o primeiro a interpretar esta
simetria através da invariancia do intervalo entre eventos, conceito definido abaixo.

A real contribuicao de Einstein, Lorentz e Poincaré ao desenvolvimento da Teoria da Relatividade
Restrita ainda é debate entre historiadores da ciéncia. Acredita-se que a devida interpretacao fisica
e esclarecimento do novo modo necessario de pensar deva ser atribuida a Einstein, embora grande
parte do desenvolvimento tedrico ja estivesse em construgao. E inclusive questionado até que ponto
Einstein se baseou nos trabalhos de seus colegas, fato nunca assumido publicamente pelo cientista.
De qualquer modo, é indiscutivel que estes trés foram personagens fundamentais no desenvolvimento
desta teoria.

Na teoria da relatividade restrita® se desenvolveu o conceito de intervalo entre dois eventos
definido por ds? = c2dt? — da® — dy® — dz?. Quaisquer dois eventos que sejam ligados por um
feixe de luz terfio entdo o seu intervalo associado igual a zero ja que neste caso v = c e ds® =
Adt?\/1 —v2/c2 = 0.

Devido ao segundo postulado da relatividade, a saber a constancia da velociade da luz para
referenciais inerciais, devemos entao impor que se num dado referencial inercial o intervalo é nulo ele
terda que se anular para qualquer outro. Pode-se mostrar que se além do principio da relatividade e
da constancia da velocidade de luz, impussermos que o espago-tempo é homogéneo e isotrépico entao
as leis de transformagoes entre referenciais inerciais sao tais que o intervalo é invariante, ou seja o
seu valor é o mesmo para todos os referenciais inerciais, e as transformagoes sdo necessariamente
lineares.

Tendo dito a motivagao fisica vamos agora procurar pelas transformagoes lineares onde o inter-
valo é invariante. No que se segue vamos adotar a convencao de soma de Einstein onde quaisquer dois
indices repetidos sdo somados. Definimos a métrica do espago-tempo como 1, = diag(1, -1, -1, —1).
Podemos entdo escrever o intervalo como ds? = NuvdxHdz”, onde 29 = ct. Se impussermos a sua
invariancia temos

B oz’ 9x'P
= N Ooxt Oxv

como apenas trataremos de questoes associadas a relatividade restrita, ocultaremos o termo restrito e caso haja
possibilidade de ambiguidade mencionaremos explicitamente para distinguir da teoria da relatividade geral.

ds”? = ds* = n,, da""dz"”

datdz” = ny,dat ds”.
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Logo temos a relagao

o' 9x'P

e =0 i

Se diferenciarmos esta relagao encontramos

Nap

r 821‘/0‘ 8.%‘/5

ox'™ 9%2'P

Oz Ozt Oxv +

Ozt Jx oz |

=0 2)

Como os indices p, v e A sdo indices livres podemos escrever esta mesma equagao trocando A < g

e\ .

Nap

TNas

Somando (2)+ (3) e subtraindo (4) temos

Esta expressao pode ser simplificada multiplicando-a por

temos

r azx/a ax/ﬁ or' 32$/ﬁ 7

| Dzt Oxv Oz DxtdzV |

r 3213104 81:/5 ox'e (92l‘/ﬁ 7

| Ozv Ozt Oz Ozt Jav Oz |
aZx/a ax/ﬁ

s o —
K P oxrdz™ dxv

8258/0-

ox”

drHdxr

A solucao desta equagao é simplismente

x/a’ — Ao'axOé +a0

507 nfa. Lembrando que

=0 (3)

(4)

8z 9z'® _
ox's dxzv

(5)

onde A%, e a” sdo constantes. Esta é a unica transformacao linear ndo-singular que deixa o intervalo
invariante. Devido a relagdo (1) as matrizes A devem satisfazer a condigao

Ny = %,@AO‘MA’BV

i.€.

Note que escolhendo p = v = 0 na condigao (6)

1= (A%)? - Z(Aio)2 =

A'pA =7

7

= det(A)

e
AO

==+1.

(6)
(7)

Através destas relacdes podemos classificar o grupo de Lorentz* fazendo referencia aos quatro

setores distintos. Se det(A) = 1 (det(A) =

—1) chamamos de transformagio prépria (imprépria), e

se A% > +1 (A% < —1) de transformacio ortécrona (nao-ortéerona).

det(A) =+1 , A% > +1 prépria ortécrona
det(A) =+1 , A% < —1 prépria ndo-ortécrona
det(A)=—1 , A% > +1 imprépria ortécrona
det(A)=—1 , A% < —1 imprépria nao-ortécrona

4denomina-se grupo de Lorentz o subgrupo do grupo de Poincaré ausente de translacdes, ou seja a® =0 e A # 0



O grupo de Lorentz possui apenas um tnico subgrupo, a saber o setor préprio ortécrono. anfacil
perceber que esta é a unica possibilidade quando lembramos que um subgrupo necessariamente
possui a identidade como um de seus elementos. O interessante desta decomposicao é poder expressar
qualquer elemento do grupo de Lorentz apartir de um dos elementos do subgrupo préprio ortécrono.
De fato, pode-se mostrar que utilisando as matrizes de inversao espacial (I), inversdo temporal (1)
e inversao espaco-temporal (I;) definidas por

1 0 0 0 -1 0 0 0 10 0 0
0 -1 0 0 0 1 0 0 01 0 0

=109 o -1 o | 1t= 0o o100l " ™="loo10]|
0 0 0 -1 0 0 0 1 00 0 1

qualquer elemento do grupo de Lorentz pode ser escrito na forma Iy A, com k = 0,s,t,st, onde
subentende-se que Iy = 1.

Para analisarmos o grupo de Poincaré, precisamos da lei de composicao do grupo pois é através
dela que encontraremos as transformagoes infinitesimais e consequentemente a &dlgebra do grupo.
Tomemos assim duas transformagoes sucessivas.

" =AM x¥ +at

2" = Kpa'? +a* =NyA 2t + 8 %a” +a°
Lé-se desta transformagao,
T(A,@) T (A, a) = T(AA, Aa + ). (8)

Da prépria lei de composicao do grupo podemos escrever®:
identidade T(1,0)=1

inversa T (Aa) =T(A™Y, A" ta)

Numa dada transformagao infinitesimal A%; = 6% +w®; e a® = €, onde w e € sdo infinitesimais,
a condicao (6) impde que os w sejam antisimétricos, ou seja w,,, = —w,,. Assim aos 4 pardmetros in-
dependentes associados ao vetor € temos que acrescentar mais 6 parametros da matriz 4-dimensional
antisimétrica w, chegando a um total de 10 parametros independentes para caracterizar localmente
o grupo de Poincaré.

Suponha uma dada transformagao infinitesimal. Se tratando de uma transformagéo infinitesimal,
podemos expressa-la mantendo apenas a primeira ordem nos parametros independentes.

T(1+w,e) =1+ %w#,,J“” —ie, PP

Esta é uma expressao abstrata onde cada indice distingue elementos diferentes. Pela antisimetria de
Wy, JH também é antisimétrico. Os termos J** e P” sao os geradores do grupo, e como tal ndo
dependem dos parametros da expansao. Para encontrar a algebra dos geradores do grupo vamos
utilizar a lei de composicao do grupo aplicada a transformagao infinitesimal.

T(Aa)T(1+w,e) T (Aa) = T(Aa)T(A™ +wA ™ —A a —wA ta+e)
= T(1+AwA™', —AwA ™ a + Ae)
i . [e% « v
= 1+ §wa5AHO‘AVﬁJ‘“’ —1 (Ap €a — A, waﬁAVﬁ a ) pr

a rigor terifamos que provar que as transformacoes com A e a constantes formam de fato um grupo, no entanto as
propriedades de fechamento e associatividade sdo triviais por se tratar de matrizes constantes.
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Por outro lado,
T(A,a)T(L+w, ) T~ (A a) = T(A,a) |1+ Jw " —ie,P’| T} (A0)
—1+ %wa(A, a) J*T~Y(A,a) — i T(A, a) e,T (A, a)

onde utilizamos o fato que (A‘l)aﬁ = Ag”. Sendo os parametros independentes, podemos separar
os termos desta equagao para cada um dos parametros.

T(Aa) J*T Y (Aja) = AJAS (J*P + PP — a®PP) (9)
T(A,a) PPT Y (Aja) = ASP* (10)

Note que para trasformacoes homogéneas, i.e. a* = 0, o conjunto de geradores J*? se transfor-
mam como um tensor enquanto que P? se transforma como um vetor. No caso de translagoes, i.e.
AP = 6.7, PP é invariante e JF se transforma da mesma forma que o momento angular frente
a translagoes de origem. Estes dois resultados nos sugerem que os geradores PP sao responsaveis
pelas translacoes da mesma forma que os geradores J*° realizam rotacoes. Vale salientar que por
estarmos tratando de um sistema espago-temporal o termo rotagoes adquire um sentido mais amplo.
As rotagoes que misturam coordenadas espaciais com temporais (por exmplo J%) sio chamados
de “boost” de Lorentz ou transformagao de velocidade e estao associadas a imprimir uma dada
velocidade a particula ou referencial em questao.

Para determinarmos a algebra dos geradores devemos considerar transformagcées infinitessimais
atuando sobre os préprios geradores, i.e. devemos considerar transformagées do tipo T(A,a) =
T(1 4 w,€) nas expressoes (9) e (10). Aplicando T(1 + w, €) e depois colecionando termos em w e €
obtemos

[Jal37 J/w] - (nau Jﬂu _ nﬁu Jo 4 nau JB/L _ nﬂu Jua) (11)
[Pr,J2%) =i (" P =" PY) (12)
[PN7 PV} - O (13)

Esta é a algebra do grupo de Poincaré. Antes de interpreté-la, facamos uma redefini¢cao dos
geradores. Vamos definir dois vetores tri-dimensionais separando assim as seis componentes do
gerador das rotagoes. Desta forma definimos,

, g 1 ..
Ji = Eijkjjk = JY = —iewke]k
Ki — JOi

Em relacao a esta nova nomenclatura a dlgebra se escreve

[Ji, Jj] = iGiijk

[
[Jz', Kj] = Z'(E,L'ijk [Ki, Po} = 7ZPZ
[Ki,Kj] = —iGiijk [PH,PV] = O
[Ji, Pj] = ie;ji P [Ji, Pyl = 0

aninteressante notar que embora os geradores J* satisfacam uma &lgebra fechada de operadores
de rotacdo, os geradores das transformacoes de velocidade K* ndo comutam nem com os geradores de
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rotacdo nem com os de translacio P*. De fato observamos que a aplicacio sucessiva de duas trans-
formacoes de velocidade em direcoes distintas seguidas da aplicagao destas mesmas transformacgoes
de velocidade em ordem inversa é equivalente a uma rotagao.

Uma possivel representacao para esta algebra é:

000 0 0 0 0 0 00 0 0
000 O 0 0 0 i 00 —i 0
=l ooo0 =i |20 o oo B=loi 0o o0
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0
0 i 0 0 00 i 0 00 0 i
i 00 0 0000 00 0 0
B=logooo |l "= i000l|" %={000o0
000 0 0000 i 00 0

De posse da dlgebra do grupo podemos estudar as suas representagoes irredutiveis. Antes porém
vamos construir as transformagoes finitas apartir das transformacoes infinitesimais. Para simplificar
tomemos os geradores de rotacdo J* como exemplo. Podemos escrever T'(w,0) = 1 +4w;J* onde w;
¢ infinitesimal e define um eixo de rotacdo . Note que se fizermos N aplicacdo teremos T (1, 0) =
1+i N w;J%, o que nos fornece a relacdo TV (%, 0) = T'(w, 0). Para construirmos uma transformacao
finita basta tomarmos o limite N tendendo a infinito, pois neste caso teriamos

- 9 - 3N e
T(0,0)= lim TV(L,0)= lim [1 +z‘N0.J} = 07
N —o0 N —o0
onde agora o vetor g pode ser finito uma vez que limy_, % ainda ¢ infinitesimal.
Este raciocinio pode ser extendido sem alteracoes para as outras transformacgoes. Sendo entéo o

e U dois vetores unitarios, 6 e ¢ dois pardmetros angulares e @ um vetor arbitrario, podemos escrever
as transformacdes finitas na forma

T(01,0) = etfu-T rotagoes
T(pv,0) = eiv?K transformacoes de velocidade
T(0,d) = e~i@-P translagoes

—-

Uti hzando a algebra dos geradores e o fato dos vetores 4 e U serem unitarios, pode-se mostrar que
(@-J)® = i-J e que (7-K)? = —0-K. A partir destas relacdes podemos reescrever R(i,0) = T(0i,0)
e

— (ﬁ.J:)z[l — cos(0)] + i i@.Jsen(0)

1
1+ (7.K)%[1 — cosh(p)] + i 0. K senh(y)

Note que para qualquer rotacio R(i,6)°, = 1. Isto é facilmente comprovado para a representacio
escolhida acima. Da mesma forma temos que K (7, )%, = cosh(p) > 1. Além disso a inversa das
transformacoes sao simplismente K ~1(#, ¢) = K (7, —¢) e R~(@,0) = R(d, —0).

Para finalizar a anélise das transformacdes finitas vamos provar o seguinte teorema.
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teoremas:

Qualquer transformagao de Lorentz em 4 dimensoes pode ser decomposta em uma trans-
formacao de velocidade conjugada a uma rotacao, e esta decomposi¢ao é univoca.

A= R(u,0)K(7,p) ou K, o YR(@,0)

Vamos definir para uma transformacgio arbitraria A as suas componentes como A%, = cosh(y)
e A%, = visenh(p). Note que esta parametrizagao respeita o vinculo (A%)? — (A%)? = 1. As-
sim podemos construir uma transformagao de velocidade tal que K (7, —¢)°, = cosh(p) = A% e
K(#,—p)'y = —visenh(p) = —A%,. Pela propriedade de grupo das transformagdes de Lorentz
podemos construir uma transformacio definida por R = AK (7, —¢). A componente Y, desta trans-
formagéo é dada por R%; = A° K", = (A%)? — (A°)? = 1. Logo esta transformagcao é uma rotagao.
Usando a inversa K ~1(7, p) = K (¥, —¢) chegamos a decomposigao A = R(i,0)K (¥, ). Para mos-
trar que esta decomposigao é tinica suporemos ao contrario de que haja uma outra decomposigao tal
que A = R(@,0)K (0, ¢) = R(Z, &) K (§,0). Novamente usando as transformagoes inversas encontra-
mos que R™Y(Z, &) R(1,0) = K(, —0) K (7, ), no entanto a aplicacio de duas rotagoes ainda é uma
rotagdo o que implica que [K (¢, —o)K (¥, cp)]oo = ﬁ% = 1. A tnica solucao possivel para
este vinculo é ¥ =¥ e 0 = . Cqd

Até o momento toda a andlise do grupo de Poincaré foi feita com uma ligacao forte com as trans-
formacoes espaco-temporais. No entanto, como jd mencionado anteriormente, as representacoes
irredetiveis do grupo de Poincaré estao relacionadas com a classificagao das particulas elementares.
Portanto é de interesse estudarmos e construirmos as diversas representagoes irredutiveis possiveis.
Este programa requer algum passos: a obtengao da &dlgebra dos geradores do grupo, resultado ja
obtido; encontrar os operadores de casimir do grupo, pois cada subespaco formado por valores
fixos destes operadores é uma representacao irredutivel; e finalmente construir e classificar as repre-
sentagoes destes subespacos.

As representagoes irredutiveis do grupo de Lorentz sao mais facilmente analisadas usando uma
outra base de geradores. Nesta nova base os geradores sao separados em dois grupos desacoplados.
Definamos entao os geradores:

1 1
M, = 3 (Jo+iK,) e Ng= 3 (Jo —iK,)

a partir da dlgebra dos J's e dos K's encontramos:

[Ma P Mb} = Z'Eabc-Z\4c
[Na> Nb} = Z.E(/Lbc]\fc
Mo, Ny = 0

Assim conseguimos desacoplar os geradores do grupo de Lorentz em duas algebras de momento
angular. Esta dlgebra é bem conhecida e seu descrutinamento pode ser encontrado em qualquer
livro basico de mecanica quantica, por isso nos restringiremos a apenas enunciar os resultados.

Em relacdo a diagonalizacdo dos operadores M? e M, encontramos respectivamente autovalores
m(m + 1) e m, onde m, assume valores discretos cuja diferenca entre dois valores sucessivos é um
inteiro e restritos a condicao —m < m, < +m. annotdrio o fato do operador de casimir deste
subespaco ser o préprio M?2.

Todas estas consideracoes sao igualmente validas para a algebra associada aos N;, e uma vez que
os subespacos invariantes sao obtidos fixando os autovalores dos operadores de casimir, i.e. fixando
os valores m e n, cada um desses subespagos invariante tem dimensao (2m + 1)(2n + 1).
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A transformacao inversa nos mostra que J = M + N, ou seja J, = M, + N,. Assim identificamos
o spin de cada uma das representacoes com o valor m + n. A tabela abaixo mostra as dimensoes e
o spin das trés representagoes de menor dimensao.

(m,n) ‘ dim ‘ spin
(0,0) 1 0
(5,0,0,5) | 2 | 172
(5;%) 4 1

Mais adiante vamos estudar com mais detalhes cada um dessas representagoes, porém vale apena
salientar que a operacao de inversao espacial nao é bem definida para todas as representacgoes ir-
redutiveis. Note que [I, j] = 0, porém [I, K | # 0, vemos entdo que a inversao espacial s6 é bem
definida para representacoes onde K= 0, i.e. representacoes do tipo (m, m) onde m = n. De fato,
a aplicagao de inversao espacial na representagao (%, 0) que é conhecida como espinor esquerdo de
Weyl leva esta representagao na representagao (0, %) chamada de espinor direito de Weyl, e vice e
versa. Porém pode-se construir uma representagao que é a soma direta destas duas representacoes
(%, 0) @ (0, %) chamada de espinores de Dirac, onde a operacao de inversao espacial é bem definida.

Nos resta repetir esta mesma andlise agora para o grupo de Poincaré. Os operadores de casimir
terdo que ser construidos apartir dos geradores (P*,.J of ) e necessariamente escalares de Lorentz,
j& que eles deverao comutar com todos os geradores deste grupo. Da dlgebra do grupo (11)-(13)

percebemos que

[P"PH, P”] =
(P, 1]

Lembrando os resultados da teoria da relatividade restrita temos que P*P, = m?2, ou seja os
autovalores deste operador de casimir é essencialmente o que convencionamos chamar de massa!

O outro operador de casimir é o quadrado de um outro vetor W2 = WHW,. Este vetor, chamado
de vetor de Pauli-Lubanski, é definido por W# = %e‘“’"ﬂ P,J,s onde €8 & um tensor totalmente
antisimétrico com €123 = 1. Por ser um invariante de Lorentz temos que [W+W,,, J*] = 0, e pela
sua prépria definicdo W# P, = 0 da onde se mostra que [W#W,, P*] = 0.

As componentes do vetor de Pauli-Lubanski sdo dadas por

1, Lo
wo = 5e”kPiij:P-J
Wi = PJ -P-K

As classificagoes das representacoes irredutiveis serdo dadas pelos dominios de valores possiveis
dos autovalores destes operadores de casimir. Os subespacos (P2 < 0,W?) e (P?2 = 0,W? # 0)
nao serao explorados pois aparentemente estes casos nao se realizam na Natureza. As particulas
associadas ao caso (P? = m? < 0,W), comumente chamadas de Tackions, possuem propriedades
ecéntricas, como viajar com velocidades superiores a velocidade da luz o que acarreta problemas de
causalidade.

Para particulas massivas temos P? = m? > 0. Podemos entdo escolher um referéncial comovente
a particula de forma que sua velocidade seja nula. Neste referéncial o vetor quadri-momento P* =
(m, 0), e assim encontramos para o vetor de Pauli-Lubanski W* = (0, mJ), ou seja neste referéncial
o escalar W? = —m?2J2. Uma vez que a velocidade é zero o autovalor associado a J? é apenas o
préprio spin da particula. Desta forma esta representagao é caracterizada por dois parametros (m, s)

onde m > 0 é a massa da particula e s =0, %, 1, %, ... € o valor de seu spin.
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O 1ltimo caso é caracterizado por P2 = W2 = 0. Estas particulas possuem massa de repouso
zero, como os fétons, o que nos impede de repetirmos a andlise anterior. Note porém que sendo
P2 = ( entdo |P°| = | P|, e da mesma forma |W°| = |W|. Usando o vinculo WH#P,, = 0 encontramos
que POWO = |P| - |W|cos(a), onde a é o angulo entre os dois vetores. Se tomarmos o médulo dos
dois lados da equagdo encontramos que cos(«) = 1. Isto implica que os vetores sdo paralelos ou
antiparalelos, ou seja W=h-PeW"=h-P° Porém tinhamos que W0 = P.J=+hP’ = ih|16|7
e assim h = +P - J. Esta quantidade ¢ chamada de helicidade e nos fornece a projecao do momento
angular ao longo da diregao de propagacao. Note que a helicidade pode assumir apenas dois valores
o que nos indica que estas particulas possuem apenas dois graus de liberdade.

Para finalizar o estudo do grupo de Poincaré vamos estudar individualmente algumas de suas re-
presentacoes mais importantes, a saber, os espinores de Weyl, os espinores de Dirac e a representagao

(3:2)-

Espinores de Weyl: Representacao (%,0) e (0, %)

A dimensao desta representagao é 2 - % 41 = 2, logo a representagao do grupo sera composta por
matrizes 2x2. Em duas dimensoes as matrizes que reproduzem a algebra de momento angular sao
as conhecidas matrizes de Pauli

(01 (0 —i (1 0
1= 1 0)027\i 0o )0 o0 -1 )"

Essas matrizes satisfazem as seguintes propriedades:
1. [0y, 0] = 2iqjk0k

2. 0? =1

3. {0s,0;}=0

Existe duas possibilidades para a representacao dos geradores em fungao das matrizes de Pauli.

1 i ot i_,Ui
L(ivo) J—E,K—’L?
1 . O'i . o’
L (0, = izl K=l
R:(0,3) =7, iZ

A primeira representagao é chamada de espinores esquerdos enquanto a outra de espinores direi-
tos. A operacao de Paridade leva os geradores K— -K , ou seja a operagao de Paridade conecta a
representagao esquerda com a direita e vice e versa. Neste sentido, esta operacao nao é bem definida
para apenas uma das representagoes. No entanto, acredita-se que na Natureza exista uma simetria
associada a operacao de Paridade composta com outras operacoes, sendo assim desejavel descrever
as particulas elementares por representacgoes cuja operagao de Paridade seja bem definida. Como
veremos a seguir estes objetos sdo os espinores de Dirac, os quais sdo formados pela soma direta das
duas representacoes de espinores de Weyl.
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Os operadores finitos associados aos elementos do grupo sao escritos como

k3

T, = e30U.G+50.5
T 03005 %005
Note que estes operadores nio sdo unitérios. De fato, encontramos que (Tg)" = (Tp)™' e

(Tr)T = (Tr)™!. Percebemos assim que para construirmos escalares de Lorentz basta conjugarmos
espinores esquerdos ¥y, com espinores direitos ¥ de forma que ao aplicarmos uma transformagao

arbitraria tenhamos
Uiwe — U1 (TR) VR = Ul Ug,

e da mesma forma
Uhw, — Oh(TR) (1) ¥, = Uhu,.

A construcao de vetores de Lorentz pode ser feita utilizando-se as propriedades das matrizes de
Pauli. A componente temporal do vetor é sempre um escalar, logo V9 = \IITL\IIL ouV?’ = ‘I’E‘I’H Note
que os operadores nao sdo hermitianos apenas devido as transformagoes de velocidade. Podemos
entao tentar construir as componentes espaciais compondo o vetor de Pauli ¢ com os espinores.

VE =0l o,

onde definimos o* = (1,7). De fato, para rotagoes puras (¢ = 0,0 # 0) este vetor se transforma
como um quadri-vetor de Lorentz. Vamos entao analisar a sua transformagao para as transformacgoes
de velocidade infinitesimais (p¥ = @, 6 = 0).

Viw, — Wler®er? Ty, — wl Ty
= Ul 4wy,

\I/TLJk\IIL — \I/TLe%w'&Jke%E'w\IlL = \IJTL ok + fwi(okai + Ui(fk) Uy,
= Uloh, 4wt

Esta é justamente a composi¢ao para uma transformagao infinitesimal. Pode-se mostrar que
além deste quadri-vetor podemos construir um outro com os espinores direitos dado por

V' =wlarug

onde definimos a# = (1,—0). A partir destes objetos bédsicos compomos outros objetos tensoriais
como por exemplo os escalares \IITRE“QL\I/ R € 6'H\I/}}E“\I/ R

Espinores de Dirac: Representacao (3,0) @ (0, 3)

7

Como comentado anteriormente, a representacao dos espinores de Dirac é a soma direta das
representacoes dos espinores de Weyl. Esta representagao tem dimensao 4, e pode ser representada
utilisando-se as matrizes de Pauli para construirmos matrizes 4x4. Uma possivel representagao
dessas matrizes é a representacao de Weyl. Em termos desta representacao temos

NETRY W (0 oF
() (o T)
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onde as matrizes y* satisfazem a seguinte relacdo de anticomutagao: {y*,~v”} = 2n*¥, sendo nt* =
diag(1,—1,—1,—1). Note que ¥iy'¥ = \IITL\IIR + \IIE\I/L é um escalar. Definimos ¥ = W40, de
forma que YW é um escalar. anfacil verificar que da mesma forma que construimos quadri-vetores
com os espinores de Weyl podemos construir quadri-vetores a partir dos espinores de Dirac e as

matrizes y*. Assim temos

KAV escalar de Lorentz
L7V quadri-vetor de Lorentz

U9, escalar de Lorentz

aﬁw v o, escalar de Lorentz

Devido a sua importancia nas descri¢des de fenanenos fisicos, apenas mencionaremos a Lagran-
geana associada a dinanica dos espinores de Dirac. A lagrangeana deve ser uma quantidade real e
invariante de Lorentz (escalar). Definimos entao a Lagrangeana de Dirac por

L= % [T"0, ¥ — 0,07 ¥] — mBw

Na literatura as vezes se escreve £ = {Wy*0, ¥ —mW¥W¥+termos de superficie, os quais ndo geram
dinénica. A equagao dinanica associada a estas particulas é (—iy*0p,, + m)¥ = 0.

Tensores: Representagao 4-dim (3, 3)

A estruturacdo do grupo de Poincaré tem origem nas suas aplicagoes em fisica. A primeira
simetria associada ao grupo advém das transformacoes entre referenciais inerciais sob o escopo da
teoria da relatividade restrita. O desenvolvimento histérico das transformagoes ja foi amplamente
exposto em diversos bons textos sobre o assunto. Esta apresentagao pretende se valer de um apelo
fisico para derivar os elementos do grupo em quatro dimensoes (A“)).

Seja um referéncial inercial S o qual sera escolhido como em repouso (dx’ = 0), e outro referéncial
S’ com velocidade ¥ medido pelo referéncial S. Pela simetria em questao temos que ', a velocidade
de S medida por S’, é igual a —¢. Sendo A¥, os elementos que conectam estes dois referénciais,
temos que dz'® = A% dz® e dz'* = A?ydz". Logo,

da'*  1lda’ A%

Lda" _ i 0¥
dz'® ¢ dt’ 7A00:>A07 Aoc'

Escolhendo a componente i = v = 0 do vinculo 7,, = A%Aﬁynag e usando o resultado anterior

temos que _ ,
{ Aty = —yvt/e

A% =7 =1

Da mesma forma, podemos desenvolver a transformagao inversa S’ — S. No entanto, neste caso
temos que dz”* # 0, i.e.

(A%)? - Z (A =1=

i

da® = cdt = A (cdt') = > A%yda’" = [(AOO)Q =Y A%AY | cdt.
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Este resultado pode ser simplificado utilizando as expressoes ja obtidas e o fato dos v*’s serem
linearmente independentes. De fato, temos

J

donde conclufmos que A%, = —yv'/c = A%,.
Com referéncia novamente ao vinculo 7,, = Ao‘uAﬁynag, fagamos agora = ke v =0, e ao
k

resultado multipliquemos por v”* e somemos o indice livre. Assim temos

A%A% =S AN =0 — > AR =

Para auxiliar na derivacao de uma transformacao geral, vamos definir uma rotagao no eixo do
sistema S de forma a alinhd-lo a velocidade ¢’ do referéncial S’. Apds encontrada a transformacgao
desejada nos restard apenas fazer a rotacao inversa.

e
=4

\\ /

i’

Este novo referéncial S* é definido por S* = RS, onde R é uma rotagao tal que =3 // ¥. Em S*
apenas a componente v! # 0 e assim A%, = A!; =, e A¥, = 0 para qualquer outra possibilidade.
Este resultado nos mostra que as componentes perpendlculareb a velocidade de propagagao nao se

alteram de forma que dz L= = dz, . E as componentes paralelas se transformam conforme dz /)=
(dac// — ¥dt). Definindo R// = (R-®)5/v%, e R, = R — R// temos
= B+ (= DB - 0)i/e* — it

Esta equagao também é valida para o referéncial S desde que consideremos agora a velocidade com
as suas trés componentes com referéncia a este referéncial. anficil lermos desta expressao todas as
componentes da transformagao

A = o
i v
Ay = Aoi = —7?
AL o= 8 v
io= 0t =D
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