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Equacoes de Einstein

A Relatividade Geral é uma teoria dinamica para descrever o campo gra-
vitacional o qual devido as discussoes anteriores se confunde com a estrutura
geométrica do espago-tempo. Dito de outra forma, o campo dinamico que
descreve a gravitacao ¢ a prépria métrica do espago-tempo.

Nesta secao iremos apresentar as equacoes dinamicas da teoria da Rela-
tividade Geral que fornecem como a estrutura do espaco-tempo se deforma
e evolui. Vale ressaltar que as equagoes dinamicas de uma dada teoria nao
podem ser derivadas mas apenas propostas. Embora seja comum na fisica
moderna termos principios variacionais e de simetria dos quais em certos
casos € possivel obtermos equagoes dinamicas, isto nao faz com que estas
equagoes sejam de fato deduzidas. Estes principios sao interessantes por nos
dar uma leitura abstrata do uso de certas dinamicas porém nao as validam.

Do ponto de vista logico ¢ equivalente postular as equagoes dinamicas ao
invés de postular os principios que nos permitem obté-las!. Na realidade o
ponto crucial que devemos nos ater é a aplicabilidade das novas equagoes pro-
postas. Tendo definido consistentemente (sem inconsisténcias internas) uma
dada teoria, cabe a fisica propror meios de testar sua validade com cheques
sistematicos aos experimentos. Neste sucesso a posteriori é que reside o valor
da teoria e em particular de suas equacoes dinamicas. Contudo, meramente
postular uma teoria é um tanto quanto arido. Por isso, iremos seguir uma
série de argumentos que embora nao possam servir como dedutivos serao
uteis no entendimento do racioncinio fisico e da natureza das modificacoes
propostas.

O principio de equivaléncia nos direciona para que ao menos localmente
sempre seja possivel construirmos um sistema de coordenadas onde a métrica

No caso do principio variacional seria como postular qual deve ser a Lagrangiana que
gera a boa dinamica do campo fisico em questao. Note porém que em geral nao ha uma
relagao univoca entre os principios e as equagoes dindmicas. Em particular a acdo pode nao
compartilhar das mesmas simetrias das equagoes dinamicas ou eventualmente pode nao
ser possivel encontrarmos principios que nos levem univocamente as equagoes dinamicas.



se identifique com a métrica de Minkowski e a conexao seja zero. Desta forma
somos levados a considerar que a geometria do espaco-tempo deve ser descrita
por uma métrica riemanniana onde a conexao se limita apenas ao simbolo de
Christoffel, ou seja, em Relatividade Geral a derivada covariante da métrica
é nula e nao consideraremos estruturas afim com torcao.

As equacoes dinamicas de uma teoria descrevem a evolucao do sistema
a partir de equagoes diferenciais de segunda ordem (com excessao de alguns
casos particulares). Desta forma, as equagbes de campo para a gravitacao
devem ser equacoes de segunda ordem para o tensor métrico. Ademais, é
fundamental que estas equagoes sejam covariantes, ou seja, as equacoes da
Relatividade Geral devem ser expressas como relagoes entre tensores.

Pode-se mostrar (veja Weinberg [1972]) que o tensor de curvatura é o
Unico tensor que pode ser construido com a métrica e suas derivadas até se-
gunda ordem e que seja linear nos termos de derivadas de segunda ordem. De
uma certa forma, é natural que o tensor de curvatura seja o objeto geométrico
a ser considerado ja que a gravitacao estd associada as propriedades da es-
trutura do espaco-tempo. Por sua prépria definicao o tensor de curvatura
manifesta as condigoes de integrabilidade da variedade e caracteriza a nao-
comutatividade da derivada covariante.

Um outro guia no caminho as equacoes da Relatividade Geral deve ser
a prépria gravitacao newtoniana. Dado o seu amplo sucesso na descricao
dos fenomenos gravitacionais na vizinhaca da Terra e no sistema Solar, pelo
menos em algum regime especifico, a Relatividade Geral deve se reduzir as
equacoes da gravitacao newtoniana. Por ser um campo conservativo, os
efeitos gravitacionais sobre uma particula pontual no regime da gravitacao
newtoniana podem ser expressos através do par de equagoes

2z = -
ArG
Vi = el (2)

onde eq. (1) representa a 2° lei de Newton e eq. (2) é a equagao de Poisson
para o potencial ¢(Z) do campo gravitacional newtoniano?®.

Se de fato a métrica funciona como o campo dinamico da gravitacao,
entao no limite de validade da gravitacao newtoniana o potencial ¢ deve es-
tar relacionado com as componentes da métrica. Além disso, a densidade p
que funciona como fonte para o campo gravitacional newtoniano é apenas
uma das componentes do tensor energia-momento. Para que as equacgoes se-
jam covariantes temos que considerar nao apenas algumas componentes mas

20 termo ¢? no demoninador da fracdo na equacdo de Poisson se deve ao fato de

estarmos considerando p como sendo densidade de energia e nao de matéria.



escrever equagoes que relacionem tensores. Desta forma, em Relatividade
Geral o tensor energia-momento completo é fonte para a gravitagao.
Seguindo este raciocinio poderiamos esperar de que as equagoes de Eins-
tein relacionassem de alguma forma curvatura (gravitagdo) com sua fonte
(tensor energia-momento). Contudo é facil perceber de que nao podemos
equacionar o tensor de Riemann com o tensor energia-momento. Uma equagao
do tipo
Ry = 6 (TopThw — TowTyp) (3)

que relaciona curvatura com o tensor energia-momento e respeita todas as
simetrias destes tensores nao funciona pois em regices sem matéria (7},, = 0)
terfamos que o espago seria plano (R,,3, = 0). No entanto sabemos que fora
da Terra temos campo gravitacional. A equacao acima nao respeita o fato
de que a gravitacao ¢ uma interagao de longo alcance.

Um outro caminho que a principio parecia promissor e que inclusive foi
tentado sucessivas vezes antes da formulacao da Relatividade Geral é consi-
derar que o campo gravitacional fosse descrito por um campo escalar cuja
equacao dinamica se assimilaria a equagao de Klein-Gordon. Tentativas desse
tipo podem ser encontradas nos trabalhos de M. Abraham, G. Nordstrom e
do préprio Einstein ja no ano de 1912 (para uma discussao mais detalhada
veja Anderson [1967], Einstein [1912], Abraham [1912] e Nordstrém [1912]).

Uma das dificuldades que estes autores encontraram nesta formulacao foi
como incluir o tensor energia-momento como sua fonte. Dado que as equagoes
propostas nao tinham indices livres, parecia inevitavel que apenas o traco do
tensor energia-momento aparecesse nas equacoes. Entretanto o seu trago nao
pode ser a tnica fonte da gravitacao pois se o fosse campos eletromagnéticos
nao gravitariam. De fato, o trago do tensor energia-momento para o campo
eletromagnético é sempre zero.

Note que estas teorias escalares se distinguem pelo fato da gravitacao nao
ser associada a métrica do espago-tempo mas apenas a um campo escalar.
Um dos avancgos qualitativos operados por Einstein no desenvolvimento da
Relatividade Geral foi justamente identificar o campo gravitacional com a
métrica do espaco-tempo. De toda sorte, mesmo com essa identificacao,
equacoes do tipo

R=kT (4)

apresentam o mesmo tipo de dificuldade com relagao aos campos eletro-
magnéticos, além do fato de ser apenas 1 equacao dinamica para determinar
10 componentes do tensor métrico, o que estd longe de ser um sistema fe-
chado.

Ja os tragos do tensor de curvatura nao sofrem dessas dificuldades le-
vantas. Dizer por exemplo que o tensor e o escalar de Ricci sao nulos nao



implica que o espaco seja plano. Ademais, uma equacao tensorial envolvendo
o tensor de Ricci resultaria em 10 equacao dada sua simetria.

Como tanto R,, quanto R ja possuem derivadas segunda da métrica,
vamos considerar entao apenas combinacoes lineares destes objetos. Termos
como R\ ou RH,\RAZ, farao com que tenhamos derivadas superiores ou que
tenhamos termos nao-lineares de derivada segunda. Por ser uma variedade
riemanniana, os termos de derivada primeira da métrica nao formam tensores
pois sua derivada covariante é zero. Assim é razoavel considerarmos uma
equagao do tipo

Ry +aR guw—Nguw =rTu (5)

onde a, A e k sao constantes a serem determinadas. Os dois primeiros termos
sao de deriva segunda enquanto que o terceiro é de ordem zero em derivadas.
Para encontrar o valor de A e k precisaremos desenvolver esta equagao em
casos especificos, porém podemos fixar o valor de a com o uso das identidades
de Bianchi. No espaco plano (relatividade restrita) a divergéncia do tensor
energia-momento esta associada a lei de conservacao destas quantidades. Sua
generalizacao serd exigir que a divergéncia do 7}, ainda se anule no espago
curvo. Assim, se tomarmos a divergéncia da eq. (5) teremos

V,R', +ad,R=0 . (6)

Contudo as identidades de Bianchi, eq. (??) nos dizem que em qualquer
variedade riemanianna 2V, R", = J,R. Logo, para que a conservagao da
energia manifestada pela divergéncia do tensor energia-momento nao impo-
nha novas restri¢coes ao tensor métrico temos que tomar 2a = —1. Por outro
lado, ao fixarmos este valor para a constante a temos automaticamente que
a divergencia do T}, serd nula em qualquer situacao de campo gravitacional.
Se torna uma consequéncia das equagcoes de Einstein a conservagao do tensor
energia-momento.

Observe que as equacgoes de Einstein, eq. (5), dizem respeito a dindmica
para o campo gravitacional g,,,. Porém em geral ela nao especifica a evolugao
do contetido material. Cada campo fisico tem sua prépria equagao dinamica.
Por exemplo, campos escalares satisfazem a equacao de Klein-Gordon en-
quanto que campos espinoriais a equacao de Dirac. Este alerta é para que a
conservacao do 7}, nao seja vislumbrada como uma equagao dinamica para
os campos de matéria. Em casos bem particulares como para um tnico
campo escalar, a divergéncia do tensor energia-momento é proporcional a

sua equacao dinamica3. Neste caso, impor a anulacao da divergéncia do

30 tensor energia-momento para um campo escalar se escrever

12 174 1 « v
T = ptp? — (2@ Oa— V(w)) g"



tensor energia-momento é equivalente a impor sua equacao de Klein-Gordon.
Porém, em geral isto nao é verdade sobretudo se tivermos campos de matéria
que interagem entre si. Da mesma forma que na mecanica classica, em ca-
sos particulares podemos usar as leis de conservacao para resolver certas
dinamicas mas em geral a informacao contida nestas leis de conservagao nao
sao suficientes para encontrarmos toda a dinamica do sistema as quais devem
advir das equagoes de movimento.

Um outro ponto importante a salientar é de que particulas testes em
Relatividade seguem geodésicas. Isto se deve ao fato delas serem consideradas
como pontuais e pequenas o suficiente para que sua influéncia na estrutura
do espaco-tempo possa ser desprezada®. Assim, em conformidade com o
principio de equivaléncia, particulas testes devem seguir geodésicas que no
fundo sao a generalizacao da idéia de linha reta para espacos curvos. De
uma outra formam também podemos entendé-la como uma generalizacao do
principio de Inércia de Galileu ou mesmo como a segunda lei de Newton®

A2zt dz® da?
= ) 7
ds? thag ds ds (7)

Retornando a eq. (5), ainda temos duas constantes a analisar. A cons-
tante A que multiplica a métrica nas equacoes de Einstein é denominada na
literatura de constante cosmologica. Nos dias correntes ela se tornou impor-
tante pelo seu papel no modelo padrao da cosmologia. Esta constante pode
fazer o papel de uma energia escura e eventualmente acelerar a expansao
do Universo de Friedmann. Contudo, sua existéncia deve ser analisada com
cuidado.

Uma vez que dentro da prépria definicao do tensor energia-momento ja
aparece o tensor métrico, poderiamos mover o termo A g,, para o lado di-

Logo, com sua divergéncia encontramos
oV
TILV_V — <p7l>l’ (DQO + )
) 5@

4Caso ela tivesse estrutura interna e assim apresentasse momento angular apareceria
um acoplamento entre seu momento e o tensor de curvatura descrito pelas equacoes de
Mathisson-Papapetrou-Dixon (veja Mathisson [1937], Papapetrou [1951] e Dixon [1974])

5No escopo da mecanica newtoniana a primeira lei de Newton ndo pode ser derivada
como caso particular da segunda na auséncia de forgas. A lei da Inércia em Newton é
fundamental até mesmo para dar sentido ao conceito de forca uma vez que estabelece
a classe de equivaléncia de observadores inerciais. Porém na Relatividade Geral, como
nao temos uma classe privilegiada de observadores, nao temos algo similar a primeira lei
de Newton embora ainda possamos identificar uma certa lei de Inércia no sentido de que
particulas testes que nao interagem com nada outro a nao ser o campo gravitacional devem
seguir o caminho que extremiza sua trajetéria, ou seja, geodésicas.



reito da eq. (5) e considerar que ele representa um contetido de matéria como
por exempo o vacuo dos campos quanticos. Neste sentido a constante cos-
moldgica nao seria uma constante da natureza mas um termo efetivo advindo
de outras teorias como no caso citado da teoria quantica de campos. Porém,
do ponto de vista gravitacional a presenga de A na eq. (5) implica numa
nova constante da natureza em pé de igualdade com a constante gravitaci-
onal newtoniana G' no sentido de que sao os experimentos que devem nos
dizer o seu valor e devemos assumi-la como universal.

Porém neste cendrio, sua existéncia modifica fundamentalmente a teoria.
Poderfamos até considerar que a inclusao do termo A g,, nos define uma
teoria diferente do caso que em A = 0. De fato, o estado fundamental do
campo gravitacional da teoria com ou sem constante cosmoldgica ¢ diferente.
Se considerarmos que a constante cosmolégica é nula entao o estado funda-
mental do campo deve ser o espago plano de Minkowski onde g,, = 7, e
Roupy = 0. Porém se A # 0 entao o estado fundamental é a solugao de de
Sitter®. Como nossa discussao se restringird a teoria da gravitacao e nao
a sua aplicagao a cosmologia, para todos os efeitos iremos assumir que nao
ha constante cosmoldgica, i.e. A = 0 a menos que seja explicitamente re-
introduzida e salientada. Dito isto, tomaremos as equagcoes de Einstein como
sendo

1
Ru,,—ﬁRgW:kaTW (8)

5Uma consequéncia de assumirmos que A de fato representa uma constante universal
da natureza e de que o estado fundamental do campo gravitacional é a solugao de de
Sitter é de que o grupo de simetria local nao deve ser mais o de Poincare mas sim o grupo
de de Sitter. Neste caso, as particulas elementares deveriam ser classificadas a partir
dos autovalores dos operadores de Casimir deste novo grupo e nao apenas com relagao a
seu spin e massa (além dos ndmeros quanticos associados as simetrias internas que nao
remetem ao espago-tempo).



Aproximacao de Campo Fraco

Limite Newtoniano

Para concluirmos e explicitarmos as equacoes de Einstein precisamos de-
terminar o valor da constante k. Para tal iremos analisar esta equacao num
regime que ja temos controle sobre o comportamento fisico do sistema, a sa-
ber, no limite da gravitacao newtoniana. Este limite na verdade requer duas
aproximacoes. Iremos supor que o campo gravitacional é fraco e de que as
particulas testes tem baixas velocidades ja que a gravitagao newtoniana sé é
bem definida para regimes nao relativisticos. Baixas velocidades significa que
|U] « ¢ de forma que temos ds = ¢dr &~ cdt. Assim a equacao da geodésica
eq. (7) simplifica para

1d%z" 0 9
2 qe o= : (9)

Considerarmos que o campo gravitacional é fraco implica em podermos
escrever a métrica na forma g,, = 7,, + € hy,, onde as componentes de h,,
sao arbitrarias mas incluimos um parametro de expansao ¢ muito menor
do que 1, |g] « 1. Além disso, a gravitagdo newtoniana descreve campos
gravitacionais que nao dependem do tempo de forma que assumiremos que
Oohu = 0. Levando esta aproximagao na equacao acima encontramos

d2z - -

— = —<—Vhyp =-V , 10

dt2 9 0 ¢ (10)
onde a ultima igualdade vem da identificacao da forga gravitacional com o
gradiente do potencial newtoniano ¢ (). Temos entdo que nesta aproximagao
a componente zero-zero da métrica se relaciona com o potencial newtoniano

por
2
goo = 1+ c_;b . (11)

Tendo associado a métrica com o potencial newtoniano podemos agora
analisar o regime de campo fraco das equagoes de Einstein. Como a métrica
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se relaciona com o potencial ¢, as equagoes de Einstein irdo nos fornecer
como o conteido de matéria determina este potencial que é justamente a
informacao contida na equacao de Poisson. Na aproximacao que estamos
considerando iremos associar a componente zero-zero das equagoes de Eins-
tein com a equacao de Poisson e assim determinar qual é o valor apropriado
para a constante k que permitird recuperarmos os resultados ja obtidos da
gravitacao newtoniana.

Com relacao as equacgoes de Einstein o ponto importante é a ponderacao
do campo ser fraco o suficiente para podermos reter termos apenas até pri-
meira ordem no parametro de expansao €. Por exemplo, nesta aproximacao
a conexao se escreve

LA

[s = 6% (Oahag + Oghar — Orhap) + O(e?) (12)

enquanto que o tensor de Riemann totalmente covariante é dado por
€
Ra#ﬁy = 5 (%@Lhw — ﬁyaﬂhag + &l,(?ahgu — 858(1111,#) + 0(82) . (13)

Temos ainda que levar em conta que a Relatividade é um teoria covariante
que permite uma transformagao arbitraria de coordenadas. Duas métricas
conectadas por uma transformacao de coordenadas representa na verdade a
mesma situagao fisica. Como estamos considerando aproximacoes lineares
iremos permitir apenas transformacoes infinitesimais do tipo

b =gt +el” (14)

onde novamente incluimos o parametro de expansao de forma que o vetor ¢*
¢é arbitrario. A partir da lei de transformacao de tensores do tipo (g) temos
que a métrica muda conforme

/ axa alﬂ a a 2
g,uy = é’x’# wgaﬂ = g[JJ/ — & (a/LC Gav + ay( gau) + 0(5 ) . (15>
Além disso, escrevendo a métrica como g,, = 1 + €hy, esta trans-

formacao modifica o campo h,,, por
h:w = h/w — 2(3(MCV) + 0(6) . (16)

Por ser uma mera transformagao de coordenadas, os campos h,, € o h;w
representam a mesma situacao fisica. De fato, a eq. (16) pode ser enten-
dida como uma transformacao de calibre para o campo h,,. Note ainda que
em primeira ordem o tensor de Riemann eq. (13) é invariante por esta trans-
formagao. Tomando adequadamente os tragos do tensor de Riemann eq. (13),



11

. . . . . L
podemos construir o tensor de Einstein linearizado G,(W) que representa o ten-
sor de Einstien G\, = R, — %R 9w guardando termos até primeira ordem
em ¢

G = = [20000h %) = b = 205 =Dl — hma) | (17)
onde definimos o traco h = n*”h,, e o operador d’alambertiano ¢ dado em
termos do espaco plano, i.e. [] = 0,0“. Apenas por uma questao de notacao,
é conveniente definirmos uma nova varidvel dada justamente pelos ultimos
termos da equacgao acima. Para distingui-la usaremos o campo v, de forma
que temos

1

1
2]”7#1/ = ¢Y=-h = huyzww—iwnuy . (18)

wuu = h,uzz -
Em termos deste novo objeto o tensor de Einstein linearizado se escreve

6 6%
GE) = S [203000" ) = D — a1 | (19)
Uma ltima simplificagao serd feita a partir da liberdade de calibre eq. (16).
Pela transformacao infinitesimal eq. (14) o campo 1, se transforma por

77Z};J,1/ = wul/ -2 a(ug/) + a)\c,.)\ Nuv - (20)

Note que é sempre possivel escolhermos um sistema de coordenadas (ca-
libre) tal que o divergente do campo v, se anula. De fato, suponha que
0," # 0 e escolha a transformacao de coordenadas” tal que [JC* = 0,9,
Por teste direto, vemos que esta transformagao faz por anular o divergente
de 1y, i.e. 09" = 0. O sistema de coordenadas no qual o divergente de
h,, € nulo é chamado de calibre transverso ou de calibre de Lorenz®. Assim,
sem perda de generalidade, podemos trabalhar no calibre tranverso no qual
o tensor de Einstein assume a forma 2G,(f,) = —e[Wu.

Nesta andlise, estamos supondo que a métrica é aproximadamente plana.
Para esta aproximacao ser valida temos que o tensor de energia-momento
também deve ser fraco o suficiente de forma que podemos trata-lo como de
primeira ordem. Assim, assumimos que 7, = €7, ;Eln,), onde o indice superior
(n) faz mengao a Newton.

"No espaco plano esta equacdo sempre tem solucdo de forma que na aproximacio em
questao sempre é possivel fazermos esta escolha.

80 termo calibre de Lorenz é uma mencio a semelhanca na estrutura da equacdo que
define o calibre. No eletromagnetismo a forma covariante do calibre de Lorenz se escreve
A#., = 0 que representa de maneira similar a anulagao do divergente do potencial.
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No calibre de Lorenz, as equagoes de Einstein linearizadas sao dadas pelo
par de equagoes

Dwuu = —2K T;EZ) ) (21>
M =0 . (22)

Num regime newtoniano, a tnica fonte efetiva da gravitacao é a densi-
dade de massa p/c?. Assim, tomaremos o tensor energia-momento como nulo
a menos de sua componente zero-zero que sera justamente a densidade de
energia. Da eq. (21), sendo To(f ) = Ti(j”) = 0, temos que a nica componentes
nao nula do campo v, € a 1. Ademais, o d’alambertiano se efetiva como
um laplaciano de forma que a equacao acima se reduz a

Voo = 26p (23)

a qual deve ser comparada com a equacao de Poisson®’

V2¢ = 750 . (24>

Sendo ¥y, = 1;; = 0, temos que ¥ = y. Levando este resultado na sua
prépria defini¢ao eq. (18) vemos que gy = 2hgo, i.e. da eq. (11) temos que
g0 = 4¢c2. Logo, comparando eq. (23) com eq. (24) encontramos que a
constante deve valer kK = 87Gc™.

Para chegarmos ao valor desta constante fizemos uma série de apro-
ximagao e consideramos um caso bem particular no qual o regime newto-
niano deva valer. Porém, uma vez tendo estabelecido o valor da constante
ele nao pode mudar de caso para caso. De acordo, a equagao que descreve a
dinamica do campo gravitacional na teoria da Relatividade Geral é

1 8rG
R;u/ — 5 R Guv = 7 Tuy . (25)

Eventualmente sera conveniente usarmos a constante k nas equagoes mas
de agora em diante serd assumido que ela sempre vale 87G/c?.

Este calculo para encontrar o valor da constante x nos mostra um outro
resultado interessante. Note que nao apenas 2hgg = g mas também todos
os outros termos da diagonal. De fato, temos hgy = hy; = hogs = h3z = %@/JOO
e todos os outros h,, sao zero. Lembrando que g,, = 1, + € h,, vemos que

9ncluimos o pardmetro de expansdo na equacao de Poisson pois haviamos expandido
. . . . d de f The — T(n) o
o tensor energia-momento até primeira ordem de forma que Tog = €1y, = ep.
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a métrica adequada para reproduzir os efeitos da gravitacao newtoniana se
escreve por

2 2
ds? = (1 + —f) A dr? - <1 - —f) |ao? +ay? +a2| . (20)

c c
Se considerarmos o sistema solar no qual o potencial gravitacional rele-
vante é dado pelo Sol temos que ¢ = —GMg/r com a massa do Sol dada por

Mg = 1.989 x 10°° Kg, i.e. GMg/c* = 1.475 Km. No caso por exemplo da
érbita da Terra cuja distancia média Terra-Sol vale 1.496 x 10® K'm, o termo
de correcao ao espaco plano é da ordem de 1078, Este valor é realmente muito
menor do que a unidade o que nos serve como um teste de consisténcia para
nosso tratamento perturbativo onde seguramos termos apenas até primeira
ordem em €.
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