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Estrutura do espaco-tempo

Variedades e sistema de coordenadas

A variedade pode ser entendida como um continuo formado pela cole¢ao
de todos os eventos possiveis. Um evento é uma colecao de valores reais que
especificam o onde e o quando, ou seja, a variedade ¢é a colecao continua de
todos os aondes e quandos. Porém, além de ser continua, vamos demandar
que uma dada variedade quadri-dimensional seja sempre localmente parecida
com o espaco R*. Formalmente, uma variedade pode ser definida como um
espago topoldgico dotado de um conjunto de cartas com certas propriedades
para que sempre seja possivel a construcao de um sistema de coordenadas
consistentemente!. No entanto, para a finalidade de nossa discussao serd su-
ficiente definirmos variedade sem introduzir o conceito de espago topolégico.

Vale salientar que a variedade é apenas localmente parecida com o R* mas
pode ser muito diferente em termos globais. Isto significa que para uma regiao
suficientemente pequena em torno de qualquer ponto da variedade sempre
serd possivel mapearmos pontos da variedade em pontos do R*. Porém,
em geral serda necessario mais de um mapa para podermos cobrir toda a
variedade.

Numa variedade 4-dimensional M, para um ponto P € M, existe um
mapa ¢ tal que

P+ (2°(P),2"(P),2*(P),z*(P))

Assim o mapa ¢ associa a cada ponto P € M uma quadrupla (2%, 2!, 22, 2%) €
R*. Estes ntimeros sao chamados de coordenadas de P sob o mapa ¢.

De maneira geral, definimos uma variedade 4-dimensional M como uma
colecao de pontos tal que para cada ponto de M existe uma vizinhanca aberta
U e um mapa bijetivo ¢ em um aberto de R* com as seguintes propriedades:

1O leitor interessado na definicdo formal do conceito de variedades como espaco to-
poldgico pode consultar a referéncia Nakahara [2003]



e a colecao de todos os abertos Uj, cobrem a variedade, ou seja Y, Uy =

M

e SelU;nU; # 0, entao um mesmo ponto P serd levado ao R* tanto por ¢;
quanto por ¢;. Neste caso o mapa 1;; = @; ogpj_1 é uma aplicacao de R*
em R? i.e. ¢ : R" — R". Se ¢; define as coordenadas (2%, ', 22, 2°)
e ; outras coordenadas (y°, y', y?, y*) entao 1;; define a transformagao

de coordenadas y' = y' (2°, 2!, 22, 23).

Cada aberto U junto com sua coordenatizagao ¢y é chamado de carta
de uma determinada regiao da variedade. Além disso, a colegao de todas as
cartas formam o que chamamos de atlas. Se for possivel construir um atlas tal
que todas as intersegoes entre as cartas Uy’s formem mapas ¢;; : R* — R*
que sejam k vezes diferencidveis, entao a variedade é dita uma variedade de
classe C*. As variedades diferencidveis sao aquelas cujas funcoes que definem
os mapas 1;; sao infinitamente diferencidveis e analiticas.

Além de mapearmos localmente a variedade no R*, podemos construir
mapas que mapeam a variedade nela mesma, ou seja, cada ponto da variedade
¢ levado em outro ponto da variedade de maneira bijetiva. Uma propriedade
importante dos mapas da variedade em si mesma é que eles formam um
grupo desde de que definamos o mapa produto como sendo o resultado de
realizarmos um mapa seguido do outro. Se o mapa a leva x — 2’ ¢ 0 mapa
b leva ' — 2", entao definimos o mapa ¢ = b o a como sendo o mapa que
leva * — 2”. Uma colegao de elementos A = {a,b,c,...} junto com uma
dada operagao (o) formam um grupo se satisfizerem 4 propriedades:

i) identidade: 3 um elemento t.q. Vae G
ace=eoa=a

ii) fechamento: V a, be G
aobeG

iii) inversa: Vae G, 3a"! € G t.q.

aocal=aloa=ce

iv) associatividade: ¥V a, b, c € G
(aob)oc=ao(boc)

A operacao do grupo nao precisa ser comutativa, i.e. aob # boa. Quando
a ordem de composicao nao fizer diferenca chamamos o grupo de abeliano.
O grupo formado pelos mapas de variedade em si mesma é nao-abeliano,
ou seja, a ordem na qual operamos os mapas ¢ significativa. Este grupo
de mapeamento da variedade em si mesma é denominado de MMG que



se refere ao termo em inglés manifold mapping group. O MMG também
pode ser entendido como associado a transformacoes de coordenadas. De
maneira complementar, ao invés de ver a acao do MMG como um mapa da
variedade em si mesma que seria uma descri¢ao ativa do processo, a atuacao
de cada elemento do MMG pode ser vista como a implementacao de uma
transformacao de coordenadas.

Em geral, teorias fisicas distintas permitem leis de transformacao de co-
ordenadas diferentes. Na mecanica newtoniana, a regra que conecta dois
observadores inerciais ¢ dada pelas transformacoes de Galileu enquanto que
na relatividade restrita sao as transformacoes de Lorentz de nos dizem como
passar da descricao de um observador inercial para outro. Nestes casos, o
grupo de simetria da teoria sera associado apenas a um subgrupo do MMG.
Para que seja permitido transformacoes arbitrarias de coordenadas, como é
o caso da Relatividade Geral, o grupo de simetria tem que ser o mais geral
possivel, ou seja, ele deve ser o préprio MMG.

Para todos os efeitos iremos sempre assumir que temos variedades dife-
renciaveis de forma que toda e qualquer transformacao de coordenadas serd
dada por funcoes analiticas.



Objetos geométricos

Para descrever teorias espacgo-temporais, nos sera suficiente definir dois
tipos particulares de objetos matematicos: os tensores e as densidades tenso-
rias. Estas duas classes de objetos se distinguirao pela lei de transformagao
frente a um mapeamento do tipo x — z’. Como veremos mais adiante
os tensores podem ser entendidos como casos particulares das densidades
tensoriais.

O exemplo mais simples de tensor é o que chamamos de campo escalar
¢(x). O campo escalar tem uma unica componente, i.e. este tensor associa a
cada ponto da variedade um nimero real. Por defini¢ao sob um mapeamento
2'(x) o campo escalar se transforma

O objeto seguinte sao os tensores de um indice que chamaremos de veto-
res.

Vetores e Campos Vetoriais

Um vetor ao qual estamos bem familiarizados da mecanica cléassica é o
vetor velocidade instantanea. Em mecanica classica, a descricao dinamica
de uma particula pontual é completamente especificada quando temos sua
trajetéria como funcao do tempo que funciona como um parametro externo.
Neste caso a velocidade instantanea ¢ definida como sendo o vetor tangente
a curva em cada um dos pontos da trajetéria que nada mais é do que a
derivada com relacao ao parametro da curva. De maneira similar iremos
definir os vetores a partir do conceito de derivada direcional.

Seja uma dada curva v : R —— M de parametro A e uma funcao f
definida numa regido da variedade que contém a curva y(A). Vamos nos
restringir a analisar os valores da funcao f apenas ao longo dos pontos que



compoem a curva -y, ou seja

f(z%) tal que z% = 2%(\) = F(z*N) = F(N)
Sendo uma curva continua, podemos calcular sua variacao ao longo da

curva
df  da® of
d\ A\ oz

Podemos fazer o mesmo racioncinio para outras fungoes quaisquer. A
Unica alteragao na expressao acima seria trocar a funcao f pela nova funcao
a ser analisada. Logo, podemos abstrair e definir o operador

d dz® ¢
D AN (1)

o qual define a derivada direcional ao longo da curva (). Se considerarmos
agora uma outra curva I'(u) que intercepta a curva y(A) num dado ponto P,
entdao também podemos definir derivada direcional ao longo da curva I'(u)
por
A o )
dp — dp oz~ (

Note que no ponto P o conjunto de todas as derivadas direcionais associ-
adas as todas as curvas que passam por P formam um espacgo vetorial. Em
particular, a combinacgao linear de duas derivadas direcionais é de novo uma
derivada direcional. De fato, no ponto P existe uma correspondéncia 1 — 1
entre todos os vetores tangentes e todas as derivadas direcionais. Este espaco
vetorial em P é chamado de espaco tangente a P e denotado por Tp. Na-
turalmente, neste caso a dimensao do espaco tangente sera igual a dimensao
da prépria variedade, i.e. dim(Tp) = dim(M).

A derivada direcional deve ser entendida como um operador que num
dado ponto fixo ao atuar em funcoes nos fornecem um nimero real. Assim
iremos definir vetores como o operador que mapea funges em nimeros reais.
Sendo F o espaco das funcgoes, o vetor V= d/\ é tal que V:F+— R. Sua
aplicacao sobre uma funcao f € F sera

- df dz* df
Vif) = A\ d\ oz

Da mesma forma, as derivadas parciais ¢, = 0/0x® também sao vetores
que definem as diregdes ao longo das curvas do sistema de coordenadas {z*}.
Na realidade, pelas expressoes (1) e (2) vemos que os vetores €, = 0, funcio-
nam como uma base vetorial na qual qualquer outro vetor pode ser expresso.



Por fim, temos entao que um dado vetor V = % pode ser expresso

Ve = dfx
V =V, onde,

ga :acx

Apesar das componentes V* e da base vetorial €, dependerem da coor-
denatizacao escolhida, o vetor V em si é independente do sistema de coorde-
nadas usado. Pela regra da cadeia temos 0 = (02°/02'*)d5. Logo a lei de
transformacao dos vetores de base se escreve

- ox?
e/a = orx'e €s - (3)

Como o vetor V nao depende da coordenatizacao, suas componentes de-
verao se transformar de maneira inversa aos vetores da base para compensar

suas transformacoes ;
/
po _yelt (4)
ox®
Componentes que se transformam como os vetores de base (€,) sdo cha-
madas de componentes covariantes, enquanto que componentes que se trans-
formam da maneira inversa como as componentes V¢ do vetor sao chamadas
de contravariantes. Note que cada vetor foi definido em um tnico ponto da
variedade, ou de maneira mais adequada, cada vetor é definido em um dado
espago tangente Tp que por construgao so ¢ definido em um ponto da varie-
dade. A distribuicao de vetores pela variedade forma os campos vetoriais.
Um campo vetorial é uma regra pela qual se associa a cada ponto da
variedade um vetor. A maneira pela qual anexamos vetores em cada ponto
da variedade ira atribuir ao campo certas propriedades. Se a variacao entre
vetores anexados a pontos vizinhos da variedade for continua entao o campo
¢ de classe C°. Caso sua derivada também seja continua entdo o campo
vetorial serd de classe C'. Havendo campos vetoriais de classe C*!, pode-se
mostrar que é sempre possivel encontrar curvas tais que seus vetores tangen-
tes coincidam com o campo vetorial original. Estas curvas sao chamadas de
curvas integrais do campo vetorial. De fato, toda curva tem em cada um
de seus pontos um vetor tangente. Ademais, o inverso também é verdade.
Note que se o campo vetorial é de classe C!, a partir de qualquer ponto da
variedade é possivel construirmos curvas cujos vetores tangentes coincidem
com o campo vetorial simplesmente resolvendo as equagcoes

dx® integrando
« — « A
ve - 2 () (5)




Como este é um sistema ordinario de primeira ordem, dado o ponto inicial
a solucao é unica. Assim, as curvas integrais dos campos vetoriais nunca se
cruzam e preenchem toda a variedade. A esta colecao de curvas integrais
chamamos de congruéncias.

Tensores e Densidades Tensoriais

Os vetores sao aplicagoes lineares cujas imagens sao os numeros reais.
Além disso, estas aplicacoes tém apenas uma entrada, ou seja, um vetor
é uma aplicacao linear que, em um dado ponto fixo, a funcao fornece um
numero real. Podemos generalizar estes mapas ao considerar um numero
maior de entradas, como por exemplo uma aplicacao que a cada par de
vetores nos fornece um numero real. Estas aplicacoes multiplas definem o
que chamamos de tensores.

Assim, definimos um tensor T do tipo (Z ) como uma aplicacao linear que
possui p componentes contra-variantes e ¢ covariantes. Por essa definicao, os
vetores sao tensores do tipo ((1)) Para incluirmos todos os tipos de tensores
nesta nomenclatura, definimos os campos escalares como sendo um tensor
do tipo (8). Esta definicao é razoavel pois os campos escalares nao possuem
indices e ja nos associam um numero real a cada ponto da variedade.

Os tensores como objetos geométricos nao dependem da base escolhida
para os representarmos. As componentes de um tensor do tipo (5) se trans-
formam como

Trab. 0’ 0% 0x'" a7 02f ox? —_—

M0 e Oz T Qa0 Qam dxv T xle 709 (6)
Note que a lei de transformacao dos tensores ¢é linear e homogénea. De
fato, a condicao necesséria e suficiente para que um objeto geométrico seja
um tensor é de que ele se transforme seguindo a lei de transformacao (6).
Uma vez que a matriz jacobiana das transformacoes de coordenadas deve
ser sempre nao-nula, vemos que se um dado tensor for nulo, ou seja, num
dado sistema de coordenadas todas as suas componentes sao nulas, entao
ele continuara nulo em qualquer outro sistema de coordenadas. De maneira
analoga, se um tensor tiver pelo menos uma componente nao nula num dado
sistema de coordenadas entao ele sempre terda pelo menos uma componente
nao nula em qualquer outro sistema de coordenadas. E evidente que por
uma transformacao de coordenadas podemos anular algumas de suas com-
ponentes ou fazer com que componentes nulas se tornem diferente de zero.
No entanto, a afirmagdo de que um tensor se anula (todas componentes sao
simultaneamente zero) é independente do sistema de coordenadas.
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Existe uma série de operacoes que podemos realizar com tensores que nos
fornecem novos tensores. Os casos mais comuns sao

i)

ii)

iii)

Adicao ou subtracao de tensores

A soma ou subtracao em cada ponto da variedade de dois tensores
do mesmo tipo é um tensor com o mesmo numero de componentes
co- e contravariantes.

Multiplicagao de tensores

O produto de um tensor do tipo (2 ) com um outro do tipo (;) forma

p+r
q+s

com componentes F p € G*, o tensor T = FG terd 3 componentes
contravariantes e 2 covariantes, i.e T ,, = F*° Gr,.

um tensor do tipo ( ) Como exemplo, dado dois tensores F e G

Contracao de tensores
Num tensor do tipo (2’), a contracao de um indice contravariante com

, . . . 1
um indice covariante nos fornece um tensor do tipo (Z _1).

Existe um conjunto particular de tensores que possui a propriedade de
suas componentes assumirem os mesmos valores em quaisquer sistema de
coordenadas. O tensor delta de Kronecker é definido por

1 se p=v
o, =

0 se u#v

Sob um transformacao de coordenadas x — 2’ teremos

ox 0P . Oa™ Ox®

I, = 0% =
oxe oz P pxe oxv

_ su
14

o que nos mostra que de fato 6*, é invariante sob transformacoes de coor-

denadas. Usando as propriedades i) e ii) acima podemos construir novos

tensores com esta mesma propriedade do delta de Kronecker. Definindo o
T . 2

tensor antisimétrico do tipo (2) por

o 0%

oM = .
af 5#5 55

= 508" 5 — 0o

onde o simbolo | | representa o determinante da matriz, vemos que

1 se p#v, u=aev=_y
Ohg=1% —1 se p#v, p=PFev=a
0 se houver indices repetidos
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De maneira similar, podemos também definir um tensor do tipo (g) to-
talmente antisimétrico por

Sty 6% 874
= | Sy 075 875 | = 800507, — 6" ad" 507, + 670" 58", — ...
s, 8, 6%,

Estes tensores sao tteis para expressarmos a parte antisimétrica de um
tensor arbitrario. Com efeito, temos

1, Lo
(A,uu - Au,u) = §5W€Acxﬁ ; B[uua] = 56#55301,3/3

Apuy =

N —

Outro tipo de objeto geométrico que iremos considerar sao as chama-
das densidades tensorias. Os tensores nao sao o caso mais geral possivel
de objetos geométricos cuja lei de transformacao seja linear e homogénea.
Porém, se quisermos generalizar a lei de transformagcao (6) mas ainda assim
mantendo-a linear e homogénea com relagao aos tensores, a Unica possibi-
lidade é incluirmos uma funcao que dependa apenas da transformacao de
coordenadas considerada. E facil perceber que a tunica funcao nao trivial
que podemos construir com as devidas propriedade é o préprio jacobiano da
transformacao. Assim, definimos a densidade tensorial 7 de peso p como o
objeto geométrico que sob uma transformacao de coordenadas se transforma
€como

Ty ox | ox'™  0x™ ox? 0x¢ T )
BT 10x| 0o T Oap Oxle T OalP At
onde |% P ¢ justamente o jacobiano da transformacao elevado a poténcia

p. Deste ponto de vista, os tensores podem igualmente ser considerados
como densidades tensoriais de peso zero. Devido a presenca do jacobiano, as
densidades tensoriais de peso —1 serao importantes objetos geométricos para
compoOr elementos de volume invariantes sob transformacoes de coordenadas.
Com efeito, o volume infinitesimal usado em integrais d3z = dz'dz?dz?® muda
por uma transformacao de coordenadas com o Jacobiano, i.e d32’ = % d3z.
Logo se h for uma densidade tensorial de peso -1 temos que dV = hd3z é
invariante por uma transformacao de coordenadas.

A definicao do tensor delta de Kronecker foi feita com um indice co-
variante e outro contravariante. Este ponto é fundamental para termos a
propriedade de suas componentes assumirem sempre os mesmos valores em
quaisquer sistema de coordenadas. O objeto geométrico que mantém esta
propriedade mas que apresenta apenas indices co- ou contravariantes sao as
chamadas densidades tensoriais de Levi-Civita. Numa variedade de dimen-
sional 4, a densidade de Levi-Civita ¢#?? é uma densidade tensorial de peso




1 tal que

1 para pu=0,v=1, p=2, 0 =3ouV permutagao par
gh’?? = & —1 para V permutacao impar
0 caso haja indices repetidos
(8)
Sendo uma densidade de peso 1, ela se transformara
ox

Oz |z 0z 0x'P Oz 55,
ox'

ox® 0xP oz Oz c ’ (9)

glpypo _

Note que o lado direita desta expressao no caso em que p = 0, v = 1,
p=2e o =236 justamente o determinante da matriz d0z'®/0z”, i.e.

-1

6_x’
ox

ox

02" 0x' 02 02" 5, _ dx
ox’

ox® 0xf ox* ox7 c

(10)

Logo, ¢é evidente que as componentes da densidade tensorial e#?? sao inva-
riantes sob transformacoes de coordenadas ja seguem a mesma regra que a
equagao (8).

Por construcao, estas densidades satisfazem as seguintes relacoes

DN

al\o
Mgy = 010,577 (11)
alo A
"¢, 00 = 110} (12)
"N e ore = 2! 555 (13)
el re = 31 5H (14)
5“CM”£WM = 4! (15)

Na dlgebra linear, uma matriz quadrada M possui uma inversa M~! se
M~'M = 1. De manecira similar, definimos como inversa de um tensor D
do tipo (3) o tensor D! do tipo () tal que D~'#*D,, = §*,. De posse da
densidade de Levi-Civita podemos construir a inversa de D a partir do seu
menor definido por

0 1

m' = D det D = geﬂa’\as”ﬁmDa/BD,\pr (16)
pv :

onde usamos o fato de que o determinante em termos das densidades de

Levi-Civita se escreve como det D = %5““"5”5P7DWDQBD,\pDM. Assim, a

inversa de D sera dada por

_ 1
~ detD

uv

mh (17)
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Devido as propriedades da densidade de Levi-Civita, é facil perceber que
de fato D**D,, = é*,. Nota ainda que o determinante de uma matriz, por
ser definido com duas densidades de Levi-Civita, é uma densidade tensorial
de peso 2. Em particular, a raiz quadrada do determinante é uma densidade
tensorial de peso 1. Logo, se quisermos construir um volume invariante por
transformacoes arbitrarias de coordenadas precisamos multiplicar o volume
infinitesimal, que é uma densidade de peso —1 pela raiz quadrada do deter-
minante de um tensor. Como veremos mais adiante, a métrica g, é o tensor
natural a ser utilizado por definir as nogoes de distancia. Ademais, em teorias
espago-temporais, a métrica tem determinante negativo, i.e sign(g) = —1.
Com efeito, o volume infinitesimal quadridimensional

dV = /—gdz’dz'dz*dz? (18)

é invariante por transformagoes arbitrarias de coordenadas.
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Estrutura afim

Uma das questoes fundamentais em fisica é determinarmos como um dado
sistema ira evoluir, ou seja, como ocorre a sequéncia de transformagoes que
caracterizam sua evolucao. E evidente que para isso precisamos definir como
os objetos geométricos variam na variedade.

Numa variedade arbitraria nao existe uma regra a priori que determine o
meio pelo qual os objetos devam ser levados de um ponto a outro. A deter-
minacao deste procedimento é o que chamamos de estrutura afim da varie-
dade, ou seja, a estrutura afim estabelece como um dado objeto geométrico
varia ao passearmos com ele pela variedade.

O objeto que codifica esta informacao é o que chamamos de conexao.
Em outras palavras, numa variedade arbitraria a conexao nao é previamente
estabelecida mas é parte da caracterizacao de suas propriedades.

Derivada covariante

Uma das ferramentas mais uteis em fisica para estudarmos a variacao de
um dado objeto matematico é certamente o conceito de derivada no céalculo
diferencial. Note porém que a derivada simples de um tensor em geral nao é
um objeto geométrico o que a torna inadequada. O tinico caso em que a de-
rivada simples constréi um tensor é a derivada de um escalar. A propriedade
do escalar ¢(xz®) de se transformar como ¢'(z’) = ¢(z) faz com que

oxP
ax/a

bt (2') = 22 030(a) (19)

Assim a derivada simples de um escalar se transforma como um tensor
do tipo ((1)) No entanto, no caso geral precisamos do auxilio da conexao
com a qual somos capazes de definir um tipo de derivada que é um objeto
geométrico e como tal oportuna para descrever a variacao de tensores. De
fato, suponha que tenhamos um campo vetorial A* definido num aberto
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da variedade e em particular nos pontos infinitesimalmente proximos =% e
r'* = 2% + da®. Podemos fazer uma expansao em Taylor tal que A*(2'*) =
Ab(z® + da®) = AF(x®) + dgA* dzP + O(dz?). No entanto, segurando até
primeira ordem, o objeto definido por dA* = A*(2'%) — A#(2®) = 0z A* dz”
nao é um objeto geométrico. Podemos facilmente verificar isto ao lembrarmos
da lei de transformacao para vetores e calcularmos

oA™ 5 Ox™ 0%t

aam — g8 = L qar
ox'P o oxv - oxeox”

Avdg®

o que nos mostra que dA* nao se transforma como um vetor. Esta dificuldade
pode ser remediada através do conceito de transporte paralelo. A idéia é
definirmos um procedimento para levarmos um vetor de um ponto a outro
de forma que, no ponto de chegada, a diferenca do vetor que ja existia no
local pelo transportado seja um verdadeiro tensor. Para um dado vetor de
componentes A*(x®) que é definido no ponto %, definimos no ponto z®+dz®
um outro vetor Al’l‘ dado por

A (z® + da®) = A*(2%) + 6 A" (z%) , (20)

de tal forma que ao compararmos A*(z® + da®) com A} (z* + dz®) encontre-
mos um tensor que nos dé a sua variacao. Logo, queremos que A* — Aﬂ‘ se
transforme como um vetor, i.e.

( A A

H ) - (A — A7) (21)

ox™

Além disso, é natural que este procedimento tenha duas propriedades. A
primeira é de que se fizermos dz® ir a zero, ou seja, o ponto final ser igual
ao ponto de partida devemos recuperar A* = Aﬁ o que deve ser expresso
por 0A* = 0. A outra propriedade se manifesta ao considerarmos que o
proprio vetor A* seja nulo. Neste caso esperamos que novamente dA* va a
zero. Estas duas propriedades podem ser implementadas ao considerarmos
que 6 A" seja bilinear em A* e dz*. Assim somos levados a escrever

SA* = —Th A*dx’ | (22)

onde incluimos o sinal menos apenas por conveniéncia futura. Note que
dado o vetor A* e os pontos inicial e final que determinam dz®, o dA* fica
completamente caracterizado por I'; . Este termo é o que chamamos de
conexao e que codifica as propriedades afins da variedade.

De maneira analoga a definicao convencional de derivada, tomaremos
a variagao infinitesimal do vetor num dado ponto como sendo o limite da
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diferenca entre A% e Aﬁ‘ quando fazemos dz® — 0. A esta operagao damos o
nome de derivada covariante. Explicitamente, temos

. (A“(:L‘ + dx) — Aﬂ‘(m + dx)) ~ km <dA“(x) — 5A“(x))

dze >0 dze dz®—0 dze

0AH

A
axa + al

Para distinguirmos a derivada covariante da deriva simples iremos adotar
a notacao convencional definida na literatura. A derivada simples de um
vetor sera designada por uma virgula simples, i.e.
0A!
— =0, A" = A", : (23)
or®
Ja a derivada covariante serd expressa pelo simbolo V ou por um ponto
e virgula de forma que a derivada covariante de um vetor se escreve

VoAl = Al = AF 4TV AN (24)

Um dos objetivos primeiros de definirmos a derivada covariante é de que
tenhamos um tensor para caracterizar a variacao ao longo da variedade. As-
sim, por construcao, queremos que VA seja um tensor do tipo G) cuja lei
de transformacao de suas componentes é bem estabelecida. Por uma trans-
formacao de coordenadas definida por 2/#(x%), as componentes do tensor VA
se transformam de acordo com

ox'" ox® o't ox®

/ v _ U e v v A
AM;OJ — W&x/ﬁA ;B = al»l/ ax/ﬁ (A 76 + Fﬁ)\A ) (25)

Logo, encontramos a lei de transformacao da conexao

e _ o't 0P ox° _,  dxM 0%
= Jgv oz oz 57 T O oxre g

(26)

Como comentado no inicio desta secao, a derivada simples de um escalar
se transforma como um tensor. Assim iremos definir a derivada covariante
de um escalar como sendo idéntica a sua derivada simples, i.e. V,o(x) =
Oa® (). Esta defini¢ao junto com a derivada covariante de um vetor nos fixa
completamente a derivada covariante de um tensor arbitrario. E f4cil verificar
que, para B*A, se transformar como um escalar, a derivada covariante de

um tensor do tipo ((1)) deve ser definida por

VoA, =Ape=A0—T0 Ay . (27)

ap
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Generalizando temos entao que a derivada de um tensor T do tipo (2)
sera dada por

vaT'umVp...a = TMWV,O...U;& (28)
= TFY, oot DTN b £ T TH, o+
_ngT“.uuA...U - FQUT‘UHNVP...A

Tendo definido a derivada covariante de um tensor arbitrario, nos resta
estabelecer a derivada covariante das densidades tensoriais. Vale lembrar
que os tensores sao um caso particular de densidades tensoriais os quais tém
peso zero. Assim, nossa definicao de derivada covariante para densidades
tensoriais deve reobter a nogao de derivada covariante defina a pouco para o
caso de densidades tensoriais de peso zero.

Vamos exigir que a derivada covariante de uma densidade tensorial (Z)
de peso p se transforme como uma densidade tensorial (r_‘il) de também de
peso p. Para isso, a derivada covariante de uma densidade vetorial 7 de
peso p sera

V . TH="T", + F’;ATA — pFéAT’* , (29)
enquanto que para densidades ((1)) teremos
VoTu = Tua = Tay T —planT (30)

De maneira geral, a derivada covariante de uma densidade tensorial de
peso p possui um termo extra com sinal negativo e dado por p vezes o pro-
duto direto da propria densidade tensorial com a conexao com dois indices
contraidos, i.e.

vaTumyp...a = TM'"Vp...a;a (31)
= TrY s ga + DT, ot T T, o+
_F;\CpTMmV/\...U - FQUTMMVp.,.)\ - pFQATM"'Vp,..a

Tensor de curvatura

Um fato importante associado a derivada covariante é que apesar dela
possuir propriedades similares a derivada simples, como por exemplo satis-
fazer a regra de Leibniz, a derivada covariante nao comuta, ou seja, nao
podemos trocar a ordem de derivacao como fazemos com a derivada simples.
A segunda derivada covariante aplicada deve ser um tensor do tipo (g) cujas
componentes serao

VsVady = 05004, — 0500, Ax—T2,08A\—T3, Vo Ax—T3, Va4, . (32)
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Se a derivada covariante comutasse deveriamos ter VgV, A, = V,VgA,.
No entanto, um calculo direto nos mostra que

VBVQA# — VQVBA# = R)\uagA)\ + 2T>\a5AH;)\ (33)
onde T? .5 = QFE\W] ¢ a torgao e
A —_ T A A Te A T€
R uapB = F,Bu,oa - Fau,ﬂ + Faa Bu Fﬁarau (34)

é o tensor de curvatura. Apesar de R*,,s ser completamente definido em
termos da conexao, que como ja mencionamos nao ¢ um verdadeiro tensor,
este objeto é de fato um tensor. Podemos nos convencer de que L*,,5 ¢
um tensor de duas formas. Na eq. (33), se passarmos o termo associado
a tor¢ao para o outro lado da equacao temos que todos os termos do lado
esquerdo sao verdadeiros tensores. Assim, a unica possibilidade é de que o
lado direito também o seja. Como A, sao as componentes de um tensor,
a principio arbitrdrio, podemos concluir que R*,,5 deve ser também um
verdadeiro tensor. De maneira mais direta, usando eq. (26) é possivel mostrar
que por uma transformagao de coordenadas xr — z'(x) temos

ox' ox¥ 0x° OxP .

Vo
oxe ox't o' 0x'P r

R?ap = (35)

que ¢é justamente a lei de transformacao de um tensor do tipo (;)

Geodésica afim

Uma vez tendo estabelecido uma regra para transportarmos objetos de
um ponto a outro da variedade podemos construir um conceito fundamental
que é a definicao de uma classe especial de curvas: as chamadas de cur-
vas geodésicas. As curvas geodésicas sao o conceito mais proximo de retas
do espaco plano que podemos construir. A questao crucial entdao é como
devemos definir estas curvas que extremizam a distancia. Note que a ca-
racteristica fundamental de uma reta é que o seu vetor tangente é sempre
colinear com a curva, ou seja, a variacao do vetor tangente ao longo da curva
é zero. De maneira andloga, vamos definir uma curva geodésica como sendo
a curva cujo vetor tangente transportado paralelamente a préprira curva é
sempre proporcional ao vetor tangente no ponto em questao. O vetor tan-
gente E = % do ponto x® ao ser transportato paralelamente para um ponto
infinitesimalmente proximo z¢ + dz® se modifica para

§ (@ +dx) = (a) — Tp¢7da™ = €(w) - Thg%¢%dh . (36)
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Por outro lado, o vetor tangente no ponto z’® = z% + da® sera

da*  dxt A2zt deér
gy = S = e d)\zfﬂ(a:)Jr%d)\ . (37)

Logo, a condigao é fﬂ‘(x—i—dx) = o(\, d)\) £ (2’) onde o (), d)\) representa a
funcao de proporcionalidade que pode depender do ponto que é especificado
pelo parametro A e do incremento dado por dA. No caso de incremento nulo,
ou seja, d\ — 0, que siginifica 2’* — z®, devemos recuperar o vetor tangente
original para qualquer valor do parametro A, i.e. o(A,0) = 1. Como d\ é
infinitesimal, guardando termos até primeira ordem em d\, podemos escrever
(A, d)\) = 1+ B(A)d) . Esta condigao junto com as equagoes (36)-(37) nos
fornece que o vetor tangente de uma curva geodésica deve satisfazer

“w
E8 e = e (38)
As curvas integrais desta equagao nos fornecem as geodésicas afim. Note
que como a conexao esta contraida duas vezes com o vetor tangente apenas
sua parte simétrica contribui para determinar as curvas geodésicas. Além
disso, o parametro que escolhemos para caracterizar as curvas nao alteram
a imagem do mapa que a define, ou seja, duas curvas que diferem apenas
nos seus parametros mapeam os mesmos pontos da variedade. Tendo esta
liberdade, podemos reparametrizar eq. (38) com um novo parametro s(\) tal
que

d2zH dz? da® s" + Bs dat
SV L (39)
ds? ds ds s?  ds
onde s’ e §” significam primeira e segunda derivadas de s com relacao a
A. Para uma funcao arbitraria S()), a equagao s” + s’ = 0 sempre tem

solugao. Isto significa que é sempre possivel definirmos um parametro s(\)
tal que o lado direito da eq. (38) se anule. Na realidade temos uma familia
de parametros visto que se s satisfizer s” + s’ = 0, entao qualquer outro
parametro § = r s+p com r e p constantes também ird satisfazer esta equacao.
A estes parametros damos o nome de parametros afim. Assim temos que com
relacao a um dado parametro afim, a equagao que define as curvas geodésicas
é dada por , ,
6%

g A (40)

ds? W ds ds
ou de maneira equivalente

VL =0 . (41)
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Geometrias Métricas

O tltimo objeto fundamental que definiremos em nossa escalada de es-
truturas na variedade é o tensor métrico. A métrica tem pelo menos trés
finalidades fundamentais para nossa descricao fisica. Em primeiro lugar é
com o tensor métrico que definimos adequadamente as nocoes de distancia
espacial e temporal, ou seja, é através do uso de uma métrica é que somos
capazes de medir tempo e distancias. Antes de definirmos de maneira formal,
vejamos como isto ocorre na geometria euclidiana que estamos familiarizados.

O espaco euclidiano é nada mais do que o espaco tri-dimensional plano.
Tendo dois vetores a e g, definimos o seu produto escalar pela soma

i %,

onde d;; ¢ a delta de kronecker, e a distancia espacial entre dois pontos
infinitesimalmente proximos por

di* = dl.dl = da® + dy? + d2* = ) 6;;da’da’ (42)

2%
Em ambos os casos, a matriz ¢;; caracteriza a métrica do espago plano, ou
seja, a métrica g(, ) do espago euclidiano é simplesmente a matriz identidade
gi; = 0;5. No entanto, isto s6 ¢ verdade no sistema de coordenadas cartesiano.

Sabemos que o elemento de linha quando escrito num sistema de coordenadas
esférico assume a forma

di? = dr? + r2d#* + r?sin 62dp? = Z gijda‘da’ (43)
i3

onde agora a métrica nao é mais a delta de Kronecker mas é expressa por

1 0 0
g(,)=10 0
0 0 r2sinf?



Além da métrica auxiliar na definicao de distancia infinitesimal como em
eq. (42) ou eq. (43) ela como os tensores se transforma quando mudamos de
sistema de coordenadas. Além disso, a partir do produto escalar entre dois
vetores podemos definir a nocao de angulo entre estes dois vetores.

Uma outra propriedade importante que discutiremos em seguida de ter-
mos uma métrica definida na variedade é de podermos criar um mapa entre
vetores e 1-formas. Isto é bastante util pois nos possibilita identificar um
unico ente fisico tanto com um campo vetorial quanto com o campo de 1-
forma associado via o mapa gerado pela métrica.

Tensor métrico

Numa dada variedade, definimos a métrica como sendo um campo tenso-
rial g( , ) do tipo ( ) que seja simétrico, linear e nao-degenerado. Assim se

tivermos num ponto dois vetores AeBa atuacao da métrica sera tal que

g(A, B)=ae®

—

Da propriedade de ser linear temos que g(/\/i', E) = Ag( 7B) com \ € R.
Além disso, a métrica deve ser simétrica, ou seja, g(ff, B) 9(B,
expandirmos os vetores A e B numa dada base vetorial ¢, €y, €. A= Abe, e
B = B"¢é, teremos que

g(A,B) = A*B"g(é,,€,) . (44)

Num dado ponto da variedade, para cada valor de p e v g(€,, €,) assume um
valor real. Além disso como g(ff, E) nao depende da base vetorial escolhida
mas os termos A* e B” dependem, vemos que g(€,,€,) sdo as componentes
do tensor métrico escrita na base €, i.e.

G = 9(€,,€,) ) (45)

Sendo um campo tensorial do tipo (g), em cada ponto da variedade n-
dimensional, g,,, define uma matriz simétrica 4 x4. O fato da métrica ser nao-
degenerada significa que o determinante de g,,, em cada ponto da variedade
é sempre nao-nulo, i.e. g = det(g,,) # 0. Esta propriedade nos garante que
se g(ff, ¥) = 0 para qualquer v, entdo necessariamente A =0. Além disso,
com o uso de seu determinante podemos construir sua inversa. De maneira
equivalente podemos definir a inversa da métrica ¢g~'( , ) que é um tensor
do tipo ((2)) o qual tem componentes g"” tais que por definicao

9" g =01, . (46)
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A métrica sendo um tensor (g) possui duas entradas para vetores g( , ).

Se escolhermos um vetor especifico A e ocuparmos apenas uma das entradas
da métrica o resultado é um tensor do tipo ((1]), ou seja, a cada novo vetor ele
associa um numero real. Note que este objeto é completamente caracterizada
pela métrica g( , ) e o vetor A. Neste sentido a métrica faz um mapa entre
vetores, que em sao tensores do tipo ((1)), em tensores do tipo ([1]) Logo
usando eq. (45) temos que

A= gAY (47)

De maneira andloga, podemos usar a inversa da métrica ¢g~!( , ) para
. . . 2
realizar o mapa inverso. Sendo do tipo (0), se atuarmos em um tensor do

. . 1 .
tipo ((1]) encontramos um tensor do tipo (0), ou seja, temos um vetor

At =g"A, (48)

A operacao definida nas equagoes eq. (47) e eq. (48) sao o que denomi-
namos respectivamente de abaixamento e levantamento de indices. Note que
de posse do mapa criado pela métrica, a definicao de um dado vetor que era
feita apenas por suas componentes contravariante pode agora também ser
feita pela definicao das componentes covariante associadas ao campo tenso-
rial do tipo ((1)) Se soubermos as componentes covariante A, basta usarmos
eq. (48) para encontramos suas componentes contravariante A*, ou vice-versa
com o uso de eq. (47).

Em nossa nomenclatura dirfamos que uma matriz ¢ um objeto que tem
um indice contra e outro covariante. O traco da matriz é dado pela soma
direta de seus termos da diagonal. Assim, uma dada matriz M tem traco
dado por

tr(M) = M*, = M",6", = M, """ . (49)

Ademais, é a partir da métrica que definimos o conceito de distancia
infinitesimal. Note que no espaco euclidiano, a distancia dl entre dois pon-
tos infinitesimalmente préximos zg e xo + dx é calculada usando o famoso
teorema de Pitdgoras. Num sistema cartesiano temos dl = 4/d;;dzidz? =

\/ dz? 4+ dy? + d22, onde §;; representa a métrica do espaco plano.

Para um espacgo geométrico genérico, iremos definir a distancia entre dois
pontos a partir de uma generalizacao da definicao euclidiana convencional.
Assim, num espago métrico arbitrario iremos definir o intervalo entre os pon-
tos x e x + dx por

ds* = g, (z)dz"dz” : (50)

Na terminologia matemaética, o tensor métrico é sempre um objeto cu-
jos autovalores sao positivos definidos. No entanto, em fisica lidamos com
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variedades cuja métrica nao é positiva definida, ou seja, quando a diagonali-
zamos num ponto, usando um sistema de coordenadas adequado ela assume
a forma g¢,, = diag(1l,—1,—1,—1). Tendo dois vetores Ae B o produto
escalar entre eles sera

—

AB=g(A B)=g,A*B" . (51)

O médulo ao quadrado de um dado vetor A é simplesmente |A]2 =
g(A, A). Porém para métricas espago-temporais pode acontecer g(A, A) < 0
Denominaremos o vetor de acordo com o sinal de seu modulo, i.e.

|A?>0 ,  vetor tipo-tempo
A2 =0 ,  vetor nulo
\E\Q <0 , vetor tipo-espaco

Para vetores tipo-tempo ou tipo espaco nos quais |14T|2 # 0, podemos
definir o angulo entre vetores fazendo uso de eq. (51). Assim, sendo A e B
dois vetores nao nulos, o angulo entre eles é definido por

g(%f, E) g A*BY
= A S0 o A (52)
HAILIBIL V/I[AaA]\/[[BAB|
E imediato notar que —1 < cos® < 1 como esperado. Quando § = +7

dizemos que os vetores nao nulos Ae B sio ortogonais entre si. Caso queira-
mos incluir os vetores nulos nesta descricao, seremos forgados a permitir que
o angulo se torne imaginario. Isto acontece pois como o moédulo de um vetor
nulo é zero nao somos capazes de normalizar eq. (52) de forma que o médulo
do cosseno do angulo entre um vetor nulo e um outro tipo-tempo ou tipo-
espago serd em geral maior que 1, i.e. |cos@| = 1. Além disso, é conveniente
definirmos a noc¢ao de ortogonalidade independente do valor de 6. Assim,
dizemos que dois vetores arbitrarios sao ortogonais, ou perpendiculares, se o
seu produto escalar for zero, i.e.

gAK)y=0 —ALB . (53)

Desta defini¢ao, vemos que vetores nulos sao por definicao perpendiculares
a si mesmo ja que seu modulo € zero.
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Variedades Riemannianas

Uma variedade riemanniana 4-dim é definida como um tripleto (M, I'! 55 ),
i.e. ¢ uma variedade quadri-dimensional M que possui uma métrica g,, e
cuja estrutura afim é dada pelo simbolo de Christoffel, i.e.

9" (0agrs + O59ar — OrGas) - (54)

Variedades riemannianas satisfazem a condicao de metricidade que é ex-
pressa pela derivada da métrica ser nula, i.e. V,g,, = 0. Ademais, a co-
nexao sendo dada pelo simbolo de Christoffel, a torcao também é zero, i.e.
THap = 2F’[‘a 5 = 0. Dada a condicao de metricidade, vemos que as operacoes
de multiplicar pela métrica e tomar a derivada covariante comutam de forma
que

9" VAT gr.p) = VAT, (55)

Em variedades riemannianas, podemos sempre escolher um sistema de
coordenadas no qual a conexao se anula num dado ponto fiducial zy. Podemos
mostrar este resultado fazendo uma expansao em Taylor a partir de um ponto
fiducial 2§ da transformacao de coordenadas 2'(x) a qual escrevemos

1
' = M (xg) + at'y (2% — xf) + §b“a5 (2% —28) (27 —2f) + ... (56)
e a transformacao inversa pode ser escrita de maneira similar trocando a*,,

por A¥, e b, por Bt .z, tal que A*, = (a=1)#,. A lei de transformagao da
conexao eq. (26) calculada no ponto zf nos fornece

ol =a A% AP0 +aob (57)
y) o
E fécil verificar que a*, = O, e b = —O;laO;lﬁrgﬁ satisfazem as

condigoes para anularmos a conexao. Ademais com uma escolha adequada
de O, podemos diagonalizar a métrica. De fato, a lei de transformacao da
métrica neste ponto é dada por

g;w = aaua/guga,ﬁ = OauOﬁugaﬁ . (58)

Da algebra linear sabemos que uma matriz simétrica e nao singular como
a métrica é sempre diagonalizavel. Concluimos que em variedade riemannia-
nas além de podermos localmente anular a conexao por uma transformacao
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de coordenadas podemos simultaneamente tornar a métrica diagonal e se
desejavel com seus termos da diagonal iguais a +1, ou seja g, se torna
ortonormal neste ponto.

A condigao de integrabilidade eq. (33) define o tensor de curvatura, o qual
reproduzimos por completeza

R s = aargu — aﬁrgu + T, G — Pgargu . (59)

Para analisar as simetrias deste tensor se mostra util abaixarmos o seu
primeiro indice. Assim, temos

1
Ryvap = 5 (guﬁwa = Yuawp t Guaus — gvmwc) + Gux [Fgareu - FAEPZV] (60)

2
Da expressao acima, vemos que o tensor de Riemann ¢é anti-simétrico nos
seus dois primeiros indices e nos seus dois ultimos. Além disso, ele também
¢ simétrico pela troca simultanea dos dois pares, i.e. R0 = Ragu. Além
destas simetrias mais evidentes, o tensor de Riemann ainda satisfaz mais uma
condicao. Para identificarmos esta outra simetria, considere um sistema de
coordenadas no qual a conexao se anula num dado ponto fiducial z5. Com
relacao a este sistema de coordenadas o tensor de Riemann neste ponto se
reduz aos termos de derivada segunda da métrica. Analisando apenas os
termos de derivada segunda, nao é dificil mostra que a combinacao de tensores
de Riemann com permutacao ciclica nos tres ultimos indices se anula. No
entanto, esta é uma equagao tensorial de forma que se ela vale um dado
sistema de coordenadas ela deve ser valida para qualquer outro sistema.
Além do mais, o ponto fiducial zy é completamente arbitrario, de forma que
ela também deve ser vélida para todos os pontos da variedade.
Podemos listar todas as condigoes de simetrias do tensor de Riemann:
1) Rapu = = Rpopw (61)
i) Rapw = —Rapup (62)
Raﬁ;w = R,uzzaﬂ (63)
Rafusv) = Rappy + Rovps + Rapup = 0 (64)

111
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~— — ——

Estas simetrias nos mostram que o tensor de Riemann possui apenas um
traco, i.e Ros = R*aa5. De fato, contrair o primeiro indice com o segundo
da zero e com o quarto nos da o menos resultado anterior apenas com um
sinal trocado. Este tensor denominado de tensor de Ricci é simétrico, i.e.
R, = Rp,. Ainda podemos contrair o tensor de Ricci novamente com a
métrica fornecendo o escalar de Ricci R = g R,p.

23



Uma outra propriedade importante do tensor de Riemann é de que eles
satisfazem as identidades de Bianchi. As identidades de Bianchi estao as-
sociadas a condigoes de integrabilidade. Seguindo um racioncinio anédlogo
ao que nos levou a condicao R,[,s,) = 0, vamos considerar um sistema de
coordenadas que anule a conexao em um dado ponto fiducial xy. Neste sis-
tema de coordenadas, a derivada covariante do tensor de Riemann se escreve

Rgun| = 00y 53—\, 15, Usando esta expressao, ¢ direto mostrar que
xo

a seguinte composicao se anula
V[ARQ\BIW] =2 (VARQBW + VLR + vuRaﬁw\) =0 . (65)

Se tomarmos o traco desta equacao contraindo os indices « e v, encon-
tramos

VaoRsu = VaRgu — VR (66)

e contraindo novamente agora nos indices 3 e A, temos

o 1 1
VR, = §V#R = §a“R (67)
Esta tultima equacgao nos mostra que em toda e qualquer variedade ri-
emanniana, existe um tensor que é definido a partir de uma combinacao
especifica do tensor e do escalar de Ricci que tem sempre divergente zero.
De fato, definindo o tensor de Einstein por

1
G;w = R;w - iRg,ul/ ) (68)

a eq. (66) nos mostra que V,G" = 0.

24



Bibliografia

Mikio Nakahara. Geometry, Topology and Physics. Institute of Physics Pu-
blishing, 2003.

25



