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Capitulo 1

Fundamentacao Teorica

“O Universo (que outros chamam a Biblioteca)
compde-se de um numero indefinido, e talvez infinito,
de galerias hexagonais...”

- A Biblioteca de Babel -
Jorge Luis Borges

1.1 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

1.1.1 Numero finito de graus de liberdade

Na tentativa de construir uma formulagao hamiltoniana para a Teoria da Relatividade
Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por reparametrizagoes arbitrarias de coor-
denadas, surgem naturalmente vinculos entre as varidveis candnicas. Desta maneira, se faz
necessério estudar o método desenvolvido por P.A.M Dirac Ref. [1], no inicio da década de
50, para tratar sistemas hamiltonianos vinculados.

Apesar do formalismo hamiltoniano ser completo, no sentido de ser equivalente e indepen-
dente do formalismo lagrangiano, é comum construi-lo a partir de uma lagrangiana. Seguire-
mos este mesmo caminho.

Estamos interessados em casos onde os momenta nao sao todos fungoes independentes das

velocidades generalizadas. Desta forma surgem naturalmente vinculos que sao traduzidos em



equagoes relacionando as coordenadas e os momenta

ém (¢,p) = 0. (1.1)

Estas equacdes sdo chamadas de vinculos primérios' (terminologia usada pelo préprio

9Ly " Daqui a

Dirac), ou seja, os vinculos oriundos da prépria definicdo dos momenta (p = B4 )-
pouco definiremos precisamente a diferenca entre vinculos primarios e secundéarios.

Devido aos vinculos (1.1) a hamiltoniana definida por

a9q

deve ser acrescida das equagoes de vinculos para garantirmos a validade dos mesmos. De fato,

é necessario modificar a hamiltoniana para
*
H* =H + Cm¢m )

onde em geral os coeficientes C,,, podem ser func¢oes arbitrarias dos q’s e dos p’s. Eles nada
mais sao do que os multiplicadores de lagrange associados a cada vinculo. Impondo que a
variagao da agao com relacao a esses coeficientes se anule, garantimos a validade das equagoes
de vinculo.

As equacoes de movimento para o sistema hamiltoniano precisam ser generalizadas, Ref.

[1], para:
. OH Obm
L R , 1.2
K Opn, tm Ipn (1.2)
: OH Obm
n = — o — U, : 1.
P Iqn o Iqn (1.3)

onde os u,,’s sao desconhecidos.
Uma fungao arbitréria g(q, p) tem a sua evolucao temporal descrita em termos dos parénteses

de poisson dada por

_0g . dg .
g= aqnanr 8pnp”_ {9, H} + tupn {9, dm} -

Esta expressao pode ser condensada, definindo-se a hamiltoniana total Hy = H + uy,¢m,

9=A{g.Hr} .
'Hoje em dia j4 existem refinamentos a esta terminologia, porém nio sio relevantes para esta exposicio

Ref.’s [2, 3].




E necessério ressaltar que os vinculos s6 podem ser substituidos apds o calculo dos parénteses
de poisson. De fato, se pensarmos geometricamente os vinculos ¢,, (¢, p) sao interpretados
como superficies no espaco de fase onde a dinamica deve ocorrer na regiao de superposicao,
enquanto que os parénteses de Poisson, ao utilizarem derivadas parciais, estao calculando

variagoes na direcao normal as superficies. Para lembrar este fato escrevemos

¢m (q,p) = 0.

Por consisténcia do formalismo temos que garantir que os vinculos sejam preservados para

todos os instantes:

o = {on, Hr} = {op, H} + i {Pr, b} ~ 0 (k=1,...,m).
Estas m equacoes podem trazer 4 situagoes distintas.
1. é trivialmente satisfeita
2. revela uma inconsisténcia
3. resulta em uma nova equagao de vinculo independente dos u,,’s
4. gera equagdes que 0s Uy,’s devem satisfazer

Se nos depararmos com a situagao 2, o formalismo nao pode ser aplicado para este sistema
especifico e fim da linha.

No caso 3, novas equacgoes de vinculo serao criadas quando impussermos preservacao dos
vinculos primarios. Estes novos vinculos sao chamados de vinculos secundérios por razoes
Obvias. Porém, estes vinculos também devem ser preservados, o que nos leva as quatro si-
tuagoes possiveis novamente. Qualquer equacao de vinculo que venha a surgir deste processo
é chamada de secundéria.

Este procedimento continua até que todos os casos recaiam em 1, em 2, ou em 4 que pode

ser entendido como equagoes para as varidveis u,,’s,

{(z)j?H}'i_Ufm{(ﬁj?ém}%O' (1’4)

Iremos supor que estas equacoes podem ser satisfeitas, caso contrario o formalismo é incon-

sistente. A equagao (1.4) pode ser entendida como uma equagao matricial do tipo A.u,, = B.



Se a matriz {¢;, ¢m } ndo puder ser invertida, a solugao nao serd univoca pois podemos somar

a sua soluc¢do qualquer combinacao linear de fungoes V;, (¢, p) tal que

Vi {¢J7¢m} =0. (15)

Assim, concluimos que a solugdo mais geral para a equacao (1.4) é dada por

Um = Um (Q>p) + Uavam (qap) ’

onde os coeficientes v,’s sdo completamente arbitrdarios podendo ser quaisquer funcoes do
tempo, enquanto Vg, (¢,p) sdo fungdes linearmente independentes que satisfazem (1.5) e os
coeficientes Up,’s sdo as solugoes particulares das equagoes (1.4).

Da algebra linear, sabemos que a impossibilidade de inversao de uma matriz esta associada
a duas ou mais de suas linhas ou colunas serem linearmente dependentes, ou seja, temos excesso
de informagao. Neste caso, é natural pensarmos que estamos lidando com um sistema com
liberdades de calibre. Como veremos mais adiante, a liberdade de calibre estd intimamente
ligada a existéncia de vinculos de primeira classe. Chamamos de vinculo de primeira classe
todos os vinculos que possuam parénteses de poisson fracamente igual a zero com qualquer
outro vinculo e de vinculo de segunda classe todos os outros. Caso s6 exista vinculos de
segunda classe, a equacdo (1.4) poderd ser invertida e nos fornecerd a tinica solu¢ao possivel.

’

E interessante reescrevermos a hamiltoniana total na formas:

Hr = H+ Uy om + Ua¢a 5 (¢a = Vam¢m)

A presenca de funcgoes arbitrarias (v,’s) manifesta a existéncia de liberdades adicionais
dentro do formalismo. Estas liberdades estao ligadas a escolhas de calibre, ou seja, este
formalismo abrange teorias como o eletromagnetismo e a gravitacao.

Seguindo a nomenclatura usada por Dirac, vamos definir varidveis dinamicas de primeira
classe como funcoes das variaveis q’s e p’s que possuam parénteses de poisson zero com qualquer
outro vinculo (primdrio ou secunddrio). Caso contrério a varidvel é dita de segunda classe.

Um parénteses de poisson de uma varidvel de primeira classe ¢ com um vinculo ¢; pode ser
expandido em combinagoes lineares dos préprios vinculos de modo que {@Q, ¢;} = ajr¢r. Uma
propriedade interessante que resulta da identidade de Jacobi é que o parénteses de poisson de
duas variaveis de primeira classe também é de primeira classe, e é facil ver que a hamiltoniana

total é de primeira classe.



O ntmero de fungoes arbitrarias é igual ao ntimero de coeficientes v,’s, os quais sao tantos
quanto o numero de vinculos primdrios de primeira classe. Pode-se mostrar, Ref. [1], que os
vinculos primérios de primeira classe sdo geradores de transformagoes de contato infinitesimal
que nao alteram o estado fisico do sistema.

De fato, um estado fisico estd bem definido quando fornecemos como condicgao inicial todos
0s ¢’s e p’s. A arbitrariedade das funcées v,’s implica que existe mais de um conjunto de ¢’s e
p’s associados a um mesmo estado fisico. Dirac conjecturou que qualquer vinculo de primeira
classe, sendo priméario ou secunddrio, deve ser um gerador de uma dada transformacao de

contato, no entanto ainda nao existe provas conclusivas nem a favor e nem contra este fato.

1.1.2 Extensao para campos classicos

A extensao deste formalismo para campos cldssicos é praticamente imediata. No entanto,
devemos tomar cuidado com a definicdo dos momenta generalizados onde a derivada da la-
grangiana com respeito as velocidades tem que ser substituida por variagoes funcionais. For-
malmente, definimos os momenta generalizados como sendo o coeficiente na integral quando

fazemos uma variacao funcional na lagrangiana com respeito as velocidades generalizadas.

0L = /p&j (1.6)

Como exemplo de aplicagao deste formalismo, tomemos um sistema classico Newtoniano
invariante por reparametrizacao temporal.
~ . . . . d
A acgé@o Newtoniana de um sistema com n graus de liberdade com uma lagrangiana L (q, d—g, t)

pode ser reparametrizada de modo a escrevermos,

S:/dTL(q,q,t,i)

onde o ponto indica derivada com relagao ao parametro 7 e L (q, q,t, i) =t L (q, %, t)

Definamos os momenta por
_ dgi
. oL ; o, 9 ( i )
N 871 N dg; ‘ 0q;
G 9 (d%) q

7_[_@

i=1,...N



dg;
CcOomo dt —

) %

T =7p i1=1,..., N

Woial?:L(q,q:,t>+t'.Z oL '(9(%#') _

ot i - 8(62};) ot
=L— Z &_L Z dql— (q,,p t)

Assim temos o vinculo

0 (qu,p") = 7° + H (g5, 7', 1) = 0.
Note que a hamiltoniana do sistema reparametrizado é zero, de fato

F(QmP”) = k. qM _Z(qMaQu) = 7T0£+Z7TiQi - ZtL =
- -

™ —i—ZpZ 44 —L] =t(n"+H)=0
No entanto, a evolucao do sistema é dada pela hamiltoniana total:
Hp = H + uypo = uo [7° + H (g;, 7", t)]

E trivial mostrar que este vinculo se conserva no tempo

(¢0 = [¢0, uoo] = 0).

As equagoes de movimento sao :

. dt
t={t,Hr}=u = W=
OH dH O0H
7r0—{7r Hp} = —ug- e — o= o
¢ = {qi, Hr} = up oy = Uy (1.7)
S oH dp  OH
pZ:{p’HT}:_uO'aqi = E:_aqi

Como j4 era esperado, recaimos nas equacoes dinamicas convencionais para um sistema
hamiltoniano de 2N graus de liberdade (g;, p").
S6 nos resta examinar a que tipo de transformacgao este vinculo ¢ estd associado. Em

notacao de parénteses de poisson, as transformagdes podem ser escritas Ref. [4]

e- parametro infinitesimal
dv=-e{v,G}

G- fungao geratriz



Queremos entao considerar o efeito de tomarmos como fungao geratriz o vinculo primério

b0

ot =e{t, o} :e{t,ﬂ'o} =¢

o oV =e{n% ¢} = —ed Bt = e% (usando 1.7)
o g}g = ecfiqti (usando 1.7)
o ot =e{p' 0} = anz = 6d£i (usando 1.7)
o 0H =e{H,¢o} = e o — di (usando 1.7)

A partir destas transformacoes, vemos que este vinculo primério gera transformacoes in-
finitesimais no tempo fisico t. Estas transformacoes nao alteram o “estado fisico” do sistema
ja que agora a evolucao é dada pelo parametro 7 e o tempo ¢ funciona meramente como uma
coordenada canonica. De fato, neste contexto, uma trajetéria completa no tempo t deve ser
interpretada como um tunico estado fisico do sistema.

Para esclarecermos melhor este ponto, talvez seja interessante analisarmos outro exemplo
ja bem conhecido na literatura que foi utilizado pelo préprio Dirac — o campo eletromagnético.

Seja a acdo do campo eletromagnético para o espaco-tempo de Minkouwski? sem fontes

(J=0;p=0)

1
S = i /d%F’“’FW , com Fy, =0,A, (%) — 0,A, (z)

Formalmente, a tnica diferenga com relagao ao exemplo anterior é que agora as variaveis
Sa0 campos e por isso temos que tomar cuidado no calculo dos momenta e nos parénteses de

Poisson.

"nuv=diag(-1,+1,4+1,41)



Para calcular os momenta precisamos variar a lagrangiana com respeito aos campos A, (%),
1
L=3 / Bz F"§F,, = / BPrF" 9, (5A,).
Comparando com a equagao (1.6) os momenta II* sdo dados por

I (%) = FO (2°) —

Temos, entao, novamente um tnico vinculo primério do tipo ¢ (A,, I1*) = 0 que neste caso

é simplesmente IIY (2%) ~ 0. Assim, a hamiltoniana é dada por

. 1 1
/dgl'?'[ = /d3$ <H“Au - 4F"WFMV> - /d?’x <FZOA FUFZJ - 2FOZF0z> =

1 o 1 .. . g 1. . A
= / A3z (—QFOZFOZ» — ZF”FM + FolaiA()) = / d3x (—4F”F2-j + inlni — I, A0> =

= /d% <; (E* + B?) —1I',; A0> ,

onde foi feita uma integracao por partes no ultimo termo e desprezamos termos de superficie.

H

O passo seguinte é examinar a variacao temporal do vinculo. Como s6 existe um tnico

vinculo primdrio,

B ) (Z) OH(§) OI(Z) OH (¥
={I° (@), H @)} = /d3 ( (Z) olr(Z) OIIF(Z) 6 A, (Z)
OH(Y) < o . 0
_/d32 34, (2) DE=D 0
=" () - 6 (=) = 0

Este é um novo vinculo secundario. A sua variagao no tempo nos fornece:
) ’ OIT',; 5 Ol (7) oM (¥
() = {II; (@), H@)) = / B ( : (40) (@) OH (D)

j) ST (2)  OlIE(2) 64, (2)
/ & M( (z* 0 >
b

L (jerrn 8 s ve-n) -
= aii </d3z M (g)ajk (55.5@_5)) .53.5@_50 _
_ 85; (/d3 FF (?7>3§k(5(37—5>) 5 (7 5)> _

3?51 ai M@)5(@—§) =0  (F éantisimétrica)



Com isso garantimos que os vinculos sao conservados no tempo

. Note que ambos sao
vinculos de primeira classe. De fato

(10 @), 11 (7)) = 55167 = 9]0 =0

Antes de estabelecermos a hamiltoniana total, vamos verificar que o vinculo secundario

de primeira classe gera transformacgoes que nao alteram o estado fisico do sistema

. Por
completeza, calculemos as transformagoes geradas pelo vinculo priméario de primeira classe
(Z)l = HO ~ 0.

o 014, (z%) = [d3z &1 (2%) {Ay (%) T (2%) } = 5261 (z%);

e 014 (l‘a) = €1 (l’a) ; 014; (xa) =0;

@), 0 (2*)} =0 Vi

este vinculo gera transformacoes apenas na variavel Ag (z¢).

O vinculo ¢y = II',; &~ 0, gera transformagoes nas varidveis A4; (z®) e nao altera a varidvel
Ap (z%). De fato,

o 0111+ (x fd3z € ( {H“

o GoA, (z%) = [d3z ex( {A ), I (2%)}) =

= [d®z ez (2*) 2% (6], - 5( @ —2%) = =6, 2 ex (%)
o 534 (z%) = 0; 52A; (2%) = — 2 € (2°);
o Ooll* (z%) = [ d3z e (z) {II* (x*) ,IT',; (%)} =0 Y

O significado destas transformagoes fica claro quando analisamos as conhecidas trans-
formacoes de calibre dos potenciais eletromagneticos A,

0A, (z%) = 821‘)\ ()
Reconhecemos entao que as transformacoes geradas pelos vinculos de primeira classe sao
casos particulares das transformacoes de calibre do eletromagnetismo
Ainda seguindo a nomenclatura de Dirac, vamos chamar de hamiltoniana extendida a
hamiltoniana total acrescida de todos os geradores que nao alteram o estado fisico do sistema
Para este nosso exemplo, a hamiltoniana extendida (Hg) entao se escreve
HEZHT+fd3JZu1(
Hp = [d%z

xa) Hi,i (xa)

(3 (£ B) + ol + )

11



onde absorvemos a variavel Ay dentro de u;.

Chegando a hamiltoniana extendida o trabalho estd completo. No entanto, um leitor atento
notaria que as coordenadas conjugadas Ag e II” possuem liberdades de calibre de forma que
podemos fixd-las sem perda alguma de graus de liberdade (escolha de calibre). Note que
Ao = yy ¢ completamente arbitrdrio e que ro = II’,; ~ 0 juntamente com o vinculo II° ~ 0

fixa T1° = 0.

12



1.1.3 Quantizacao de sistemas vinculados

Uma vez bem estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistemas classicos com vinculos,
é de interesse construirmos um formalismo quantico para este sistema.

O caso mais simples para a quantizagao é adotar um sistema classico apenas com vinculos
de primeira classe.

A equacao dinamica é a equagao de Schrédinger onde tomamos a hamiltoniana como sendo

a hamiltoniana de primeira classe mais geral possivel:
d .
ih-—vy=H

No processo de quantizacao, associamos a cada variavel dinamica classica um operador
quantico definido no espaco de Hilbert. Além disso, requeremos que as relagoes entre as
varidveis classicas através dos parénteses de Poisson sejam levadas em relagoes de comutacao

entre os operadores

Como as relagoes de comutagao ji estao fixadas, nao podemos interpretar as equagoes
de vinculo ¢;(¢,p) como novas relacoes entre operadores. Com efeito, seja um vinculo
¢ (q,p) e uma funcao F (gq,p) qualquer das coordenadas e momenta generalizados tal que
{¢; (¢,p),F (q¢,p)} # 0. Ao quantizarmos esta equagao teremos [¢; (¢,p),F (¢,p)] # 0.
Porém, se fizermos ¢; (q,p) = 0, terfamos [¢; (¢,p), F (¢,p)] = 0 pois o comutador de um
operador identicamente nulo é zero com qualquer outra funcdo de operadores e, claramente,
isto é uma inconsisténcia.

Para tornarmos este procedimento consistente, devemos requerer que cada equacao de

vinculo seja uma restricao sobre a funcao de onda que é solucao da equacao de Schrodinger
¢; (4,p) ¢ (Z,t) = 0.

O formalismo construido desta forma deve satisfazer a alguns requisitos para garantirmos
a sua coeréncia.
Se a aplicacdo de um determinado vinculo ¢;(¢,p) anula a funcao de onda, entdo, a

aplicacao sucessiva de dois vinculos sobre a funcdao de onda também tem que resultar em

13



zero (¢rp¢;¢ = 0). Se invertermos a ordem de aplicacao o resultado ainda deve ser zero, de
forma que, o comutador de quaisquer dois vinculos aplicado a funcao de onda deve anula-
la. Esta equagdo nao gera nenhum vinculo novo, e por isso a tunica possibilidade é que o
comutador entre os vinculos de primeira classe seja uma combinagao linear entre todos os
possiveis vinculos,

(9 (4,D) ¢x (4, D)] = CJf dm (4, D)
o que é consistente com {¢;, ¢} = C’ﬂ ®m, a menos de problemas de ordenamento.

Nao ¢ trivial que esta equacao seja satisfeita. Em geral, os operadores do espacgo de Hilbert
nao comutam entre si, e justamente por isso, os coeficientes C’;”, que podem depender dos
operadores (’s e P’s, precisam ser posicionados a esquerda do lado direito da equacao para
garantir que a aplicacdo do comutador [¢; (¢,D) , ¢ (¢, p)] anule a funcao de onda.

Além disso, as relagoes de vinculo devem valer para qualquer instante. Utilizando a equagao
de Schrédinger para um acréscimo infinitesimal de tempo, e impondo que um determinado

vinculo ¢ (¢, p) anule a fungao de onda nos dois instantes ¢ e ¢ + dt temos que

Bu b+ dt) = Gur () — + O FY (6) = Gy (1) = 0

e naturalmente também temos que a aplicagao da hamiltoniana posterior a aplicagao de um

vinculo deve anular a fun¢ao de onda
Hepp (t) =0

Concluimos assim que o comutador entre quaisquer vinculos de primeira classe e a hamil-

toniana deve anular a funcao de onda. Como este ndao é um novo vinculo temos
(95 (4,p), H (4,p)] = Dj" ¢m (4, p)

Todos os comentarios feitos anteriormente se repetem.

Nesta exposicao s6 me preocupei em elucidar problemas especificos deste formalismo.
Questoes relacionadas a qualquer método de quantizagao como, por exemplo, o problema
de ordenamento nao sao alterados com este tratamento.

Com relagao & quatizagao de sistemas hamiltonianos vinculados onde aparecem vinculos de
segunda classe, serei breve e farei apenas alguns comentarios. Para maiores esclarecimentos,

consultar as referéncias indicadas Ref.’s [5]-[8].

14



O fato do sistema apresentar vinculos de segunda classe esta relacionado com a existéncia
de varidveis dispensaveis. O primeiro passo €, através de combinagoes lineares, diminuir ao
maximo o nimero de vinculos de segunda classe (o nimero minimo de vinculo de segunda
classe é sempre par). Concluida esta etapa, podemos redefinir os parénteses de Poisson pelos
chamados parénteses de Dirac, os quais possuem a propriedade de fornecer corretamente as
equacoes de movimento e nao alterar as relagoes de comutacao dos vinculos de primeira classe.

Além disso, pode-se mostrar que os parénteses de Dirac entre um vinculo de segunda classe
com qualquer funcdo das coordenadas e momenta generalizdos A (q,p) é identicamente (ou
fortemente) nulo. Isto nos possibilita tomar os vinculos de segunda classe identicamente nulos
desde o principio. Com efeito, se qﬁ? é um vinculo de segunda classe entao {qﬁ?, A (q, p)}D =0
para qualquer fungao A (q,p) das coordenadas e momenta generalizados. Assim, fixarmos
qﬁjz (q,p) = 0 é consistente pois teremos {gf)?, A (q,p)}D = 0 levados em [QSJQ (q,p),A ((j,ﬁ)} P =
0 identicamente.

Podemos entao, ao contrario dos vinculos de primeira classe, interpretar as equagoes de
vinculos de segunda classe como identidades entre operadores.

Certamente neste processo o nimero de graus de liberdade do sistema é reduzido. Com as
novas variaveis e a redefinicao dos parénteses de Dirac, recaimos novamente no caso anterior

onde s6 existem vinculos de primeira classe, e tudo segue como antes.

15



1.2 Formulacao Hamiltoniana da TRG

1.2.1 Folheamento da variedade com hipersuperficies tipo espago

No inicio do século XX surgiu, dentro da comunidade cientifica, um ideal com motivagoes
filoséficas para se conseguir a unificacao de todas as teorias fisicas. Certamente isto é um mero
desejo humano, ja que a natureza nao busca na ciéncia o seu comportamento, ao contrario,
somos nos que observamos a natureza para tentar entendé-la. No entanto, havia motivos para
que os cientistas acreditassem que esta unificacao fosse possivel. No final do século XIX, o tra-
balho de James Maxwell nos mostrou como duas forcas até entao consideradas independentes,
a saber, as forcas elétrica e magnética, eram na verdade manifestacoes diferentes de um 1nico
campo, o campo eletromagnético. Mais tarde, com o advento da mecanica quantica e posteri-
ormente com a sua compatibilizagdo com a mecanica relativistica sem gravitacao (meados do
século XX), se conseguiu incorporar o eletromagnetismo ao mundo quéantico, dando origem &
eletrodinamica quantica (QED). Neste contexto a tnica teoria de interagao fundamental da
natureza que ainda nao fazia parte deste arcabouco matematico era a teoria da gravitacao, ou
seja, a teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

A primeira dificuldade técnico-matemaética surge de o caminho natural de quantizacao
canonica requerer uma formulacao hamiltoniana. Os primeiros trabalhos nesta direcao datam
do final da década de 40 e inicio de 50 do século passado. Para se construir este formalismo foi
necessario desenvolver uma teoria para sistemas hamiltonianos vinculados Ref. [7] e Ref.’s [22]-
[24], j& que a Relatividade Geral é uma teoria invariante por reparametrizagao de coordenadas.
Ao se tentar construir a hamiltoniana da gravitacao é necesséario singularizar a coordenada
temporal gerando assim vinculos entre as varidveis canonicas. Nota-se assim que a formulagao
hamiltoniana da Relatividade Geral s6 é possivel para espacos cuja topologia é do tipo R® M3
onde M? é uma hipersuperficie espacial arbitraria de dimensao 3.

Para chegar na hamiltoniana da gravitagdo, seguiremos a linha de exposi¢do de R. Ar-
nowitt, S. Deser e C.W. Misner Ref. [25], primeiro folheando o espago-tempo com uma hiper-
superficie tipo espaco e depois aplicando o formalismo para sistemas hamiltonianos vinculados
as varidveis canonicas em questao.

Todo o desenvolvimento serd feito supondo-se secoes espaciais fechadas para que nao te-
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nhamos que nos preocupar com os eventuais termos de superficie que possam vir a surgir. Em
casos com segoes espaciais abertas o procedimento é analisar caso a caso e, quando houver
contribuicoes nao nulas, somam-se termos a hamiltoniana total de forma a cancelarmos as
contribuicoes de superficies. A orientacao nestes casos é conseguir reproduzir as equacoes de
Einstein, o que nao é possivel com os termos de superficie.

Seja uma variedade com topologia R ® M3. Primeiramente preenchemos a variedade
com uma congruéncia de curvas tipo-tempo, ou seja, uma congruéncia que em cada ponto
podemos definir um vetor como a derivada com relacdo ao parametro da curva (7) e por
construgao este vetor (n%) é do tipo-tempo. Num dado ponto existe uma hipersuperficie local
cujo vetor normal é o préprio n®. Devido a topologia da variedade, esta hipersuperficie pode
ser estendida de modo a separar a variedade em duas regides tal que qualquer curva tipo-
tempo tem necessariamente que atravessar esta hipersuperficie. Isto é muito importante para
podermos defini-la como uma superficie de Cauchy.

O parametro 7 das curvas da congruéncia nao sao necessariamente constantes ao longo
desta hipersuperficie. Definimos entao um parametro t justamente com a exigéncia de que
seja constante sobre cada hipersuperficie.

Naturalmente podemos parametrizar as hipersuperficie usando 3 parametros:

Vamos escolher uma base de vetores na hipersuperficie como sendo a derivada com relagao

a cada parametro:

. Ox®
Xa = 54

Por praticidade estamos considerando que o vetor normal & hipersuperficie é normalizado

de forma que tenhamos,
9o’ = =1, gagn™xi =0

O conjunto de todas as hipersuperficie a t constante preenchem a variedade e assim des-
crevemos o espago-tempo a partir das equagdes paramétricas x“ (¢, z%).

Num dado ponto 2’ de uma hipersuperficie a t constante existe um vetor normal n®
associado a uma determinada curva da congruéncia. E possivel que este ponto seja levado a

uma outra curva da congruéncia ao passar para proxima hipersuperficie. Para quantificar esta

17



variacao definimos um vetor deformacao N como sendo o vetor que conecta dois pontos de

mesma coordenada espacial x* em duas hipersuperficies vizinhas.

o X7 (ta)
N =%

A decomposicao do vetor deformacao na base definida sobre a hipersuperficie e paralela

ao vetor normal nos fornece:
N% = Nn“+ N

A fungdo N é chamada de funcao lapso e as N% sao chamadas de func¢ao deslocamento.
Note que a funcado lapso mede a taxa de variacao entre o parametro t e o tempo proprio
associado a um observador comével com quadri-velocidade n®. A funcao deslocamento mede
a taxa de variacdo do ponto com coordenada z° entre duas hipersuperficies a t constante.

Para estudar a evolugao dinamica do sistema precisamos projetar as quantidades fisicas
sobre a hipersuperficie e paralelamente ao vetor deformacao, ja que este é o vetor tangente as

linhas coordenadas do tempo t. Podemos reescrever n™ e a métrica a partir desta decomposicao

1 Na 1 —Ne
o _ o a _
=N T N <N’ N >

e assim obter:

9ij = YaB X; Xf = hij
90i = gap N Xiﬁ = N hg; = N;
900 = gap N NP = —N? + N°N,

—N? 4+ NN, N;

Juv =

com inversa g"’ g, = 85 (por construgdo h”hj, = 8%),

_ 1 N
g/u/ _ N2 NZ2

NI pii _ N'NJ

N2 N2

Com estes resultados a componente covariante do vetor n® é
Na = Jop 775 = (—N,0,0,0)t .

Como era de se esperar, a variavel dinamica que descreverd a evolugao da geometria é a

propria métrica da hipersuperficie (h;;). Para tanto, precisamos caracterizé-la integralmente.
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Resta-nos entao sabermos como esta tri-hipersuperficie espacial estd curvada com relagdo a
variedade maior quadridimensional. O estudo de imersao nos mostra que é possivel que duas
hipersuperficies distintas (g,.; g/ap) possuam a mesma métrica intrinseca & hipersuperficie
(hij) como sub-variedade. Uma maneira natural de prosseguirmos é estudarmos a variagao
do vetor normal a hipersuperficie, fazendo-o variar ao longo da mesma e projetando-o sobre a
hipersuperficie, j4 que queremos descrever a evolucao a partir da hipersuperficie e quantidades
fisicas definidas sobre ela.
Define-se o tensor de curvatura extrinseca,
Ky = —S10 | __Liays, (
pv 9K VT](OH,B) - 9= H v Ui gaﬁ)

onde

Lo =00 +n% (projetor sobre a hipersuperficie)

—

L (9aB) = a8 + €8ia (derivada de Lie da métrica ao longo do vetor &)

com componentes:

1
Koy = _577((1; b) — -N ng (18)
Koy = N* Ko (1.9)
Koo = N°N? K, (1.10)

As Unicas componentes relevantes sao os Kz’s. Com esta decomposicdo em maos, va-
mos reescrever a acao da TRG em termos destas novas varidveis para podermos definir os
momenta associados e assim obter a hamiltoniana desejada. Conceitualmente, o principio
de Hamilton deve ser entendido a partir da métrica da hipersuperficie. Dada duas hipersu-
perficies hap (Z,t finat) € Rap (T, tinicial) €xiste infinitos modos para deformarmos hqp, (Z, tiniciat)
em hgp (%, ¢ final), DO entanto a evolucao sera dada pela deformacao continua tal que a agao
associada a métrica g, seja extremal. O espago composto de todas as configuragoes possiveis
para as métricas foi primeiramente introduzido por Wheeler com o nome de superespaco. Po-
demos entao reafirmar o principio variacional dizendo que a trajetoria descrita pela métrica

no superespago serd aquela que torna a acao extremal.
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1.2.2 Formalismo ADM da Relatividade Geral

E amplamente sabido que a acao que fornece as equacgoes de Einstein pode ser escrita

S—/d4x V=9 R. (1.11)

Antes de fornecer o resultado final, é interessante desenvolver algumas relacoes utilizando

as varidveis N, N¢, h;;, K;;.Vamos definir:

379 = 10 (haep + hape — hbe,a)
3R, tensor de Ricci formado com as conexdes ?Tgc
K = h®K,
h =det(hey) = 0 (\/E) = — VR p 5kt = VERab§h,, =
= (V) = VEh®ha = Vi (~NK + N%a)
Por substituicao direta encontramos as seguintes componentes para a conexao:

o _ N  N°N,a N°N°

I =~ K

0ENTTN N T
N,a N

T =y — K

K, b 1 . 1 .
Iy, =— ]\(; = N2 <hab - N(a;b)) = Ko = “oN (hab - N(a;b))

Ny \°*  heb NeNPN, NeN°N™E,
a = Npob [ 2 ~— (N2~ N™N,,),b— ’ m
00 <N> T ( m) N N
Ne NaN™
o =N [—K;}+ ( N ) ;b+7N2 Kbm]
a
gc :3 Fgc + WKI)C
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Analogamente chegamos para o tensor de Ricci,

Ry = NWK;j+ NN} —2NNYKf —2NN'K}, + NN'K; + N*K9K;; +

o o o NINJ . NtNJI
+N'NI3R;; + N'NVK; K — 2N'NVK; 'K — N K = N
NiNJ NiNJN?
+2 NLKy + — Ky
N™ N™ N N™
Roi = *Wsz - WN,i;m + WKmlN'r’rzL + KliWNl;m —2N" K, lKli +
NmN?
~NK™; y+ NK;+ 3RpiN™ 4+ N" K K + ~ Kiiom
1 .
Rij = 5 <_Kij = Nij+ N™ i Kmj + N™ i K + NmKij;m> — 2K Kpmj +° Rij + Kij K

e finalmente podemos escrever o escalar de curvatura usando as varidveis da separacdo (3+1).

. k .
2K N, NK, y
R:—F—QJ\’;{+2 N’Z+Kin”+K2+3R

A agado (1.11) apés simples manipulagao matematica, somando e subtraindo 2 (\/E) K ao

escalar de curvatura, se decompoem em trés termos:

S=5Sa+ 51+ 5,
Sg = [dtd’z NVh (KYK;; — K> +* R)
$1= =2 [ dtds (VIK)

Sy =2 [ dtdx (\/EKNi - ﬁh’”]\[@ |

K

O termo S5 nao contribui para a equacdo de movimento por ser uma divergéncia total. O
principio é aplicado impondo variacoes onde dh;;, dINV;, 6N sao zero nos extremos. Porém, o
termo S7 poderia contribuir ja que ele depende essencialmente de derivadas de h;; na direcao
ortogonal as hipersuperficies a t constante.

Para nao ter que lidar com este termo de superficie, é comum definir a acao da teoria da
Relatividade Geral como Sg = S — S7. De agora em diante consideraremos apenas o termo
Sc como a boa agao; esta escolha serd justificada a posteriori encontrando as equagoes de

movimento que descrevem corretamente o sistema.
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Facamos entao a variacao funcional com relacao as variaveis em questao:
85, 9L _(BL\'_(oL\ . .
SN ON \ON ON,;)"
55_0:> 8L_ ﬁ'_ oL N
oN; oN;  \oN; oN;; )7 T

oS _, _ 9L (oL '_< oL )-k:—()
(Shij 8h,-j ahz] 8hi]’;k ’

Lnao depende de N nem de N ; e s6 depende de N explicitamente ou através de K;;.Usaremos

que:
oL L p 0K,
— 2VhN (h’“hﬂ - h”hkl) Ky 2o 1.12
K ap Vh MK (1.12)
8Kij _ sab - 1 ash a b
SR = =5 (o088 + o307
e7
SN 0:>8N+8Kij N Vh ( ; R)=0 (1.13)
Para a variagao de N; s6 temos dependéncia através de K.
0S oL 0K,
ON; 0Ky aNi;j .5
como g][\%‘]’ = %52{, e usando o resultado de (1.12) encontramos
2Vh (K7 =67 K) =0 (1.14)

Na variacao com relacao a h;; é importante lembrar que a fungao 3R depende de hij, e que
K;; depende tanto através de hzj quanto de Nj;;; ja que este iltimo possui a conexao 3r ?J

Num referencial onde a conexao se anula, temos que as relagoes se seguem:

53Ry

(0°T5) = (0T)

1
0Ty = ht ((8hey),s + (hae) 5 = (9hi) )

e j& que, ao contrario da conexdo, §°I" é um verdadeiro tensor, estas relacoes sdo tensoriais o

que garante suas validades em qualquer referencial.
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Encontramos depois de alguns cédlculos que

08
(5hz‘j

0= (1.15)

= Kz] =-—N [SRU + KK” — QKZmeJ] + N,i;j - Nm,zK]m +

—Nmi K" — N" Kijim

As equagoes (1.13)-(1.15) s@o equivalentes as trés possiveis projecoes das equagoes de

FEinstein,

Guv ntn” =0
Guwn'ly=0

Guy 115 =0

sendo portanto as equagoes que regem a gravitacdo quando a separagao (3+1) for possivel.
Dentre as trés, a tnica equacao que possui derivada temporal de segunda ordem da variavel
dindmica h;; € a (1.15), o que nos leva a concluir que esta é a equagao dinamica enquanto que
as outras sdo apenas equagoes de vinculo. As equagoes (1.13) e (1.14) restringem as possiveis
configuracoes das hipersuperficies a t constante. Ficara mais claro quando tivermos estabele-
cido os parénteses de Poisson associados aos vinculos da densidade hamiltoniana da teoria da

Relatividade Geral.

1.2.3 Hamiltoniana da Teoria da Relatividade Geral

De posse da densidade lagrangiana podemos prosseguir & formulacao hamiltoniana. A
partir da densidade lagrangiana encontramos as seguintes densidades de momentum:

L
6—0

p - 9L _ (1.16)
ON

oo 0L (1.17)
ON;

e OL 0K _ s (K — Wi ) (1.18)

8h1] - aI(ab 8hzj

(obs: note que o momentum ITI¥ é uma densidade tensorial do tri-espaco de peso 1.)
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Logo temos,

hi T = 7 = 2VhK =

ij 1 ij h'
. 2N hij;
= hi; = 7 <HU - 2%) + Nisj) (1.20)

As equagoes (1.16) e (1.17) nos mostram que este sistema possui vinculos. Nao é possivel
escrever as velocidades generalizadas como fun¢do dos momenta e das coordenadas.

Precisamos entao apelar para o formalismo desenvolvido por Dirac, Bergmann e outros,
para construir um formalismo hamiltoniano consistente. Como este formalismo foi descrito na
secao anterior, apenas me restringirei a aplica-lo.

Por definicao, a hamiltoniana candnica se escreve:

: . TON s
H. = PN+PZN1'+HZ]hij—L:HZ] |:\/E <Hij—ZJ7T>+N(i;j):|+

1 R X7 R 2
-N ) M — 2g) —— 43 —
\/ﬁ[h< 2w><3 27T> 4h+3}
- N [Gabcd e 1ed — v/, 3R} + 20T N

com Gaped = ﬁ (hachpd + hadhve — haphed) , € devido aos vinculos (1.16) e (1.17) temos a

hamiltoniana total:
HTi/dtd?’x (NHy+N; H + P+ \ P (1.21)

onde,

Hy = Gijp 119 Ik — hz 3R (super-hamiltoniana)

H = -2 Hzf] (super-momentum).

Para chegar e esta hamiltoniana usamos a condicao de secbes espaciais fechadas para
descartar o termo (Hij Nj),j .

Precisamos garantir que os vinculos primarios sejam satisfeitos durante toda a evolucao.

Para isso, usaremos as relagoes
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Imposi¢ao sobre os vinculos primérios:

P(Z,t) =~ Oz/d?’z {P(f,t),HT(E,t)}:/d3z {P(&,t),N (z,t)} Hy (Z,t) =
_ —/dgzé(:f—,?) Ho (Z.1) = —Hy (T,1) = Ho (£,1) ~ 0 (1.22)
Pl (Z,t) =~ 0:/d3z {Pi(f,t),HT(Z,t)}:/d3z {P(Z,t),N; (Z,t)} H) (2,t) =

= —H (Zt) = H)(Z,t)~0 (1.23)

estes sao novos vinculos que também devem ser preservados. Antes de realizar estes cdlculos

vamos introduzir a dlgebra de Lie associada aos vinculos Hy e H'.?

(o (.0, (1.0} = (8 (@0) 5~ B (G00) 57 ) 0= 1) (1.24)
@) A ) = (H@ 0 o~ B0 5 ) 0= ) (1.25)
(o (7,0) Hi (5.0} = By (0) 5 07— 1) (1.26)

Devido a esta algebra pode-se verificar que a imposi¢ao dos vinculos serem preservados
ao longo da evolugao é satisfeito trivialmente, ou seja, H, (Z,t) = 0 e H; (Z,t) = 0, e sendo
assim eles nao geram novos vinculos. E f4cil verificar que todos os parénteses de Poisson entre
os vinculos (1.16), (1.17), (1.22) e (1.23) sao zero, e entdo todos os quatro sao vinculos de
primeira classe. Como a equagao (1.21) ja inclui todos os vinculos de primeira classe, esta é a
hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

Vamos verificar se esta hamiltoniana de fato reproduz as equacoes de Einstein:
N (Z,t) = /d3z {N (#,t),Hy (Z,t)} = X (&, 1) (1.27)
Ny (#1) = /d32 (N (F8), Hy (Z,0)} = X (4, 1) (1.28)
i (7,1) = / @z {ha (7.1), By (7.)} =
N (Z,t)

= (210, (2, 1) — hag (T, 1) IL(Z, )] + Nige (Z,8) + Ny (7,1) - (1.29)

Vh

3Estes célculos embora simples sdo muito extensos e facilmente encontrados na literatura, por isso néo os

reproduzirei.
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Ik (7,8) = / & {1+ (@.0), Hr (2.0)}) =
. Nhik 112 2N (. 11
= —NVh(?R* - — 3R> + <H I — > - = <HlmH7’?n - )
( 2 ovh U 2 Vh 2

gk ar,mayik - m(i nrk)
+Vh (N N ) +vh < v >;m 2110 NK) (1.30)

As duas primeiras equacoes nos permitem tratar as varidveis N e IN; como meros multi-

plicadores de Lagrange para os vinculos (1.22) e (1.23). A equagao (1.29) apenas define as
relagoes entre as “velocidades” (hm) e os momenta. A verdadeira e inica equagao dinamica é
a (1.30). Esta equagao é equivalente & unica equagao dinamica (1.15) do formalismo lagrangi-
ano, e os vinculos (1.22) e (1.23) sao equivalentes respectivamente as equagoes (1.13) e (1.14).
Assim fica mostrado que este sistema hamiltoniano reproduz as equagoes de Einstein.
Devido ao fato dos vinculos (1.22) e (1.23) satisfazerem a algebra de Lie (1.24) - (1.26),
existem relagoes e condicGes impostas sobre a evolugdo temporal do sistema. A partir desta

algebra pode-se provar os seguintes teoremas:

1. Se os vinculos sao satisfeitos em uma dada hipersuperficie, e a evolucao temporal é
dada pelas equagoes de Hamilton, entao os vinculos serao satisfeitos ao longo de toda a

evolugao.

2. Se os vinculos sao satisfeitos para duas hipersuperficies arbitrarias, entdo quantidades
canodnicas em duas hipersuperficies quaisquer sao necessariamente evoluidas a partir das

equacoes de Hamilton.

3. Se a funcao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em um dado ponto
(Zp) e o super-momentum em toda a hipersuperficie, entao ela também satisfara o vinculo

da super-hamiltoniana em toda hipersuperficie

Ho (fo, ) [S] ~0

t
= Hy (Z,t)[S] ~ 0V et fixo.

8

4. Se a funcao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em qualquer ponto da
hipersuperficie, entao necessariamente também satisfard o super-momentum em qualquer
ponto

Hy(Z,1)[S]~0 = H(Z,t)[S]~0 Vet fixo.
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Os vinculos (1.22) e (1.23), embora secunddrios, sao vinculos de primeira classe. Espera-se
entao que eles sejam geradores de transformacoes de calibre.

Para o vinculo Hp, a tnica transformagao nao nula é para a varidvel h;;:

0hi; () = [ d*ze(2) {hi; (7). Ho (2)} =
:fd3ze Z Gabkl( ) hij(

= (@ F (1 (@) - "7 (@)) =
= —2¢(7) Kij (T) = —2€ (L) Ly (hij)

Esta transformagao gera deslocamento na dire¢ao do vetor tipo-tempo n® (1) perpendicular
a tri-hipersuperficie. Enquanto a hamiltoniana total gera deslocamentos no parametro t, a
super-hamiltoniana gera deslocamentos no parametro .

Vejamos agora o vinculo do super-momentum (Hj;):

o Shyy (7) = [ & {h (7), Ha (D)} X" (2) =
— 9 fd3z Ya (2) {h (@), (1050 4 10T, ) | =
fzJJ%Xh<>(f% (7 — 2) 680 + T4 (7 — 7)) =
— 2.8 () 020 — 2 ()T, =
= x5 (%) = L,k (hij)

fJW{m H, (%)} X% (2) =
f 2 {07 @) <ﬂW<ﬁ Y (2) =
@Wuwzmmah@mumwwMﬂz
= @W XU (@) PPl — (O (7) IY) 4 (™ (7) 1) | =
%(@HM+X,<>H”+x<>H%=£ (1)

)

o OIT% (

Estas transformacoes sao transformagoes gerais das coordenadas na tri-hipersuperficie, ou
seja, as transformagoes de calibre sao difeomorfismos da tri-hipersuperficie.
Concluimos assim o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano para a Teoria da Rela-

tividade Geral.

27



1.3 Teoria Linear de Perturbacoes Cosmoldgicas

Nos capitulos anteriores, estudamos o formalismo hamiltoniano para a TRG e vimos que
seria necessario usarmos métodos para lidarmos com sistemas vinculados devido as liberdades
de calibre da teoria. No presente capitulo, vamos desenvolver a teoria linear de perturbacgoes
cosmoldgicas nos preocupando apenas com o formalismo que serda usado no desenvolvimento
dos resultados seguintes e, por isso, nos limitaremos apenas em lidar com o essencial necesséario
deste formalismo.

Primeiramente, vamos mostrar como podemos, de uma maneira consistente, definir uma
teoria de perturbacoes cosmoldgicas e quais devem ser as varidveis dinamicas desta descricao.
Tendo estabelecido a linguagem conveniente, vamos derivar as equagoes dinamicas para per-
turbagoes escalares a partir das equacoes da TRG. Em seguida, nos focalizando apenas no
caso de um Universo permeado por um campo escalar classico, encontraremos finalmente as
equacoes basicas para a descricao da evolugao de perturbagoes lineares num Universo ho-

mogéneo e isotropico.

1.3.1 Formalismo

As observagdes cosmoldgicas nos mostram que o Universo é, em larga escala, homogéneo
e isotrépico. As estruturas encontradas, por exemplo em aglomerados de galdxias, podem ser
explicadas a partir da evolugao de um pequeno desvio da homogeneidade observada. Devido
a natureza atrativa da gravitagao, qualquer desvio da homogeneidade gera uma instabilidade
gravitacional a qual tenderia a crescer exponencialmente. Porém, devido a expansao do Uni-
verso, o crescimento das perturbagoes, em geral, segue uma lei de poténcia.

Para explicarmos completamente a formagcao de estrutura do Universo precisamos levar em
conta efeitos gravitacionais nao lineares Ref.[44, 45]. No entanto, antes mesmo de estudarmos a
evolucao dessas perturbacoes temos que estabelecer quais sao as adequadas condigoes iniciais,
ou seja, qual é o perfil de distribuicdo da densidade de matéria, o qual sabemos que esta,

através das equacoes de Einstein, associado as perturbagoes da métrica.

28



A teoria linear das perturbacoes da métrica nos possibilita descrever a evolucao dessas
perturbacoes num regime anterior a formacao de estrutura, gerando assim as condicoes iniciais
para esta teoria.

Com o desenvolvimento do paradigma inflaciondrio, que serd discutido no capitulo seguinte,

4 se mostrou um formalismo fundamental nas previsdes cosmoldgicas.

a teoria de perturbacgoes
A partir do seu desenvolvimento pode-se explicar, por exemplo, as flutuagdes da radiagao
cosmica de fundo, tornando-se assim indispensavel para qualquer andlise e teste de modelos
tedricos para o Universo primordial.

A TRG foi construida para ser uma teoria invariante por transformagoes arbitrérias de
coordenadas. Esta invariancia estd associada a idéia de que os sistemas de coordenadas sao
completamente arbitrarios e por isso nao contém nenhum significado fisico. Esta liberdade
de calibre nos cria uma dificuldade técnica na construcao de uma teoria de perturbagoes
lineares pois, uma vez que é permitido fazer qualquer transformagao de coordenadas, temos
que garantir que as quantidades que descreverao as perturbacoes de uma dada métrica sao
de fato perturbacoes fisicas e nao meras componentes artificiais criadas por uma mudanca de
coordenadas.

Existem alguns métodos possiveis para tratar este problema. Uma possibilidade seria,
por exemplo, descrevermos a gravitacao no formalismo de equagOes quase-maxwellianas e
descrevermos as perturbagoes em termos das componentes do tensor de Weyl Ref.’s [26]-[31].
Uma vez que as métricas conformalmente planas possuem tensor de Weyl igual a zero, qualquer
componente nao nula do tensor de Weyl para a métrica de FLRW representara necessariamente
uma verdadeira perturbagcao.

Por conveniéncia, optamos por trabalhar com as varidveis invariantes de calibre em pri-
meira ordem desenvolvidas primeiramente por Bardeen [33, 34]. Neste formalismo, as varidveis
das perturbacdes sao identificadas com componentes da métrica perturbada. De maneira
analoga, poderiamos ter escolhido trabalhar num dado calibre, como o calibre sincronton e,
tomando cuidado para identificarmos corretamente aos graus de liberdade fisicos das per-
turbacoes, evoluirmos o sistema mesmo que as varidveis nao sejam invariantes de calibre. No

entanto, neste procedimento, nao é ficil o acompanhamento dos graus de liberdade fisicos o

4Vamos usar o termo teoria de perturbacdes como uma abreviacio para teoria linear de perturbacdes gra-
vitacionais, sendo sempre sub-entendido que estamos considerando a descrigdo do Universo através da métrica
FLRW.
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que torna a andlise dos resultados menos clara e mais dificil de interpretar.

Formalmente podemos definir transformacoes de calibre de perturbagoes com relacao a uma
determinada métrica de fundo de duas maneiras: transformagoes passivas ou ativas. Suponha
que tenhamos uma variedade M que represente o espago-tempo fisico onde definimos uma
estrutura de fundo e associamos a toda e qualquer varidgvel Q% em M uma funcéo especifica
0 (z*(p)) de forma que a dependéncia funcional de QO em 2 seja fixa para todo ponto
p € M. Tendo definido esta estrutura de fundo podemos entao definir as perturbagoes

simplesmente como
6Q(p) = Q(x*(p)) — @ (2(p)).

Para um outro sistema de coordenadas % teremos naturalmete para o mesmo ponto p

5Q(p) = Q(3*(p)) — V(&% (p)).

Da mesma forma que antes, a dependéncia funcional de Q(©) em #® é a mesma que de O em
2. A transformacio 60Q — 6Q é a definiciio da transformacio de calibre (passiva) associada
a transformacao de coordenada x® — <.

A outra maneira de definirmos transformagoes de calibre é utilizarmos uma outra varie-
dade e definirmos um difeomorfismo entre esta variedade de fundo N e a variedade espaco-
temporal fisica M. Se a variedade de fundo possuir um sistema de coordenada rigido x,,
um dado difeomorfismo 2 : N' — M induz um sistema de coordenadas em M pela asso-
clagao 7 : ¢ — x. Se utilizarmos um outro difeomorfismo 2, teremos a inducao de um
novo sistema de coordenadas Z : x — 2%, Para cada um destes difeomorfismo, podemos
definir nossas varidveis perturbadas respectivamente como §Q(p) = Q(p) — QV(271(p)) e
5Q(p) = Op) — Q9(2~(p)). Novamente definimos uma transformacio de calibre como
a passagem de 69 — 50. Estas duas abordagens sao equivalentes, sendo que a primeira
mostra mais claramente a dependéncia das transformagcao de calibre na escolha do sistema de
coordenadas enquanto que a segunda salienta a dependéncia na relacao entre a variedade de
fundo e a variedade fisica espago-temporal.

No caso de considerarmos transformacoes infinitesimais

xa i(}é — l,a + £a7

5Estamos omitindo os possiveis indices de Q mas esta varidvel pode ser de natureza escalar, vetorial ou
tensorial.
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a transformagao de calibre é caracterizada pela derivada de Lie na direcao do vetor &,
5Q - 69 = ZQ. (1.31)

O estudo de perturbagoes sera feito num Universo descrito pela métrica de FLRW de forma
que podemos definir a métrica a partir do intervalo de acordo com a separagao g,, = gff) +0g,m
onde assumimos que a métrica de fundo é dada por

Odavde = N2> — — SO (472 112 (a6? 4 sen®(8)as?
Gy L AL (1+%r2)2[r " sen”(0)d¢”)]

A parte perturbada da métrica pode ser dividida em trés setores, os quais evoluem de forma
independente: escalar, vetorial e tensorial. Essa separacao das componentes da perturbacao
é baseada em suas propriedades frente a transformagoes de coordenadas tri-espaciais em cada
hipersuperficie que define o folheamento da variedade associada a métrica de fundo.

As perturbacgoes vetoriais e tensoriais ndo geram nenhuma instabilidade gravitacional de
forma que para o estudo da formacao de estrutura basta analizarmos o setor escalar Ref.[32].
De fato, para um Universo em expansao, as perturbacoes vetoriais decaem inversamente pro-
porcionais ao fator de escala, enquanto que as perturbacoes tensoriais geram ondas gravitaci-

onais que nao influenciam na evolugao dos desvios da homogeneidade da densidade de matéria.

1.3.2 Perturbacgoes escalares

A parte da métrica associada as perturbagoes escalares pode ser escrita como

2N2¢ —Na(t)By;

O0Guw =
—Na(t)B;; 2a*(t) (Vi — Ejg)

No calibre temporal conforme, o intervalo se escreve
ds® = a®(n) {(1 + 2¢) dn* — 2B;da’dn — [(1 — 2¢) v;j + 2E;;] da'da? } . (1.32)

Uma transfomacao infinitesimal de coordenada é inteiramente definida por um vetor £ =
(€9,¢%), onde o tri-vetor pode ser decomposto em um tri-vetor com divergéncia nula e uma

= : i i ij J :
fungao escalar, ou seja, £ = {7 +yV¢|; com £T|J' = 0. Como estamos interessados apenas nas
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perturbacoes escalares, a transformacao infinitesimal mais geral pode ser caracterizada pelas
duas funcoes escalares €0 e €. Dada esta transformacao infinitesimal, a métrica ird sofrer um
transformacao dg,, — dgur = 0g + Agu,. Podemos calcular a varicao para cada uma das

componentes da métrica perturbada definida em (1.32)
~ a/ ~ a, ~ ~
b=0-—¢ ¢ d=v+—€  B=B+-¢, E=E-¢

onde ’ significa derivada com relacao ao tempo conforme.

Claramente, estas variaveis nao sao invariantes por esta transformacao infinitesimal de coorde-
nada. A partir de uma combinacao apropriada, podemos construir duas varidveis invariantes
q>=¢+2 (B—EYa] T=4¢- ‘;/(B—E').

Estas duas varidveis foram introduzidas na literatura pela primeira vez por Bardeen [34].
Além dessa possivel escolha, poderiamos ter tomado qualquer combinacao linear destas ou
definir quaisquer outras duas variaveis invariantes de calibre para representar o espaco bidi-
mensional das fungoes escalares invariantes de calibre que definem a perturbacao escalar da
métrica. A escolha por estas duas varidveis se déd pela simplificacdo das equagoes dinamicas
e pela facil associagao da variavel ¢, chamada de potencial de Bardeen, com o potencial
Newtoniano.

Em geral, a perturbacio de um campo escalar dp(n, z') = ¢(n, ') — @o(n), onde @o(n) é
o seu valor no espaco-tempo de fundo, também nao é invariante de calibre. Frente as trans-
formacdes infinitesimais, esta perturbacéo se transforma do(n, ') — dp(n, 2*) = dp(n, 2t) —
906(7])50. Da mesma forma que para as variaveis da métrica, podemos definir uma perturbacgao
invariante de calibre

5™ = dp + (B — E').

Tendo as quantidades invariantes de calibre definidas acima, vamos agora derivar, a partir
das equacoes de Einstein, as equacoes de evolucao das perturbacoes.

As equacotes para as perturbagoes sao calculadas a partir das equacoes de Einstein utili-
zando a definicao para a métrica perturbada g,, = 0) 9w + 0. Ao inserirmos esta métrica

no lado esquerdo das equacoes de Einstein encontramos
GH, = (O)G“l, +0GH
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onde (OG*, condensa todos os termos que encontrariamos caso a métrica fosse apenas a
7 . 0
métrica de fundo (9 v+
Utilizando a métrica no calibre de tempo conforme, eq. (1.32), encontramos para o tensor

de Einstein perturbado as seguintes equagoes

8GO0, = % {=3H (Ho + ') + V2 [ — H(B — E')] + 3Ky} (1.33)

(1.34)

J ¥

5G°; = % [Ho + ' — K(B - E')]

) 2 1 . 1 .
0G =~ { [(27{’ +H)p+ HY + 9" + 2HY — Koy + 2V2D} 0" — QWZkaj} (1.35)

onde definimos D = (¢ — ) + 2H(B — E')+ (B — E')'.
Esses termos de perturbagao para o tensor de Einstein nao sao invariantes de calibre para
um transformacao infinitesimal do sistema de coordenadas. Se utilizarmos a definigao (1.31),

encontramos

/
5G° — 8GO, — (<0>G00) €0
1
0 0 0) ~0 0) ~k 0
3G, — 6G; - (< >G0—§<>G k)gj

. . . /
3G'; — 8G"; — <<0)sz) 0
Construimos assim as quantidades invariantes de calibre,
H /
(6va)00 _ 5G00 + <(O)GOO) (B . E/)
inv) 0 1
invy? __ i (0) i ! Y
(6G )j_5G1+< Gj)(B E')

Podemos definir, da mesma forma que para o tensor de Einstein G*,, a separacio para
0 tensor energia momentum em uma componente associada ao sistema nao perturbado e um
termo de correcdo de primeira ordem nas pertubacoes T, =) T#, + 5T*,.

De uma forma geral, considerando que a topologia do espaco-tempo seja M3 @ R onde M3
é uma variedade tri-espacial arbitraria, podemos decompor o tensor energia-momentum em

sua forma irredutivel, Ref.[35], com o auxilio de uma congruéncia de vetores tipo tempo V*#
TH = pVIVY 4 ph* 4 gHyY) 4TI,
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onde definimos o stmbolo de simetrizacio por A#BY) = AXBY + AY B* e o tensor hw = guw —
V,,V., € o projetor sobre a tri-hipersuperficie definida como a superficie normal a congruéncia
V#. No caso da métrica ser homogénea e isotrépica, os tnicos termos nao nulos sao p e p.

Fazendo uma expansao até primeira ordem para o caso homogéneo e isotrépico temos,
p — (0)pp ©
Tk, = YT 4+ 6TF,
com

(O /7 — PVIVY 4 p hH

STH, = §pVIVY + 6ph™ + p sV VYY) 4 p s

As componentes invariantes de calibre para as perturbacoes do tensor energia-momentum

Se escrevem
(67™)°y = o1%+ (O1%) (B~ B)
(5Tinv)0j _ 6T0j + <(0)T00 - ;(O)Tk)k> (B o E/)L7
v i i\
(1™, = o'+ (OT) (B~ E)

A partir dessas quantidades invariantes de calibre, as equactes de Einstein perturbadas
tomam a forma

2

3¢ :
—3H (KD + W) + V20 4 3KW = =PLa? (7)) (1.36)
307 ;
(He + '), = =La? (57)°, (1.37)
/ 2 / " / Lo i L ik 35?31 2 inv?
(2H' +H*)® + HY + W'+ 2HW — KU + 5V D &5 — 59" Dy = ——~a (o7™)", (1.38)

onde temos D = & — W, Para concluirmos esta andlise, ainda falta descrever como se escreve o
lado direito das equagoes, ou seja, precisamos estabelecer como se escrevem os termos invari-
antes de calibre para as perturbacoes do tensor energia-momentum no caso de considerarmos

o conteido material descrito por um campo escalar.
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1.3.3 Perturbacgoes com campo escalar

Para completar a descricao das equacoes para as perturbagoes, vamos descrever os termos
de perturbacao para o tensor energia-momento. Estamos considerando que a matéria é descrita
por um campo escalar minimamente acoplado a gravitacdo que pode eventualmente estar
sujeito a um potencial V' (¢).

A acdo do campo escalar se escreve
1
S = /d“w V=g (—2 Mo Oup — V(sﬁ))-

Para um Universo homogéneo e isotrépico, o campo escalar também deve ser homogéneo e
isotrépico uma vez que as simetrias da métrica impdem sobre o tensor energia-momento da
matéria que ele seja diagonal e apenas com densidade de energia (TOO = p) e pressao isotrépica
(Tij = _pfsij)-

Seguindo a maneira de definirmos a perturbacao do campo escalar, podemos escrever
o(n, %) = po(n) +p(n, 2), onde @y é o valor do campo para a métrica de fundo. Para o caso

do campo escalar no calibre temporal de tempo conforme encontramos,

1

p= @@62 + Vigo) (1.39)
1

p=559 —Viv) - (1.40)

Por calculo direto, encontramos para os termos do tensor energia-momento perturbado

1 dv
0 _ 2 2
0T = — <—<P6¢+9065<p’+a d¢5<p> ,
1
0
0T = —3%000);
7 1 /2 / QdV 7

Novamente, estes termos nao sao invariantes de calibre. Precisamos entao redefinir as
perturbacoes para os campos, 0™ = do + ¢((B — E'), para que as equacoes dinamicas

relacionem apenas quantidades invariantes de calibre. Em termos dessas varidveis invariantes
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de calibre, temos

inv) 0 1 12 / inv\/ QdV inv
(6T )0=2<—800®+(P0(5<P ) +a7d<p&p ;
inv) 0 1 inv
(5T ) iz 9906@%0 )lj )
inv ¢ 1 2 inv QdV inv )
(o7™™) it <806‘I’—<P6(5<P ) +a @&P )53‘

Note que a parte espacial do tensor energia-momento perturbado é diagonal, (5Tij x & i
Se tomarmos ¢ # j na equagao (1.38), temos imediatamente que D = 0 = & = U. Para
todo tensor energia-momento que nao apresente pressao anisotrépica, [I#” = 0, ou seja, que a
condigao 6Tij x 6" ; seja satisfeita, as perturbagoes da métrica apresenta apenas um grau de

liberdade. Neste caso a métrica perturbada assume a forma,
ds? = a*(n) {(1 4+ 2®) dn® — (1 — 2®) ;;dz’da’ } .

Podemos agora estabelecer as equagoes dinamicas se levarmos os termos encontrados para
o tensor energia-momento perturbado nas equagoes (1.36)-(1.38). Como trataremos apenas
de varidveis invariantes de calibre, por simplicidade notacional, iremos abandonar o indice
“inv” nos termos d¢™. Para simplificarmos as expressoes iremos usar a equacdo de fundo
H —H? - K= —%?”gog. O sistema que estabelece a evolugao para as perturbagoes escalares

num Universo permeado por um campo escalar com um potencial de auto-interagdo V(y) é

2
V2P — 3HP +4KD — (H' +2H?) @ = @ (%W - a2fiu;5g0> : (1.41)
/ 36%3[ /
52
"+ 3HD + (H +2H?*) ® = % <<p6590/ — QQ?;&@) . (1.43)

Este sistema deve ser completado pela equacao de Klein-Gordon perturbada, Clp+ % = 0.
Se usarmos a equacao de Klein-Gordon nao perturbada para simplifica-la temos entao,
% dv
5¢" + 2H¢' — V25 + a® —5 6 — 4@ + 20— =0
de de
Nesta equacdo, o termo V? é um objeto geométrico definido com a métrica de fundo. As
equagoes (1.41)-(1.43) podem ser combinadas para gerarmos um equacao que s6 dependa do

potencial de Bardeen ® e de funcées do sistema nao perturbado. Para isto, basta subtrairmos
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a eq.(1.43) de eq.(1.41), usarmos a equagao de vinculo eq.(1.42) e a equagao de Klein-Gordon

nao perturbada. Esta separacao pode ser feita pois a equagao de vinculo eq.(1.42) relaciona o

potencial de Bardeen ® e a perturbacgao do campo escalar §p, dp = % q)l:gﬁq), nos mostrando
Pl 0

que este sistema possui apenas um grau de liberdade que podemos escolher descrevé-lo através
do potencial de Bardeen. Depois destas simplificacoes, a equacao final para a evolucao das

perturbacoes assume a forma

" 1
<1>”+2<H—‘P9><1>’—v2<1>+2<—2/c+7{’—7#’?)q>:o . (1.44)
%o %0

E importante notar que para derivarmos esta equacao assumimos categoricamente que
¢, # 0. Caso queiramos estudar sistemas onde, por exemplo, o campo escalar oscile no
minimo de um potencial, como é o caso da fase de pré-aquecimento depois da inflagdo, nao
poderemos usar esta equacao.

Se aplicarmos uma transformada de Fourier para o espaco dos comprimentos de onda E,
podemos substituir V2® por k2®, entendido agora que ® = ® (, k). A equacgdo (1.44) pode
ser simplificada por uma mudanga de variavel Ref.’s [36, 38| definida por

. 2 o 2 a*f
300 (p+p)'? Bt M

0 = i\/(pip) (1—%) . (1.46)

Com relacao a esta nova variavel, a equacao para o potencial de Bardeen se escreve como

(1.45)

u” + (k2 ~V)u=0 |, (1.47)

onde definimos o potencial V,, e o termo associado a velocidade do som no meio, cg, por

1

V, = ?+3IC(1—C§) : (1.48)
. 1 /!
2 = %:—g <1+27f(p,> . (1.49)

A equacgao (1.47) possui dois limites interessantes. No limite de pequenos comprimentos

de onda, k% > V,,, a variavel u se comporta como uma onda plana
u o< e

No outro limite de longos comprimentos de onda, k? < V,,, temos que o termo do potencial

domina. Se neste limite o termo de curvatura puder ser desprezado, ou seja, considerando
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agora apenas o caso onde podemos fazer X = 0, a solucao formal para a varidvel u se escreve

Ref.’s [36]-[38]
/
ur~C10+Cy0 % = C (k) 1/d77a2
62 oy \a

Neste limite o potencial de Bardeen é escrito como a soma de dois termos,

® ~ Cik) <i/dna2>l _C (k) (1 _ Z/dta(t)) . (1.50)

Para concluirmos esta segdo vamos mencionar que, analisando a equagao (1.44), é possivel
construir uma quantidade conservada para o limite de longos comprimentos de onda Ref.’s

[39]-[42] para qualquer um dos casos K = £1,0. Definindo a varidvel,

HQp X g/_’_ ]__&_'_1 E ’
H2 3\ H

2
3(p+p) (H>+K) H
temos que a sua derivada temporal, usando a equagao (1.44) e a equagao de Klein-Gordon nao

1/ k\ (& 302, a>76S
3<H> <H”’)+2 TP

O termo 4.5 representa a perturbacao de entropia. Para um fluido, a pressdo é em geral

(BST =

<1>} + (1.51)

perturbada, pode ser escrita como

BST =3 (p+p) (H2 + K)

funcao de duas variaveis termodinamicas, por exemplo, da densidade de energia e da entropia

p=p(p,S). Se calcularmos a sua encontramos 6p = 76S+c2 dp onde T = (g—g) e c?g = (%)S.
p
Pela definicao a partir do tensor energia-momento para um campo escalar, podemos calcular

dp e op diretamente de suas defini¢oes eq.(1.39)-(1.40)

1 dv 1 dv
op= =00 +—96 op = <50 — —§
p= @@t g 00 p= g¥0e = 0
A partir destas expressoes, e usando as equagoes (1.41) e (1.42), podemos calcular a per-

turbagao nao-adiabatica
768 = 0p — ciop = (1- c%) (3K — k2) o

No limite de longos comprimentos de onda, i.e. escalas muito maiores do que o raio de
Hubble (% — 0), e para perturbagoes adiabéaticas 7S — 0, a quantidade (ggr, definida em
(1.51), ndo varia no tempo. Esta quantidade fornece uma medida da perturbacao da métrica

de forma independente do folheamento das hipersuperficies Ref.[43] e é 1itil para estudarmos
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o comportamento das perturbagoes, por exemplo, durante a fase de re-aquecimento onde,
baseando-se apenas nesta quantidade conservada, nao precisamos nos deter nos detalhes do
mecanismo de re-aquecimento. Em termos da perturbacao de curvatura, (gsr, temos que a

dependéncia em k do espectro Ref. [36, 45] é dada por
Pe = k| ¢asr? (1.52)

Esta definicao é usada para calcularmos o espetro de poténcia do modelo em questao e
analisarmos a sua compatibilidade com os dados observacionais advindos da radiacao césmica

de fundo.
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