Descricao de Fluidos através de
Potencial de Velocidade

FELIPE TOVAR FALCIANO

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FiSICAS

RuA Dr. XAVIER SIGAUD 150, R10 DE JANEIRO - RJ

* Texto extraido da dissertagdo de mestrado defendida em Marco de 2004.



Descricao de Fluidos através de Potencial de Velo-
cidade

No inicio da década de 70 Bernard F. Schutz'? desenvolveu um forma-
lismo onde o campo de velocidades de um fluido é escrito em termos de seis
potenciais associados a grandezas termodinamicas. Este formalismo esta
fundamentado no teorema de Pfaff que garante ser suficiente apenas quatro
potenciais para descrever a quadri-velocidade. Para facilitar a interpretagao
fisica dos potenciais costuma-se usar seis potenciais. As componentes cova-

riantes da quadri-velocidade podem ser representadas através de

1
U, = ; (¢,V + 046,11 + HS,V)

onde i é a entalpia especifica ou massa inercial especifica, e s a entropia
especifica. Talvez fosse interessante rever rapidamente alguns conceitos ter-
modinamicos.

Seja um fluido perfeito de um componente com densidade de particulas
n e nimero total N. Vamos definir densidade de massa inercial (pg) como
sendo o produto da massa inercial de uma particula () pela densidade
de particulas. A energia interna especifica (II) é definida como a diferenca

entre a densidade de energia total e a densidade de massa inercial, de forma

a termos II = 2 ;{fo, e a entalpia especifica ou massa inercial especifica (u) é
dada por p = %.

De posse dessas definigoes, usaremos as leis da termodinamica para ex-
pressar a pressao do fluido como funcao da entropia especifica e da entalpia
especifica.

Primeira Lei: 6Q = dE+pdV = pdV +V dp+pdV =V dp+(p+p) dV

Definicao da entropia: 6Q =T dS

'Bernard F. Schutz; Physical Review D, Vol.2 n-12, pag. 2762 (1970)
?Bernard F. Schutz; Physical Review D, Vol.4 n-12, pag. 3559 (1971)
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Temos também as seguintes relagoes:

e V=2 =dV=—ydn

° H:p;%idpzu—i-ﬂ)dpo-f—podﬂ

an _ dpo

[ ]
n )

o« dp=d(22) =dll+Pd(L)+ Ldp
combinando tudo encontramos:
Tds =X (dp— (p+p)%”) :Nm(dHerd(pio)) _
— T'ds = dIl + pd (pio)

e finalmente,
dp = podp — poT ds

Vamos considerar um fluido com equagao de estadop = Ap = (v — 1) (1 +1I) po
(v =1+ X é constante).

Neste caso podemos integrar a primeira lei da termodinamica,

Tds=dll+pd (L) =d1+T0)+ (y=1)(1+10) pod (L) =
(1410 [dIn (1+10) = (v = 1) dIn (£ )]
onde pgr € uma constante de integracao para tornar o In adimensional.

Note que:

1+ p  pkr
T  Tpo Tpokr

= constante = s

onde k é a constante de Boltzmann e r é caracteristico de cada fluido. Di-
zemos que este calculo é constante pois para um fluido perfeito krT é
proporcional a energia.

Temos entao apds a integracao que
1—y
s
exp {} = (1+1I) (p()) = po = por €XP (
80 Por (I =) 50
e lembrando que p = po (1 +1I) e p =~ (1 4+ 1I)

)(1+H)w1—1

~

p=mew (=55 ()
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Equacgoes de movimento e tensor energia-momento

Um fluido formado de apenas um tipo de constituinte é completamente
definido pela sua equagao de estado,p = p (i, s), e pelo seu tensor energia-
momento, T = p g + (p+ p) UFUY = pg"” + pop UPU" .

Estamos assumindo que o campo de velocidades é normalizado (U*U,, =
—1).2 Num sistema de coordenada comével o tensor é diagonal, com TH =
diag(p,p,p,p), ja que o fluido nao apresenta viscosidade e nem conducao de
calor.

A condicao de conservagao do ntimero de particulas pode ser expressa
(poU®) ;=0

e as equacoes de movimento sao dadas pela imposicao do tensor energia-
momento ter divergéncia nula. De fato, impondo T%%;: 3 = 0 e projetando

perpendicular e sobre a hipersuperficie encontramos:

UaT%ﬂ =U*(Pa—pota)=-U"(poTsa)=0= U 4=0

thfgﬁ =hg, (p,a + poi Uo;BUB) =0 = hipo = popUasU°

A primeira equacao nos mostra que para um fluido perfeito a entropia se
conserva ao longo das linhas de universo do elemento de fluido, o que esta
de pleno acordo com o fato de nao haver fluxo de calor(T ds=dq).

A segunda equacao nada mais é do que a conhecida lei de forca para um

fluido relativistico. Se tomarmos U® = §§ encontramos,

— —

- dv U
—Vp=pon - = (p+p) e

onde 7 é a tri-velocidade e 7 o tempo préprio.t.

3Isto implica que U*U,,,, =0
4Esta equacio estd de acordo com a interpretacio da entalpia especifica (w

I
o
s

N

como massa inercial especifica
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Equacgoes de movimento na representacao Potencial de Velocidade

Seja o campo de velocidade,

1
U,=— (¢,V + 65,1/)
1

onde s e i sdo respectivamente a entropia e a energia interna especificas. As
fungoes ¢ e 6 serao esclarecidas mais adiante.
Em geral também se introduz um termo « - 8, no entanto este termo
esta associado ao rotacional do campo, que para o nosso caso € zero.
Vamos impor que este campo seja normalizado, ou seja, para qualquer

ponto temos
gaBUaUﬁ =—-1= ,u,2 = —gaﬁ (gf)’a + 9870[) (gf),g + 9875)

Conseguimos entao escrever a entropia especifica como fungao da métrica
e das trés funcoes ¢, 4, e s.

A proposta é mostrar que com este campo de velocidades e a lagrangiana
L= [d3z\/—g (R + 167 p), recuperamos todas as equagoes conhecidas para
um fluido perfeito. Para tanto temos que variar a agao com relacao a métrica
e as funcgoes ¢, 0 e s.

Seja a agdo S = [d*z/—g (R + 167 p), as suas variagdes com relacio

aos campos nos fornecem,
)
® Sguv (\/ —9R)= (R/W - %QMVR) vV —3g

ép 9
o 5w (V=IP) = 3P 9apV/ =9+ 5h 5055 VI

.. - e oA 5 .
Da primeira equagao da termodinamica temos que ﬁ = po, e da normali-
zagao do campo de velocidades 5‘;@, = —-LU.U;s .
Logo,
)

(V=gp) = Vo [p9ap + (p+ p) UsUsg]

5gP 2



Da variacao da acao com relagao a métrica chegamos entao a conhecida
equacao de Einstein para um fluido perfeito:

65
5go8

1
0 = Rap = 5Rgas =87 (Pgap + (p+p) UsUp)

Por procedimento anadlogo encontramos para a variagao com relacao aos

outros campos.

° g—i =0= (,ooUﬁ ) =0 conservacao do nimero de particulas
° ‘;—g =0=s5,U0U=0 entropia por particula é conservada
° %—f =0=T=0,0" definicao da temperatura a partir do campo 6

Hamiltoniana associada

Anteriormente estabelecemos que a lagrangiana L = [ d3z/—g (R + 167 p),
conjuntamente ao campo de velocidade U,, = % (¢, v + 0 s,v) define as equagdes
de movimento para um fluido perfeito. Para a construgao da Hamiltoniana
precisamos dos momenta canonicamente conjugados as variaveis ¢, 6, e s,
para a matéria e a g, para a gravitacao.

Por célculo direto encontramos,

°* Py = % = —v/—=gpoU°

o P, = % = —/—gpoU’ 0 = 0 Py

OPQE%:O

A densidade Hamiltoniana, H = >, P;¢; — L, pode ser calculada e en-
contramos H = pUgPy — /—gp = —/—9g [p+ (p+p) UU’] = /—gT ¥,
como deveria ser.

Para espacos-tempo que sao do tipo R ® M3, onde M? é uma superficie

espacial arbitraria, a forma da métrica no elemento de linha se escreve,
ds? = —N?dt* + hy; (da' + N'dt) (da? + NVdt)
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onde N é a chamada funcdo lapso e N? sdo as funcdes deslocamento, todas
podendo depender tanto de t quanto de z'.

Quando nos restringimos a métricas homogéneas e isotrépicas, a métrica
assume uma forma mais simples onde N’ = 0 e suas componentes s6 depen-

dem do tempo cosmoldgico.

ds* = —N2dt* +a® (t) wijda’dx’
S dr?
wyda'de) = s +1? (6 + sen? (0) do?)

Ao estudar a gravitacdo através do principio variacional, propagamos
a métrica da hipersuperficie espacial e impomos que a sua variagao seja
nula nos extremos, ou seja, entre dois tempos fixos arbitrarios. O espaco
formado por todas as métricas possiveis é chamado de superespaco. O supe-
respago, embora seja de fato o objeto de estudo, muitas vezes nao é tratavel,
e como primeira aproximacao podemos impor certas simetrias fisicamente
aceitaveis. Um subconjunto do superespaco, chamado de minisuperespaco,
é formado por métricas homogéneas e isotrépicas. Os graus de liberdade
no caso de minisuperespacos caem de 3 x oo® ( trés graus de liberdade
para cada ponto do espago) para apenas 3 ji que o espago é homogéneo e
isotrépico.

Em geral, impor certas simetrias e depois calcular as equacoes dinamicas
através do principio variacional é diferente de calcularmos as equacoes de
movimento e depois impormos as mesmas simetrias. No entanto, para o caso
de métricas cuja parte espacial é homogénea e isotropica, com elemento de
linha ds? = —N2dt? + a? (t) w;jdz'dz’, e um fluido perfeito, a variagdo co-
muta com a imposicao de simetrias desde que nao fixemos o calibre temporal
(fungao lapso). Isto se deve ao fato de nao perdermos informagao nenhuma

ao impormos as simetrias antes da variacao.
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Fazendo referéncia as equagoes de Einstein, temos

2. G%=T9
3. G =T}

A funcao lapso é importante para garantir a primeira equacao. A se-
gunda é satisfeita trivialmente, pois como o fluido é perfeito 79 é zero (ndo
h4 fluxo de calor nem de momento), e devido as simetrias GY% também §é
zero. Isto ndo ocorre por exemplo num espago-tempo nao-homogéneo onde
esta equagdo acaba por impor vinculos na métrica ja que 79 = 0 mas GY,
nao é necessariamente zero.

Para a métrica em questao, os termos relacionados aos potenciais se

escrevem:

o« 12 =—g" (ba+050) (05 +055) =—g° (6 + 95>2 -
= (6408) = uN=(6108) = =N = U=~}

o /—g=Ndaw w é o determinante de w;;

lembrando que

1 (- £ PyN\" - £
et el ) = (B2) g 8)

temos entao para a densidade hamiltoniana
I
Hpat = —V—yg (p+ (p+p) U0U0> =V-gp= N§P¢

—3(v—1) (1—v) = a-)
= Na30 )péT " expSo Plw 3

Como o unico termo que depende de posicao é o w (determinante da
parte espacial), podemos normalizar a integral em todo espago de forma a

absorver este termo. Assim temos para a hamiltoniana®

S
Hpat = N a0 D67 expi P]

®Note que P; ndo aparece na hamiltoniana, o que implica que s é constante e assim P

também é constante.
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Vamos fazer uma transformacao canodnica para simplificar a forma da

hamiltoniana. Definamos,

_s _ _
e T'=—P,exp %0 p(()Z 1)80P¢ v

6= (o)

S _
o Ppr=exp p(()lr W)Pg

[ ] Pf = P¢
Nestas novas varidveis a hamiltoniana da matéria se escreve:
Hpat = N Ppa=207

Note que a varidvel T é proporcional ao tempo, ja que Py, s, e P, sdo
constantes, ou seja Ps é linear com o tempo. Desta forma a varidvel T
pode ser tomada naturalmente como o tempo. A hamiltoniana é linear
no momento canonicamente conjugado ao tempo. Este é um bom critério
para estabelecer qual varidvel serd tratada como tempo, lembre-se que na
equagao de Schrédinger a derivada com relacdo ao tempo é de primeira
ordem e as demais de segunda ordem. O problema da equagao de Wheeler—
DeWitt, equacao encontrada através da quantizagdo canonica, é justamente
nao aparecer nenhum momento canénico linear na densidade hamiltoniana.
Esta equacao que deveria ser a equagao dinamica da teoria aparentemente
nao evolui.

Tendo analisado a densidade hamiltoniana da matéria, vamos agora con-
siderar a parte associada a gravitagao para este modelo de minisuperespaco.

Fazendo alusao a secao anterior, podemos calcular as quantidades rele-

vantes utilizando a métrica deste minisuperespaco.
2 1 .
hij =a " wy = hij =2 a a Wi

N; =0

1 . aa

IR
v—g=NvVh=Nd*vw

Kij =
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Note que,

Vi = (Vik) + N Vhk?
VIR®N gy = (VAR N,) |

Desta forma temos,
V—gR=NVh (kzlmk:lm YR R)

Para chegar a este resultado os termos de superficie foram descartados.’

Como a parte espacial é maximalmente simétrica o escalar de curvatura
é constante >R = hinZ—j = %Rij = 6a"2¢, onde € pode assumir os valores
0, +1.

Entao segue que

-2
V=g R = 6w —%—l—Nae

Da mesma forma que fizemos com a lagrangiana da matéria, vamos nor-

malizar e integrar no espago para encontrar a lagrangiana

.9 .
_ 3 . aa _ 0L  _aa
Lg:/dZ‘L—?)N ae—ﬁ :>Pa:7_—6ﬁ

e finalmente encontramos a hamiltoniana da gravitacao

2

P
H,— N | a
g 12a+3a€

As varidveis dinamicas desse formalismo sdao N, a, e T. Note que como
T nao aparece na hamiltoniana, T é uma variavel ciclica, ou seja Pr é zero.
Outro fato importante é nao termos a varidvel canonicamente associada
a N. A origem desta questdao tem que ser esclarecida através da propria
lagrangiana. A lagrangiana nao depende de N, o que torna o momento

Py = ST%/ = 0. Esta equacao nos mostra um vinculo primario. Devemos

SExiste também um termo de derivada temporal que a principio poderia dar contri-
buigdo nao nula, mas como discutido anteriormente nao levamos este termo em consi-

deracao assumindo que a “boa” agao nao possui este termo.



entdo acrescer um termo APy na hamiltoniana ( A é um multiplicador de
lagrange).
2

P
Hr=NH+XPy ,sendo H= —12“ —3a6+PTa_3(7_1).
a

Por consisténcia, o vinculo deve valer para todos os instantes
Py=0= H=0

Este é um novo vinculo que ¢ satisfeito trivialmente.

A evolucao dinamica serd dada por:

a={a,Hr} = —&La

o« N =2\
e T'=Ng 301

Py =N 3Ne—3(y—1)PrN a3+

12a
e Py =H=0
e Pr=0

Obs: O vinculo H = 0 implica na equagao de Friedmann:

P? Pr a? Pr €
H=0= %= —3ac=> —— = —a 9 — —
12a @300 %7 g2N2 3¢ a?
Em cosmologia costuma-se usar o calibre onde o termo ggg = —1, que é

equivalente a fazer N=1. Neste calibre, a equacao de Friedmann se escreve:

a2 % € K €
= pP— == — —5
a? a? a3 a?

onde p é a densidade do fluido perfeito, e K é constante. Assim vemos que
classicamente a variavel Pr é proporcional a quantidade de matéria total do

fluido.
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Por outro lado a variavel T funciona como um tempo. Se escolhermos

um outro calibre onde N = a3~ encontraremos que
T =Na 301 =1 =T =t+ const

Esta escolha é perfeitamente cabivel inclusive pela variavel N funcionar

como um multiplicador de Lagrange. De fato, N = A que é arbitrario.
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