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1 - WOQOES DE RELATIVIDADE RESIRITA

Historicamente a teorta da relatividade restrita te-
ve inTcio como um resultado das tentativas feitas no seculo
19 para estender a teoria de Maxwell de modo a englobar fz2nane
nos eletromagnéticos que se passavam em meios em moviments. F3
sas tentativas foram insatisfatorias, em grande parte izso foi
devido a que os fisicos da @poca estavam certos que a mecanica
newtoniana explicava todos os fenomenos fisicos que necessitas
sem de conceitos dinamicos.

De acordo com esse ponto de vista, as equagoes da ele
trodinamica deveriam ser ou invariantes para as transformagdes
de Galileu, ou entdo serviriam para a determinacdo de um siste
ma de referéncia absoluto — vamos chamdlo S,..

Como uma tentativa de substanciar a 12 alternativa ,
H. Hertz (1890) e 0. Heaviside,na mesma &poca, propuzeram uma
formulagao tedrica que entretanto estava em desacordo com algu
mas experiencias de importancia (Ex.: experiencias Oticas asso
ciadas a2 hipotese de Fresnel {ver Whittaker - "A history aof
theories of ‘Aether and Electricity - 1, p. 328-331. 403-404 -
Harper & Brothers, N.Y. 1960}. A teoria de Hertz referia os fe
nomenos eletromagné&ticos a um "corpo em movimento”, em unida -

des Gaussianas:

div D = 4up . divi =0 s rot £* = =1/c ﬁ .

rot H* = TIC(ﬁ + 41j*)

onde,
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Observar que Ex, f», Jv sio quantidades referidas ao sistems
associado 20 corpo em movimento, enquanto B, B, J sio referi-
dos a um referencial em repouso. 5e passa de um referencial ao

outro por uma transformagio de Galileu do Tensor Fas com

For = Ef & Fyy = g5y B

vV @ a velocidade relativa do corpo em movimento em relagio ao
qual as equacgdes sio vilidas. Essas equagDes de campo sio inva
riantes sob transformacdes de Galileu,

A 2% alternativa tinha um apelo mufto grande pois des
sz forma se poderia associar 2 sem o sistema de referéncia ab-
- soluto da teoria de Newton., De fato, poderTamos tomar Sem como
o "eter" luminoso que desde os dias de Descartes ja era muito
predito por Hooke e Huyghens — comc ¢ meio dentro do qual 05
distiirbios Gticos se propagavam. Isto era substanciado pelo fa
- to qle Hertz (1884 - 1894) tinha determinado experimentalmente
s fdentidade entre fendmenos luminosecs e ondas eletromagnéti -
cas de alta frequéncia (fato este predito teoricamente por Max
well},

Ate a metade do século 18, quando o método da "agzo-
-a-distancia" ganhou proemineéncia geral, a maioria dos fisicos
segundo Leibnitz e Huyghens favoreciam algum tipo de “acio de
Contato”, a qual era imaginada tomar lugar atraves de um meio
universal que a propagasse. Esse meio sendo capaz de sustentar
vibrages longitudinais representando luz, em analogia as vi -
bragoes eldsticas associadas &s ondas sonoras num meio materi-
al. 0 "eter" retornou & ser de importancia no século 19 com o

advento da teoria ondulatoria da luz de Young e Fresnel, a des
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coberta que essas ondas luminosas eram vibragBes transversafs
conduzfu 3 introdugdo de um modelo de eter perfeitamente rigi-
do e elastico segundo 2 teoria da elasticidade entdo descober-
ta por Navier, Cauchy e Stokes. Apesar disso, restava a aparen
te contradigdo desse meio ser absolutamente rigido e a0 mesmo
tempo perfeitamente transparente & luz e a todos os corpos

(completa penetrabilidade).

1.1 - Ae Equagoee Relativistioas de Lorents

Lorentz considerou fenomenos 0ticos em corpos em mo-
vimento num meio absolutamente estaciondrio {eter) contra as
idéfas de Stokes {1845) que envolviam a hipotese de arrastaﬁeﬂ
to do eter pelos corpos massivos em movimento. Foi devido a
essas diferentes teorfias que Michelson imaginou seu interfero-
metro (1881} que foi mais tarde melhorade por ele e por Morley
(1887). 0 resultado negativo da experiencia (detecg¢io do movi-
mento da Terra em relagdoc ao eter) poderia ser interpretado co
mo uma confirmagfio da teoria de Stokes, pois obviamente nenhu-
ma experiéncia dtica feita na Terra pode ser afetada por seu
movimento se esse movimento arrasta consigo o meio otico de
propagagao (eter}. Entretanto, Lorentz estava convencidoda fra
queza 10gica da teoria de Stokes e que'todas as sugestoes para
melhord-1a conduziam a conclusSes erradas!”). Devido a isso.ele

introduziu o que chamou “"eter de Fresnel" & tentou introduzir

(*) Seus trabalhos nesse gentido iniclaram em 1886 ¢ terminaram em 1904

anc em que propos suas equacces de tranaformacao.
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outros conceitos de forma a explicar o resyltado nulo da axpe-
rigéncia de Michelson. A seguir tratamos dessas idéias resumida
mente. A teoria dos “"elétrons” de Lorentz & baseada nas equa-
¢oes de Maxwell para o vicuo agregadas 3 presenga de cargas e
densidade de correntes geradas por distribuicoes de elétrons ,
juntamente com a equagao dando a forga por unidade de cérga de

origem eletromagnética, Em unidades gaussianas:

rot ¥ x-1/cB , divB=o (1)
div ¢ = 4mp . rot B = 1/7c(Eranpd) (2)
t-t+ilsext {3)

Essas equagoes eram assumidas verdadeiras relativas a Sem .

Com o fim de explicar os resultados experimentais citados (Mi-
chelsen) que envolvessem fator da ordem de v/c onde v @& a ve-
~ locidade de um corpo em movimento em relagdo a sem retendo a
fdeia de Fresnel de um eter imovel, Lorentz fol conduzido a

considerar:

(a) associar ae corpo em movimente um referencial §';
(b} procurar as equag¢fes de transformacgdo entre Sem. $';
{(c) elas devem ser tais que as equagdes acima s3o formas inva-
s riantes, até pelo menos em termos da ordem de v/c, com is-
$so se explicaria porque a experi@ncia de Michelson davames
mo resultado de interferéncis se a Terra estivesse em re -
pouso ou em movimento através do eter com velocidade v (no
caso v = 0 seria o sistema de equacoes Sem. e para v iOQ
seria o sistema de equagGes para S', & o Ttam (c) explica

Porque se obteém os mesmes padroes de interferéncia em am -
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bos os casos)

Para obter esses rasultados, Lorentz verificoy que
as coordenadas espaciais se transformavam de acordo com a lei

de Galileu:

X' s X -Vt (4)

porém a Jei t' = t (tempo sbsoluto) teria que ser corrigida

para

t' -t - (1/c)%.% ()

e 0S5 campos f. B deveriam se transfornar coOmo:

B =E+ (¥/c) xB , B =B - (¥/e) x E (6)
Com essai hipoteses e desprezando termos de ordem superior a
/e e w/e as equagles transformadas assumem a mesma forma que
8s equagoes iniciats. Aqui S~ essencialmente & o eter de
Fresnel (ao longo do qual sio marcadas trés direcbes x, vy , 2
e reldgios medindo o tempo t) e 5’ & o referencial ligado
Terra que se move & relagdo a Sem SOm velocidade v , tal que
{v!c)z j2 & desprezivel,

De forma & poder também explicar experiencias otices
do tipo de Michelson até termos da ordem de (v/c)Z, Lorentz in
troduziu outra hipdtese, que Ji tinha sido iInclusive proposta
anteriormente por Fitzgerald e que ficou conhecida como a hipd

tese de contragdo de Lorentz-Fitzgerald — de acordo com ela ca

da corpo que se move com velocidade v relativa a Sep tem sua
extensido espacial na diregio do movimento contra¥da pelo fa -

tor v2/2c2. Em

Sem * 1o " %2 = %y
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am ' . . 2.2
§' : 1 = Ay = Xy = lo(l—v 12¢%)

Finaimente, ndo satisfelito com o cardter provisdério de suas
hipoteses, Lorentz generalizou as equagdes de transformacgao de
Sem * S' com o fim de garantir a invariancia de forma  das
equagdes da eletrodinamica sob forma exata sem qualguer aproxi
macdo. Essa generalizacio consistia nas formulas — para movi -

mento relativo ao longo do eixo-x

X' & y(x - pct) , y' =y , z2' =z

ct' = y({ct - Bx)

y=0-89)""2  pavse (8)
Com elas estava associada a lei de transformagdo das variaveis
de campo(*)

E'y =By » E'y = v(E,-BB,) , E', = v(E,+BBy) (9)

B'y @By + B'y = y(B+BE)) , B', = y(B,-8E,) (10)

Com essas leis de transformagao agregadas a formulas de trang
formagao de p , velocidades e forcas elé&tricas, Lorentz pode
interpretar todas as experiéncias oticas e eletromagnéticas en

tdo existentes. Entretanto, essas formulas para a transforma

() Note que essas leis de transformacdo foram postuladas, pois vessa &pe
ca Lorantz nfo conhecia as propriedades geométricas dos campos E.§ no
espago de Minkowaki, unicamente ele tinha o resultado que para baixas
valocidades (9) e (10) deviam degenerar nas (6} anteriores.
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¢io de p, velocidades e forgas ndo estavam inteiramente corre-

tas, e foram mais tarde revistas por Fo1ncar§(*) e Einstein,

que deram suas formas consistentes:

= - X - -
p' = yp(1 =) > p'u'y = vyplu - Bc) ,

o'U'y = ouy s p'u', = pu,
-+
Fly Y(Fx B = )
F'y = Fy , F'z =P, F o= forca/unid. de volume

0

Por essas formulas cp jo se transforma como ct = x

LIS

Tugar de X colocarmos

cp y(eo - Bi,) Jy = pu

X

que & analoga a:

ct' = y{ct - B8x)

ou,
IR M AR N T

ct > cp

(1)

(12}

(13)

s5¢ em

A designagdo "transformagao de Lorenté" € devida a Poincare .

Foi ele quem observou também que essas transformagbes

formam

um grypo, hoje chamado grupo de Lorentz. Ele também esteve per

to de antecipar o tratamento quadridimensional que mafis

*) H. Poincari - Compte Rendua, 140, 1504 (1905).

tarde
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fot proposto por Minkowski, por@m nio continuou Suas pasquisas
nesse assunto,

0 conjunto de equagoes (7) a (13), requer somente a
adigiio da hipotese razodvel, que foil em efeito considerada por
Lorentz, que nio somente as forgas eletromagnéticas mas todas
as outras forgas transformassem de acordo com as egqs. {12} ,
(13) sob a transformacdo (7). Dessa forma & possTvel obter-se
a dinamica da relatividade restrita.

Entretanto nes referimos ao trabalho de Lorentz como
sendo as "equagbes relativisticas de Lorentz", e ndg como a ts
oria da relatividade de Lorentz, pols ele, em verdade, nio con
siderou sus teoria como sendo uma indicagde de relatividade do
espage e do tempo, porém sderifu estritamente em suas investiga
gﬁes-ao conceito de um eter yniversal que lhe permitia pensar
num referencial absoluto, em repousa, atraveés da qual se deter
minava movimentos absolutos e medidas absolutas de comprimento
e tempo. A contragdo de Fitzgerald para sar expiicada, nessa
base, requerfa ume explicacio em termos da estrytura da mat# -
ria, em GTtima andlise da estrutura eletronica da barra. Pars
» dilatagio do tempo

at' = at(1-v2/c¢2)’/2 . tempo medido por reléglo
| em repouso em $'
ele juTgou tratar-se de um artifJcio matem@tico, #le chama At'
intervalo de tempo Yocal, porim somente At teriz signitficado
_pois era o intarvale de "tempo universal™ veferente ao Sem 20"
solute,
Essas 1d&fas de Lorentz foram sparentemente comparti

Thadas por outras pessoas & marcantemente por Poincaré que, em
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1904, apresentou uma conferdncia no Congresso de St, Louis de
Artes & Cigncias. Apesar disso, nessa confer@ncia ele esteye
perto de se Tibertar dos preconce{tos ds Epoca poids disse 1ite
ralmente: Talver pudéssemos construfr uma nova mecinica, da
qual no momento 53 sabemos alguns detathes, onde indrcia aumen
ta com 3 velocidade, & a velocidade da 1uz serfa um Vimite im-

passavel.

1.2 - Relatividade Restrita

Aquilo que veio a ser conhecido como a Teoria da Re-
latividade Restrita., teve seu {n{cio no trabalhe de A.Einstein
“Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento” (Ann. Physik,
17, 891 (1905}). A resclugfo por Einstein das dificyldades re-
lacionadas 2s experiéncias sobre deteccio da existéncfa do eter
€ baseada no trabalho anterior de Lorentz, Entretanto, ele se

difere do trabalho de Lorentz em dois detalhes:

(a) as transformagbes de Lorentz nido sao introduzidas ad  hoc
como uma adivinhagdo, mas sdo derivadas a partir dos posty
lados basices;

(b) o que & mais significativo, uma interpretacio fundamental-
mente nova & dada para o conteido fisico dessas equagdes

de transformaghe.

Iniciaimente, Einstein abandona a existéncia de um
eter absolyte, ou squivelente de um sem pais como foi ¥isto ,
sua retengac implicava numa expl1ca;io atomistica da contragio

da barra em movimepnto.



-724-

Um dos postulados da Mecdnica de Newton & que exis-
tem sinais que propagam com velocidade infinita, o qual fmpli-
ca na velocidade infinita de propagacao das interacdes. Eins-

tein rejeita esse postulado e em seu lugar coloca:

i - Em cada sistema inercial existe um limite superior fini-

to para a propagacac de sinais.

0s outros postulades sdo:
ii - A velocidade da 1uz no vazio referida a um sistema
inercial @ independente da velocidade da fonte;
141 - Todos os referenciais inercfats no espago-tempo sio com-

pletamente equivalentes & formulagdo das leis fTsicas.

A derivagao das equagbes de transformacdes de Lo -
rentz a partir desses postulados, pode ser vista assim:de acor
do com o postutado i1 a velocidade da luz no vazio referida a
um referencial inercial tem a mesma magnitude c independente -

* mente da diregdo de propagagdo e deve satisfazer

2,.2

c“AtS - AXeaX = 0 (13)

em qualquer referencfal inercial pois a7 est2 contido que ela
independe da velocidade da fonte (supondo, & claro, fontes se
deslocando com velocidades constantes). As transformagdes de
Lorbntz sdo entde o conjunto de transforma;oes que mantém (14)
forma invariantes. A)ém disso essas transformagdes tem que ser
Iineares, pois o Unice par2metro envolvido & a velocidade reta
tiva v entre os referenciais inerciais. Invocando a homegened-

dade ¢ isotropia do espago fisico e introduzindo a notagdo:

. {X +X -xz.x } . 0 = et ., x' = X, x2 s ¥ x3 = 2
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a equagao (14) assume a forma

v
nodx¥ax’ =0, Ny = diag. {+1, -1, -1, -1) (15)
considerando transformagdes 1ineares no espago-tempo

X'p = LHUXU R Luv = fuv(v.gi}

onde 51 530 outros possiveis parametros que possam aparecer

tal que no novo referencial se¢ tenha

nuvéx'"ax'“ « 0

vem

BV APy
nuvl. DL a&x Ax 0

Isso manterd a forma da equaciio (15) se e s§ se
v _
"uvL pL o Noa
ou

LT-n'L s n (16)

s

tomando movimento relativo na diregdo comum-x a ambos os refe-

renciafs (x'2 = xz ' x'3 = x3} € possivel verificar que uma
matriz local L,tal que x' = L.x e que satisfaz a condigao (16)
@ do tipo:
( 0
% % o o y 8y 0 0
1 1
L(v} = ]
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 ] 0 0 1
X J L J
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que & idéntica as equagGes de transformagdo (7). Evidentemente,
essas transformagbes ainda poderiam ser multiplicadas por um
fator comum A{v) pois a expressio (15) esta igualada a zero
tanto serve Luv quanto l(v)Lu“.

Chamando L"v(v) = k(v)L"v(v) e notando que essas
transformagdes formam um grupo, o que estd implicitamente con-

tido no postulado 11i, vem:

-1
() = B v) = ALY (-v)

vem
AvIa{-v)L{v).L{=v) = L

come L{v).L{-v) = 1,, tem-se A{v)a(-v} = 1, por outro lade
Alv) deve depender s de |V| através termos em B = |¥| /e, daf
Al-v) = X{v} e decorre que xz(v) a1, ou seja, A{v) = 21, e as
equagdes de Lorentz decorrem da escolha A(v) = +1. A escolha
~a{v) = -1 implica no produto de uma transformacdo de Lorentz
por uma inversdc do espaco-tempo, 0 que matematicamente & per-
missTvel.

Yamos generalizar;ggexbressio-(15) de modo a intrody

zir o intervalo ﬁsz dado_por:

2

2s¢ = nuvAx"ax“ (17)

0 Tugar dos pontos onde Asz + 0 @ dito Cone de luz e conduz
3 eq. {15). 0 grupo de simetria da expressao {17} & o conjunto
de transformagdes satisfazendo (16). Essas transformagoes for-

mam o chamado grupo proprio de Lorentz com seis parametros re-
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3is. Sua forma infinitesimal sendo

(] H Bov p
'Y = + X = = =
X €, »Chy T Nty €on

Para nossas transformacgoes de Lorentz ac longo do eixo comum-x

se tem:

€10 " v/ic €0 = o, Eag = 0

Ainda se tem as transformagées de simetria de As®:

que 530 rotagdes espaciais através de anqulos infinitesimais
€45 = ®ijk 6 ﬁk onde aqui ek e o sTmbolo de permutagoes
a trés dimensdes.

Ainda se pode ter inversoes (espaciais ou temporais

2

ou espago-temporais) como simetrias de As®, o conjunto de

transformagoes de simetria que incluem inverspes @ dito grupo

improprio de Lorentz. As simetrias de as?

podem ainda ser
generalizadas se incluirmos translagdes no espago-tempo, quan-
do teremos o grupe de Poincare, cuja parte propria contem 10
parametros reais.

0 espago-tempo com coordenadas x* associado a um re-
ferencial inercial 5 dotado de métrica pseudo-ortogonal {satis

fazendo (16)) e definida pelo elemento de linha

2

ds® = n__dx%dx® (18)

Nap
defing o chamado espago-tempo de Minkowski. Nesse espago exis-
tem tres diferentes tipos de vetores, que saoc chamados quadri-

vetores, devido a dimensic 4 do espagoﬁ
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a) Vetores tipo-tempo - sao os que satfisfazem
2 o, B
V- = "an ¥ >0
b) Vetores tipo-espago — satisfazem vZ <0
c) Vetores nulos - sdo aqueles tais que Vz =0

Existe sempre um referencial inercial no qual um ve-
tor tipo-tempo tem componentes VM = (v?, 0, 0, 0).Similarmente

vetores espaciais podem ser colocados na forma Al (0.?). As

2

trés regides: dentro do cone de luz (definide por ds™ > 0), so

¥ ~ -
bre o cone de 1uz( ) e fora do cone de tuz, sao regioes invari
antes sob transformagoes de Lorentz. Sobre o espago de Minkows

ki pode-se definir campos tensoriais come sendo um agregado de
' LIRS
fungdes Nu] vp{x) que sob transformagoes de Lorentz se
TPtk

transformam homogeneamente como:

lu]'..up{xu) = ax'U1 ax'up
VyreeVy o e “p .v]
ox IX 9X

No evento de se ter um objeto H“{x) dizemos que temos um vetor
contravariante, e se tivermos Vu{x) teremos um vetor covarian-

te. Sempre se tem

H B
ax' X . L“k ax K
a [+ PR
k k
X Ix

L
Vk Yk

(%)

0 cone de lue @ um sub-espago de dimensao 3, seus trés vetores unitari
os independentes sobre o ramo positivo do eixo tempo e apontando a0
longo das diregoes positivam dos eixos espaciais sae (1,1,0,0),(1,0,1,
0) ¢ {(1,0,0,1).
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Yetores covariantes estio relacionados &s  suas componentes

contravariantes por {(num mesmo referencial)

Vo(x} = n; ¥o(x)

Similarmente

v¥(x) = nMY (x)

onde n®" sio as componentes da matriz inversa de n ou

ap’
seja "uu"uk = 55

A covariincia das equacgoes da fisica sob o grupo de
Lorentz esta contida na 1mposigio' que essas equagcdes devem
ter "seu lado esquerdo" come uma’ fungdo de tensores que defi -
nem os campos em questdo. Como exemplo, as equagoes de Maxwell

no espago vazio sao do tipo

3w, WvpoE
aqu 0 s 4 va'o‘*o

Definindo o “lado esquerdo das equagdes por

MY(x) = —3-i F*Y = 4vetor para tr. de Lorent2

X

teremos sob transformacbes de Lorent:z

"l\’(xl) = _:_%;_\i Ha{x)

daT M%(x) = 0 {fmplica em M'*(x') = 0. Equagbes de campo, via
de regra, podem ser obtidas de densidades Lagrangeanas adequa-
das, por exemplo, as equacles de Maxwell decorrem do principio

varfacional com extremos ftixos
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§ J L d4x =0 , d‘x = daxdx0

Q
L= -y (cPrem) FFYVF L= P

v

v

Fuv = auAu - Bvﬁu

‘través das equagdes de Euler-Lagrange do problema

3 AL 3. . g
axH aA“‘u aAY
juntamente com a condigdoc que no contorno do quadri-volume f
as yar1a96es GAu tendem a zero.

Y¥ia de regra, as equacgdes mais importantes da teoria
de campos relativistica sao lineares. A condicdo de linearida-
de & uma imposigdo extra que deve ser feita na escolha da den-
sidade L, e ndp estd contida na restrigéo de L sér um escalar
‘em relagio 2 transformagdo de Lorentz. N

A existéncia de densidades Lagrangeanasl associadas a
campot & de interesse, po1s_atrav65 do pr1nc%pio variacional
hode-se definir leis de conservagdo Tocais para esses campos ,
(desde que eles estejam isolados de interagoes externas) tal
com&'seri visto em outra sessdo desse curso. Por ouwtro lado, o
formalismo Lagrangeanos implica na teoria de Hamilton para es -
ses campos, A qual & o passo inicial para a guantizacio canani
ca da teorja. Visto de outra forma o formalismo de Lagrange &
um critario para a determinagio da forma covariante de uma da-
da teoria énvolvendo um certo tipo de variavel de campo. Como

exemplc, temos as equagdes de Dirac do el@tron relativistico ,
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assim como em geral guase todas as equagdes de onda relativTs-
ticas.

Dentro ainda do espirito da teoria da relatividade
restrita, poder-se-ia 1ntroduzir transformagbes mais gerais que
as de Poincaré, envolvendo termos quadridticos. Tais transforma
¢oes envolvem 4 pardmetros de aceleragiao relativa constante e
sdo chamadas de transformagdes conformes especiais. Agregadas
as chamadas transforimagdes de escala definidas como x'% = a.x"
elas formam um prolongamento do grupo de Poincare com 15 para-
metros, e sio chamadas de grupo de transformagdes conformes do
espago de Minkowski. Entretanto, o conjunto de equacdes de cam
po que sag invariantes sob esse grupo € bem mais restrite gque
em relagdo ao grupo de Poincare. VYia de regra, so sao invarian
tes as-equagﬁe; que se referem a partTculés com massa de repou
s0 nula {que se movem com a velocidade da luz c), como exempleo
tem-se a equagdo de Dirac do neutrino e as equagdes de Maxwell

no espago vazio (fotons).
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2 - TRANSPORMAQOES DE SIMETRIAS PARA CAMPOS

Nessa segdo vamos considerar a invariancia da densi-
dade Lagrangeana em relagdo as transformagoes de simetria no

espago-tempo de Minkowski. Seja uma densidade Lagrangeana

L =L {qi(x).qi’a{x)J =L{x)

onde q1(x) & um .campo genérico (i = 1,...,n}. Sob transforma-
goes do grupo de Poincaré proprio L & um escalar: L'{x"')=L(x}.
Considere inicialmente uma translagdo infinftesimal x'* = x¥ +

+ a¥, Entdo:

L = L'(x") - L(x) =0

dad,

N

60 = D' (x)-E(x) + a® 2 = Wp(x) + 2% 2 - 0 (19)
ax ax

tambam,

sat = qtt(xt) - ¢lx) = a'T(x)-aT () a“qi,a(X) =
(20}
= Fg (x) + 2% J(x)
A TLN P I I TR CS IR LI LN o) (21)
desde que

(x) _3g''(x')

T UM CIO R LM C10 I L sB 24!
ax' ¢ axP ax'®
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- 4 E"m + a"q‘,ptx)} RIS

Subtraindo ambos os membros por ahi(x)!axé s

aq"(x') . 2g (x) < 2q' ¥ (x) . 2q’ (x) " apqi (x)
ax' @ ax® ax® ax® »Pa

onde

s9' = Tq'  + afq

' a O s pa
Tomando a variagio 3§ teremos,

3L = 1

Br(x) = —FE— Fq'(x) + B, (x)
aq (x) 3" (x) ' ;
Por {19), (20} e (21}, vem
o 3L 3L i o i AL i a1
At o e {89 - aTq (X)) + ———(&q _-a"q _,(x))
m® g (x) e gl L0 e e
Por outro lado se tem
3L i 3L i
_ 8L = —3=— §q' + —=— &9 = 0
| 3q" (x) 2’ (x) °°
pnrtanto.
o 3L 35 o i 3L Ad
3 e = —=—aq {x} + —y—— a"q {x) {22)
ax®  3q" (x) ‘o 3q° (x) »0d

Pelas equagies de movimento,
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3L 3L 3L
aq[(xl ax* 3q| 3 (X}
logo se tem em (22)
o 3L a i L 34 a_i oL
at —— = aq + aqg =
ax® LI aq',‘ 0k aq'A
= 2% 2 q'I 3L
;;T & aq X
ou
o 3 A i aL
a &L -q =0
m[u LI 1:‘
Definindo
) A i L
TG=6GL-Q|G_T_ (23)
39 LA

e levando em consideracic que a% sio constantes arbiprarias

se tem

3 A
T = 0 {24)
P

0 tensor definido por (23) & chamado tensor de Momen
tum-Energia do Campo, o quat define quatro leis de conservagao,
de energia e momentum, por {24). De fato, pelo teorema de Gauss

aplicado numa regido @ do espago-tempo com contorno I
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S N A
J -—-x T a d'x = * T a nl do
g 9K £

supondc que o campo q'(x) ca2ia a zero suficientemente rapido

ao longo de diregoes espaciais, se tem:

a

} Tkanxdc = I TA n{1% dg - [ Tlantzi do
b E] 22

onde 21 e 22 530 duas hipersuperficies espaciais

T p

'l | i

com normais n(]) e n(z). Portanto

com 21,22 s$30 inteiramente arbitrarias isso implica que

Z A
] Pa = [ T a " do
X
independe da superficie de integragao, ou seja, essencialmente

independe do instante de tempo I onde I corta o eixo-tempp —

A= . -
assim P" & uma constante de movimento. Suas componentes saa:



ou

Em geral pode-se sempre multiplicar a integral por uma constan
te (basta fazer Tla + {eonstante) Tlu. o que nao muda a lei
de conservagdo), e usar essa constante de modo que Po seja a

energia do sistema dentro do volume Y dividida por ¢:

0 _E
PI-'-:-

e P & o momentum total do campo dentro de V.

E de interesse a detérminagio da expressio Eqi(x) ge

rada por transformagoes de simetria:

a) translagdes: viu-se que para qi(x) escalares (q'i(x') =
- qi(x)) sob translagdes

1
Tal(x) = - 2% [« -a® $ 9! =6 eq'(x)

onde Gx » - 2% —3& € o gerador da translagio
Ix

b) rotagoes: se tem em geral
a'txty - Jik(x.x')qk(x)

sob X' = R.x, com R uma matriz tipo Lorentz.
Para transformagces infinitesimais R = } + € e

. i
q'1(x+:.x) = q'itx) + euvxv iﬂi s+ oOnde
Ix
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1

g T(x) + s“vx“auq . Jik(x.x‘]qk(xj

Ainda,
J1k(x.x‘) = Jik(x,x) v ef X9 2 Jik

obviamente J‘k(x,x) = 61k, togo podemos escrever

i

i 1 - p eoi
J k(x,x )y =8 K *E 0S pk(x)

entao

Tql(x) = [%pds“;k(x} LY aéqu(x)

i 1 i K
. 590{%Up‘k(x) -y 8 LUp(x{] q*{x) !
com
e
ch(x} xoap - xpaa

daT, : )

1

%q' (x) epcﬁa;k(X)qk(X)

As 6 matrizes (n x n} Ra;k(x} sao divididas em duas
pairtes a parte orbital associado ao tensor {operador) de momen
tum angular L(x) e a parte intrinseca, associada ao "spin" do
campo S‘mik(x)"p .

0 gerador da ‘"rotagdo" no campo qi(x) € a quanti-
dade

G| POg

x k™€ op1k(x)



-739-
Como exemplo considere:

a) Campo escalar sem massa

[Je=0

o
P
cuja solugdo & o{x) = $g2 » p° = 0, Entao

= |

.1,
ax* § ¢

da¥, o gerador de rotagdes assoclade 3 parte orbital &

h(xee) = - e xgp o p)

Como o campo & escalar em relacdo 2 transformagao de Lorentz

i _ i ; . i
J = 8, aue implica Scp k 8 .

b) Campo vetorial sem massa

Ej % * 0 s b 4k
a parte orbital & semelhante & anterior e a parte de spin

5, gl u
sera: 5§ K 5 v

M
q|U(x|) - :x_qu(” = Juv(X,K'} ql-l(x)
X

= 9"(x) + ¥ a(x)

entao,
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¢) Campo tensorial 2% ordem q (x) ,

W Y
WV, ey o O 33 afg « JUV ' af
) = e S (x) = 377 p(xsx") a7 (x)

em-12 ordem,

= {5UG5VB - éuueus - GvBeua} tu(X)

o "spin" & entdo

- Lah ) g LR

TRV R R v uv
apf a B § af B § g€ a 8 t 5

af of

Aqui,

34V (x) =[%uvus * Apvaé] q®®(x) = Ruvasan(XJ
/

sHY o= MY 4 sV

af af 1.}
!

MV U gV Eul

: 1
e " " 788 (xhau N xaal)

Trataremos agora da 1nvar1inc1a=de uma dens;dade La-
grangeana genérica em relagdo a transformagies de Lorentz. Se-

Ja

L= L(qi(X) R qi;u(x)}

3L = EET 3ﬁ1 + —Eé—— Kﬁi ; x'¥ L
»
29 9’ u

Temos

3q'i(x'} ggjitx') ax® a a . 2q' tix!
u " a = (¢ - &)
ax! ax ax'" u H Ix
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= (8% - s“uJ [ﬁ; (J1k{X.R-x}qk(x))]

H
= (6“u - s“uJ [é%; (Gik - Sik(x.e)qk(xJ{]

Nos exemplos anteriores viu-se que Sik era unicamen-
te fungdo de ¢ mas ndo de x (isso & caracterTstico de trans -

formagdes lineares), dai

T
e LN BT AN (S LA P

axnu H

(x) (25)

_ i i k _La i
=g {x) + 5%, {e)q ulx) - e w9

No lado esquerdo de (25) tem-se:

; :
ag' {x') _ _8 o p o i
axnl-l axlu E (X) te Ctx q .D(X)
a Bxk 3 q|i(x] + Bp xu i (x)
5x' P ;:T R P
= (68 ey gt (xy+ePlal (x)+eP x%E(x)
. TR R RS A% o o* 9pa

= o p i p o i _oh

9 ,u(x) e u q .p(x) YE LA ;DH(x] £ uq'ﬂ*ﬂ

onde se reteve termos até 12 ordem. Levando em {25),

i i .
i = 99" (x) _ 3g (x) _ I k oo i -
Sa,u0x) axH axH S'glelq R LR .u(x)

/

. P i _ .0 o1
e ,4 ’p{x) A

x i =
oulX) * eha 2t
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i k T . . P a i
= s k{s)q .u(x) € uq .p{x} € ux q 'pu{x) (26}
Temos:
. . . K ;
Sa'(x) = BN edak () = ST (eda® - g el @)
E pode-se provar por (26) e (27) que
IR P

o Tq ' (x) = Tq | (x)

Da¥,
.
_ 8L ik 3L i kK _ o4 _ .pad
S0 - IS IR S [% L LR N I .pé]
g 3q
s ,
Usando as equagdes de movimento
/
N W
1]

2 ax aq"u -

se tem /
. 98 oL i 1 i op k
L ;_i l——T——] [% k{e) i $ KE Lpé] q +
< lag )

3L l i k g i p oo i 1

+ - - =

aqi S k(E)q Y € l-lq P € aK 9 sPU
M

e [.8L i _1 i _ap k
s xb ["a:{_ [s kle) = 7 8 e ch]q ]
si 7

Como L & um escalar para transformagoes de Lorentz,
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- oM LV _ .9 TRY
L = - ¢ NLE ;:F (e",x"L)

que da

{

9 3L i k 1 op TR u _
o { ;;T“" S k(s)q tye (xpT o X, T p) = 0
'

escrevendo
M - ¥ H
B " %o T X7 (28)

vem 2 relagio de conservacao

3 3 i k 1 _poyu _
sU

0 10 fator & dito momentum-angular intrTnseco do cam
po generico qi(x). por essa razdg 51k @ dito “spin" do campo.
0 20 fator & o tensor de momentum-angular orbital do campo.
Nota-se que em relatividade restrita somente a soma dos dois
fatores & conservada. Essa lei de conservacio esta associada,
como foi demonstrado, 3 invariincia de I sob transformagdes
de Lorentz ~ melhor dizendo, ao fato que L(x) & um escalar de
Lorentz. '

Se acontecer que o campo qifx) ndo tiver *spin* (co-

i

mo exemplo, um campo escalar) entio § K * 0, ¢ o momentum-angu

Jar orbital @ conservado
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@ simétrico e determinade em termos de momento-angular intrTa-

seco do sistema:

{

] 3 i k 1 ap AB -
s—xg [;?_ 5 (ela ] +xen aﬂl’dl__plj 'pljn]] =0
sy

Portanto, & simetrizacdo do tensor momentum - energia
¢ matematicamente equivalente 3 introdugdo do momentum-angular
intrinseco. Assim, em geral & de se esperar que campos vetori-
ais ou tensoriais niao tenham diretamente um Tuv simetrico. Co-

mo exemplo, no caso do campo de Maxwell

- - 1 T3V
L WFDUF
{
A .
- . _9g aL
Tuu B nuvL ax’ 3[5!01 - :
axe
tem-se
3L I pB_tou
__Blo_ - i Fptn n
o[
axb
\ _ . oo 1 pB_Ta
Too =~ 181 "wf Foo * T 2o.vfpe™ M Mgy

p—)

1 po 0
= TN "qu Foo Y Ac.uFu

/
que ndo ¢ simétrice. Da¥ definimos



tal que

pois

Ao v o pha 3 - Ao _3 e
n ;-;x FUG n a—x (A\,F ) ﬁvn a—xr FUG

a

3

b4

A

Ho
[+
= 0t 2o (AR AF)

X

. - . 7
peis em pontos onde.nao existem cargas 3% Fpa =B

Uma nova derivada em p anulard esse termo. Tem-se:
- /

. o] pe 1 g
Tuv X "wf fpo ¥ 3W A vFu m" Mvafe

1 o - ] po =
m (Fu Foo & nqu de) Tuv

que & dito tensor de Maxwell. Ele tem a propriedade que

B -
n 'rw-o ou Tr T = @

Retornando novamente A& equagdo {24), temos:

0
Mg 5 4
i A {33)
X ax 0 '
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0

T ] )
r o+ T =
mw o a T (34)

DaT, integrando num volume V do espaco, teremos para

a 12 equagao

o|—

= 700 s | 2Tl a0
v vax

1 3 0 3 i
Eﬁ[ Todx‘f}ToﬂidG-o
v 13

onde S € o contorno de V., Como TD0 g positive definido

- %—, TO0 d3x = razdo de diminuicdo da energia den
v tro do volume V.
logo
c T10 n, do = quantidade de energia transferida
atraves da superficie 5 na unida-
de de tempo.
densidade
“cTig * cT 0= fluxo = guantidade de energia passando pa-
de energia ra fora de S por unidade de area e
por unidade de tempo.
Como
w ] Mo 43

densidade de momentum

o] —
-
=]
[ 3
g
H
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logo: czx densidade de momentum = cTi0 = fluxo.

Da 2% equagdo:

do sistema dentro do volume ¥

2 J Tor d3x = razio de diminuigao do momentum
v por unidade de tempo.

"‘--..__“
Tir ns du = quantidade de momentum emergin-
do do volume ¥ por unidade de
tempo.

g densidade
jrp =T r = jde fluxo! = quantidade de momentum emergin-
de do de ¥V por unidade de area,por
momentum unidade de tempo.

- T

para o campo de Maxwell, temos para o tensor de Maxwell
- g 1 #2942
Tyr = 70 |:-z‘|-:r - HiH, + 5 (E54R )sir:|

<1t 1 a2 2
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onde § & o vetor de Poynting, no caso representando a densida-

de de fluxo de energia: 3= (Si)

-Até agui consideramos campos na abstengao de cargas.
Se exfstirem cargas na regido sob consideracio, 0 momentum to-

tal serz

" 1 L
Py E-I T™do, + 2 p (35)
5

s soma sendo estendida a todas as partTculas presentes, e pH =

= mcu". Na notagio tridimensional

. : R

P = i% 4”x +Lp
Jvc

E«| Wdx+zE
Iy

Em (35) PY estd associado 2o {instante t onde S corta

[+] cixoftempo. Assim.

- =1 u -1 v
qP“ = Pv(t + q;) Pv(t) c T vdou < J T vdcu
campo $+dS S
t
1t+dt
t
= Pt &
whe
J 0

logo, teremos para todo o sistema
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1 u
de-E}Tvdou-l-xdpv

aT
1 v 4
5 - —= d'x +E dp
CJax“ v

Pela equacdo de movimento das cargas no campo

v - E F 43 )
as € v ds
logo:
e L€ du®
dp, = ¢ Fuq W T Foo at 4t

_ dt du® _dt a
“Pu'?J pFwaT*d"'?[ Foad d¥
¥ ¥

pelo teorema do valer médio isso pode ser escrito como {note

que § e 5+d5 se diferem por dt),

1] a 49
Edpv =-C-Z‘JFVGJ d x

logo,

1 [ T, 4
dP = — [ 24 < F 3% dx {36)
v c axu G Vo

Por outro lado, usando a expressao de T"v e as equa-

¢Ges de Maxwell em presenca de cargas e correntes:

?—-EEJ—-\:'-I ﬂju
axV ¢
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se mostra que o integrando de {36) se anula:

aTH
v 1 a
= - g Fuod 37
ox? ¢ "va (37}

de forma que o momentum total PU g uma constante do movimento:
de = 0 —— a energia e momentum do campo mais a energia e mo
mentum das cargas nele presentes s3o conservados. A  equagio
(37) que generaliza (24) exprime matematicamente essa Jei de

conservacao.

2.1 - Geometria de Riemann num Continuc Eepago—Tempo

A base matematica da teoria da relatividade geral &
fundamentalmente a geometria de Riemann num continuo quadridi-
mensional com trés eixos espaciais e um eixo temporal. Eins-
te}n verificou juntamente com M. Grossmann que uma generaliza-
¢do do espago-tempo de Minkowski dotado de métrica N,y = diag.
{#1,-1,-1,-1) para um espago-tempo geral dotado de métrica
guv(xo) tal que localmente numa vizinhanga infinitesimal do pon

g

to com coordenadas x~ se tivessg/guv +n.., se poderia descre-

uw
ver um campo de gravitacio. As bases fisicas para tal conclu-
530 serao vistas na sess3o seguinte; presentemente trataremos
somente os conceitos matematicos da geoﬁetria de Riemann.

A geometria de Riemann trata essencialmente das pro-
priedades de espagos curvos, como exemplo, a geometria  sobre
superficies bidimensionais imersas num espago Euclideano tridi
mensfonal E3 e uma geometria de Riemann. Em geral se prova em

geometria diferencial que um espago curve R, pode se&r sempre
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imerso num espago Euclideano E,  com k = % n{n+l) {ver T. L. Ci
vita - The absolute differential calculus, Blackie & Son,1954)
No caso da relatividade geral, o espago com coordenadas {x%)
nym dado sistema de referéncia tem dimensio 4 e & a generaliza

¢dc de um £, de Minkowski (pseudo-Euclidedno) no sentido que
o
Ny * Iy (X ).

0 grupo de transformagdes de simetria em By & 0 gru-

uv

po dé Lorentz {ou de Poincaré) no sentido que ele transforma
sistemas inerciais de referéncia uns nos outros, e todos des -
crevem fgualmente as leis fisicas em Ey. Em relagio a esse gru
po, que serd denotado por 0 (3,1) se definem objetos yA(chuja
lei de transformacio & do tipo -

N

¥ alx') = falyp(x) 5 x'(x}) {3-1}

esses campos yA(x) (A =1,..7,N) sdo ditos objetoes geom&tricos
ey relagao a 0{3,1). Como exemplo, yA(x) pode ser quantidades
tais como A (%}, F (x), Muv,r” . % F“Vuv (forgg\de Lovent2) ,

etc. Como decorréncia qualquer fungio

o8, B, o =0

representara um conjunto de equagdes covariantes sob 0 (3,1) ,
entretanto para aplicagoes A teoria da relatividade restrita

$e usa somente uma sub-classe de fungdes fy tais que

Y alxt) = a8 xt (0 (3-2)
/7
ou sefa, as f, s¥o funges Tineares das y,(x), com coeficien -

tes ABA que estdo relacionado. &s equagies de  transformagdo
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x'" = x'{x) e suas fnversas.

0 exemplo mais simples @ quando ) A" GBA e se tem

ylﬁ(x.) = .YA(X) (3-3)

entao se diz que ¢ conjunto de fungdes yA{x} formam um conjun-
to de N escalares sob 0(3,1). Outros exemplos definem campos
tensorfais tais como ja falamos na vez anterfor. A extensdo des
ses resultados para a geometria de Riemann corresponde a tomar

9 e x%+dx®  com

o elemento de 1inha conectando os eventos em Xx
ds2 - gUp{x)dxodxp. 0 qual & fnvariante para transformacdes ar
bitrarias de coordenadas se gcp(x) formar as componentes de um

tensor covariante de 2% ordem

B
' 1y o 9X ax

que & chamado de tensor métrico., As definig¢des de tensores de
ordem superior segue-se similar ao caso anterior levando unica
mente em consideracdo que agora tratamos com transformagdes ar
bitrarias de coordenadas. 0 catculo de tensores tem algumas
Teis que passamos a escrever:

a) A soma algébrica de tensores do mesmo tipo e variancia gera
um novo tensor se ambos forem definidos num mesmo ponto do es-
pago-tempo. '

b} 0 produto direto de um tensor de ordem r por outro de ordem
5, ambos definidos num mesme ponto, gera um tensor de or -
dem r+s.

c) A partir de qua1gyer tensor de ordem r misto, pedemos for-

mar outro tensor de ordem r-2 por meio da operacao de contra -
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tacdo definida por

T"‘o no].lp . B].lzoc -up

_ » I o=p+k
Uy Vg VgV :

Tal operacio pode ser repetida enquanto existirem pa
res de Tndices livres.
d) A simetria (ou antissimetria) de tensores & um cariter in -
trinseco deles ndo sendo alterado por transformagdes de coorde
nadas. Se eles foreﬁ simétricos (antissimétricos) em todos os
Tndices, dizemos que sdo completamente simétricos (antissimé -
tricos). Exemplo:

Tuvu = ¢u¢v¢u comp}atamente simetrico
e) Qualquer tensor pode ser decomposto numa parte simétrica e

noutra antissimetrica. Exemplo:

1 1
Tuv "7 (Tuv + Tvu) ty (Tuv - Tvu)

2
T 33 (Tuvp + Tpuv + Tvpu + Tuov + Tpvu)

T .o - - - :
[uvel © 3T (Tuvp *Towo * Topr ™ Toup ™ Ty = Tow!

f) Objetos que se transformam mantendo suas caractersticas e
que sido partes de um objeto'geral sio ditos serem irredutiveis,

YR
como exemplo Tuv se divfde nos objetos T(uv) e T[@ﬁ] que’  sao

irredutTveis:
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T‘(ﬁ-\,‘)tx‘) = f}lU(T(GB}{x) » X°{x)) , T ij(xl):
- f]N(TEtQJ(” » x'(x))

g) Existem objetos geométricos que se transformam como tensg -

res, porEm tém um fator multiplicativo do tipo

ax |
ax'
ou seja:
u u B B
J.ul"'"p(x.) - Iax ‘H ax | ax' P ax | ax K
VeV IRT ) T T w vyt "
ax ax P ax! ax’

.-GR
J (x)
B] . -.Bk

eles sao chamados -de densidades tensoriais de peso W. Tenso -
res podem ser considerados como densidades tensoriais de peso

zero. Exemplo: g{x) = lgu“(x){ @ uma densidade escalar de pe-
so (+2).

h} 0 produto direto de uma densidade tensorial de peso W, por

outra de peso W, gera uma densfdade tensorial de peso W)W,

Um carater marcante de tensores em £, & que suas de-
rivadas formam tensdrés de uma ordem cdvariante mats alta, is-
so decorre diretamente do fato que 0(3,1) & realizado por trans
formagbes lineares de coordenadas. Tal propriedade nio & vali-
da em espagos de Riemann. Yamos chamar de R, o espago de Rie -
mann da relatividade geral. Entdo se A, (x) ¢ Ry, aAu/ax° nio

-~
& um tensor de Ry. De fato,
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ML) g0 g8 M0 20
ax’' Y ax'“ ax'  ax® ax'Max'V

Aj(x) (3-4)

o que implica que 3Au{x)/ax° ndo & um objeto geométrico, e
portante, ndo @ um tensor,
Entretanto em certas situagdes particulares as deri-

vadas de tensores geram novos ténsores:

1} Fuv = “u.v - Av;u pelo fato de ser antissimetrico e um
tensor. -
2} Blmp = Apv,p + “pu.v + Aup.u » para Auv = -A“u' e completa

mente antissimétrico e devido a isso € um tensor.lomo exem
plo, parte das equagGes de Maxwell, tanto em Ey COmo em
Ry sdo

Fuv,o * Fouyv VO,

que implica em que Fuu tem a foﬁﬁ; dada em (1).

3) Se kuvp g completamente antissimetrico, entao

Buvoo = Auvoao * Poouw ~ Pouv,e T Moo

@ completamente antissimetrico, e devido a issc & um tensor.Em
Ri essa & a ordem mais alta até onde se pode ter tensores com-

pletamente antissimetricos.

4) Se UY & um vetor contravariante de peso W = + 1,

L H
ot + ] 257 v

entio sua divergéncia UM , & uma densidade escalar de peso
, .

—
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W= 4]
AUt P(x') | Iax [ au¥(x)
éx'”' Sif ax?

5) Se ¥"V({x) @ uma densidade tensorial antissimétrica de peso

(+1}, entao quu(x] 2 uma densidade tensorial de peso (+1)

auHv ‘ax ax'* au*?
ax'V | 0x® axh

6) Se UYMP & uma densidade tensorial completamente antissimé-
trica de peso (+1) entdo UHVP o(x) & uma densidade tensorial

antissimétrica de mesmo peso.

7) idem para YYVPO g yhved g -

~ Em geral, as derivadas n3o gerar3o novos tensores e
devem assim ser corrigidas. A operagdo de derivagdo esta conti

da na operagio de diferenciagdoc, porém se tem

AM{x + dx} = AP(x) + dAM(x)
-~ u
= AY(x) + gﬂ; dx¥
9%
A diferenga
da¥ = A¥ (x + dx) - A¥(x)

representa a diferenga entre as componentes AY localizadas nos

pontos X e x+dx, e portanto nido & um vetor, Tem-se

H
daY = DA 4V

ax”
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Como dx’ sfo as componentes de um vetor contravarian
te, segue-se entio que an";ax“ ndo & um tensor covariante de
22 ordem. Entretanto, podemos constryir a partir de aa”fax“ um
tensor covariante de 22 ordem, mesmo ainda sem ter provado is-
so, vamos chama-io por A?u e definir

pA¥ = A" dxV
v

*

A quantidade de DA™ & um vetor e como tal & a dife -
renga de componentes de vetores agora localizados num mesmo pon

to {no caso em x+dx}, Temos:

aat® axtM ax? e’ :\azx'“ ap 2x°

ax'V axP ax'V ax® axPax? ax'V

Defininde

TR U LB -

AL, = AN, 4T A (3-5)
tal que

M g
AV(xry m BX 3K 0 (x) (3-6)
W ax® ax'V B

se tem

T TALAPT- I T UL T T STV S 2% ¥ ax® 0

VB 4x® ax? ax'¥ 9 axPax® ax'

dal, as quantidades rts(x) se transformam como

TP ax'™ ax® axP A a%x'M ax? axP/
r'r{x') = -
vix +

ax1 axtV ax'® op axPax® ax*V ax

o Ultimo fator pode ser simplificado sé USArmos:
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ax'™ ax®
ax? ax'V v

derivande em relacio a xP vem:

azx'" ax” + ax'¥ azx° ax's I
ax%ax® ax'¥  ax® ax*Vax'P 3x°
multipitcando por 3xPrax*®
22t 2 ax® e k0
3x%3xP 3x'Y 3x'®  ax% ax'Vax'®
dat
2. a H
ooy o oM ax® axP o a 3x ax'
Pk (xe) o= 33X A g 2 x _axl (3-7)
va ax® ax'Y ax'® 9P aueVaxi@ 5,0

s

quantidade FEB (x) definidas em (3-5) e se transformando por
(3~7) sido chamadas Afinidades de Ry. Etas sdo introduzidas com

a finalidade de transformar 3A%/3x® no tensor A® . Enm relagio
]

8"
2 (3~7) e a0 grupe 0{3,7) agindo em referenciais inerciais se tem

Fta =0 pois 3%73xP & um tensor. Isso @ coerente pois 0 (3,1)

@ gerado por transformagbes lineares e se teria por {3-7}) uma

lei tensorial de transformagdes para os r¥ que entretanto se

wa’

4

anulam em qualquer referencial {nercial, em coordenadas cartesi
&nas (x,y,z} e intervalos t de tempo. Se por acaso, usassemos
coordenadas curvilineas em lugar de cartesianas {x,y,2)} ter{a -
mos obviamente T“va § 0, acontece poreém, que a passagem (X,y.,2Z)
+ (uysuz,uy) curvilineas nada tem a ver com 0 (3,1). Em Ry 2

-

existéncia de afinidades & essencial para se poder derivar 03
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campos tensoriais nessa variedades.

Por analogia se mostra que

= - a ‘ -
Au;“ Au.v r uvﬁa (3-8)

que & derivada da propriedade que

nuA“ = escalar

e de que a derivada covariante definida por (3-5) e (3-8) & as

snciativa[*). (3-5) e (3-8} pod;h ser general{zadas para

HysaoH “Ryee ol " P..H
L L i ks
V]---VS_G v]...vs,a ap \J-l...vs
' \ \\
S e e e L B S ALy
e Bp TVya- Ve avy Pye- Vg
. Myl
_ P 1°°%k
. Fuv A

5 '\.I-I...\.ls_]p

0 c&lculo de afinidades tem algumaskPropr1edades de

interesse:

1) A soma de duas afinidades Tocalizadas no mesmo ponto da va-
riedade nio & uma afinidade, se bem que seja ainda um objeto
geomeétrico, '

Z)EA diferenga entre duas afinidades localizadas no mesmo pon-

to da variedade @ um tensor de mesma variincia.

Da propriedade (2) segua-se que a parte antissiuitrl
/

(*)
conjuntamente com a propriedads.

(.lcnla:).a = (escalar) a
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ca de uma afinidade & um tensor e como tal nfo pode  gparecer
nas definigdes (3-5), (3-8), pois entdo A?u e A ., nio serfam
tensores. Da¥ a razao de porque tomaremos afinidades simétri-
cas retendo as definigdes (3-5) ¢ (3-8).

Define-~se derivada covariante de densidades tensori-
ais por extensdao do caso visto para tensores. Como exemplo, se
U{x) & uma densidade escalar de peso W, entio U, (x) = U.u(x)-

-HU{x)Pgu(x) & uma densidade vetorial com o mesma peso:

W a
U;u(x‘) -Ig%‘-l ;:-E'—-ﬁ UEG(X)

Generalizando para uma densidade tensar1al U:‘:' de peso W,

Heor- I | H . B TR _wurd H.ou.
Uu.,.;p - Uu....p +r apuu... ruguu... o Hrsp Uu...
Una proprisdade marcante da operagdo de derivagio ]

variante & a quebra da lei de comutabilidade para as derivadas

P - AP
A HTR4Y /A;\l;u ¢ 0

efetuando-se esse cilculio se encontra

Y Sy B -
A;n;v A;v;u R cuv& (3-9)
onde
P = P . pP Y S [, -10
R ouv rau.v r oV, rAu rov + rlu rau (3 )

Como o 1ado/§squerdo de (3-9) & obviamente um ten -
de (3-10 )

sor ¢ A § um vetor, segue-se diretamante que deuv
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& um tensor de 42 ordem, antissimatrico em (u,v). Ele desempe-
nha um papel de érande importancia em Ry pois € o tensor de
curvatura ou tensor de Riemann,

{3-9) pode ser generalizada, como exemplo

- _ p* - X
Tuv;po Tuv;dp =-R wpo Tkv R vpg Tul

A geometria de Riemann & completamente definida pela
forma quadratica com ceeficientes guv(x) tal que localmente ten

dem a valores constantes LI (as condigbes para isso serdo vis

tas adiante) e que satisfazem, s condigoes diferenciais

Iyvia 0 {3-11)

Dai,

B B . .
r - 1 s 0 (3-12)

gDV-ﬂ GHQBV

Resolvendo essa equacdo para as a{jnidades se tem
(observe que (3-12) representam 40 equacdes, que & o mesmo ni

mero que as componentes independentes da afinidade)

g g 39
Mo =yt |y e 2B 88 (3-13)
ox Ix ax

Afinidades definidas por (3-13) sdo chamadas simbolos de Chris
*
toffel( ), elas sap as afinidades da geometria de Riemann

Substituindo-se (3-13) em (%;10). encontra-se a expressip de

(*) .- in
o8 quais serdo indicados por {uB}
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+] -
R gpv &M termos de derivadas da metrica gu“(x), ela conterd um

termo linear nas derivadas 235 da mitrica e outro termo qua -
dratico nas derivadas 138

Com a diferenca entre duas afinidades & um tensor ,
segue-se diretamente que uma afinidade genErica pode ser sem -

pre escrita como

B oL M
ruﬂ {aﬂ] + arbitrary tensor field
A escolhe
oMy Ll no, " u =
l-‘\JI'.'A. {C!.\.l} '2. “’ué v ¢\Js CI+ ¢ g\.’ﬁ) r av
implica nas condigoes

8 6.9 (3-14)

= e Sup T %Yy

guv;a = guv,alﬁ rﬁu ng

A geometria que satisfaz a (3-14) em lugar de {3-11)

& um exemplo de geometria ndo-Riemanniana. Ela corresponde 2
geometria de Weil que foi proposta por ele {H. Weyl -Sitz.Akad
Wiss. 87, 291 (1918}) como uma formulagdo unitaria da gravita
cao e do- eletromagnetismo, 05/¢a{x) representam 0s potenciais
eletromagnéticos. A gauge eletromagnética corresponde, nessa
 teoria, 3 uma transformacio conforme na m2trica, pois (3-14)

2 forma invariante sob as transformacoes

by * 0 * Ao =7

» 0 a
. A —_—
Syv * v & T S
ou seja: - ==
wvie - %o Juv
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transformagdes estas que 1mp11cario que a teoria de Weyl & uma
formulacao conforme invariante das leis fisicas.
0 tensor Rpauu definido por (3-10) satisfaz s condi
goes:
RP = - gP

ouv vl

o p P
R oy T R you * R PG 0

por decorréncia delas restam €0 componentes independentes. Es-

crevendo Rpc em termos da metrica, e usando & definigio

Wy
iy o gt
(ool = 9 {va,gin

se obtém

-9 )

-9 Oy 4PV

Rpcuv = 9 auv - 7 {gpu.cv * Iov,pu pv,ou

"4 g“s[}pu,a} {ov,B} - {pv.a}'{ou.B{)

0 quat satisfaz

Rpcuu's - Rappv

R = R
poUV . uvpa

com gssas simetrias o niimerc de componentes independentes de
Rpouu & somente 20. Em adigdc também se tem a fdentidade chama

da de Bianchi:

R + R E 0

HVpOiA uvlo;u‘: Ruvop;l

Contratacio de R gera um tensor de 2% ordem simg

uvpo
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trico, e aparte por um sinal, ela @ definida univocamente como

HP p - = R

Ryg = 9 “uvpa © Tov (3-15)

que & chamado tensor de Ricci. Sua simetria segue-se diretamen
te das condigoes Ruvpu = Roouv'
Nova contratagio desse tensor gera o escalar

R = g¥® Ry
chamado escalar de curvatura. Esse escalar estd relacionado 3
curvatura Gaussianalde.superffcie'no casc em que a dimensdo do
espago & 2, _

. Além de Ruv-existe'talhil o;tonsaf de 28 ordem Rg
que depande até @ ordem maxima de derivades 2% da mEtrica e
 linear nessas derivadas. Eles sdo os inicos tensores de 22
ordem'com essa propriedade. A combinagio desses dofs tensores

do tipo

]
Guv * nuv "7 guvg

@ de grande interesse ¢ & chamada de” tensor de Einstein. Ele

satisfaz as identidades

A = {ar¥ =
& Vik (g Guv);h =0

como decorr@ncia de (3-14). Essas identidades sdo chamadas de
fdentidades contra¥das de Bianchi,

bado 9uv(“) & norma de um vetor R, 2 dada por

AZ(x) = g,,(x) A*(x)AV(x)
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Tem=-5¢

TR B
A= g ’% . Au guv'

com g'V = &% ‘ .

0 determinante Iguv(x)l = g{x) @ uma densidade esca
lar de peso (+2) & consequentemente v -G(X] dx & um escatar
de peso (+1}.

0 problema varfacional

P
sspp. = § J ds = 0
P

ds -‘/ 9,0 axPdx?

corresponde 3 equagio de uma curva que & a distincia minima en

tre P & P', sua equagdo de Euler-Lagrange dard

Juntaments con
dx* dx’ I
v a5~ T
Devido 3 lei de transformagio (3-7) das afinidades .

podemos enunciar os teoremas:

(1) E sempre possTvel determinar-se um sistema de coordenadas
no qual as afinidedes se anulam num dado ponto da  variedade
(sistema Tocalwente geodésico).

{I1) Existe uma variedade na qual a2 afinidade se anula em

todos os pontos num dado sistema de coordenadas. Essa varieda-
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de @ o espago chato tipo Minkowski e ¢ sistema de coordenadas,
onde elas se anulam & o cartesiano.
De fato, em {3-7) fazendo x'® = coordenadas cartesia

Moy o
nas e r“u(x ) = 0 se tem

4B axtY ax'®
ax'Vax'? ax? ax®

g
r8(x) = (3-17)
onde as x° serio coordenadas curvilineas.

Outros teoremas de importadncia sio:

(I11) Se existir um campo de vetores h?u) - (hE1)..-.h%0))tal

que h¥ = h”(a).v + ¥ hp(u) » 0 , entdc o tensor de cur-

{a)sv pv

vatura se anula sobre a variedade. Para a demonstragdo ver por
exemplo, a Monografia Relativity and Gravitation - C.G.0Vivei-
ra - CBPF., Tem-se entido a afinidade do tipo chato:

ru

o " h”(u,'vﬁ§“) (3-18)

com hptujﬁﬁa) = 6P, . Comparando (3-17) e (3-18) se vé que

hP » Elﬂ_ . H(G) - Eﬁlﬂ {3:19)
(a) %xla A 3!p
Dat, pe1Bs teoremas (II) & {IIIl) vemos que se o

_

- - u -
espago & chato entio R vpo Q.

{IV) Se anpo = 0 em todos os pontos entio a variedade g cha
ta (veja prova por exemplo no livro de Andersen — Principles

of Relativity Physics).
De (III) e (IV) vé-se que a condigdo necessiria e su

ficiente para que a variedade seja chata & que R"vp0 se anyle
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em todos os pontos do espage.

(V) MNo sistema de coordenadas onde a afinidade se anula numa
vizinhanga de um ponto P, o tensor métrico guv(xP) assume va-
lores constantes,

(vef Sokdolnikoff - Tensor Analysis, ou Monografia citada ante-

riormente).

Como qualquer forma quadratica com coeficientes cons
tantes pode ser reduzida a uma soma de quadrados das diferenci

ais dx?. vemos que

dsg = guv(xp) dx't dx'g 7 Soma algébrica'dos quadrados
de dx'®

que & a condigdo para Iuv * My localmente.

(V1) Se a afinidade se anula globalmente {espago chato referi
do a coordenadas cartesianas) entdo o tensor métrico no siste-

g

ma de coordenfdas curviiTneas x° assume a forma (3-20)

9,,(x) = 53“’ AL Nog

(ver demonstragido na Hunografia citada antes}).

Matricas da forma (3-20) com h dadas por {3-19) sdo
ditas m&tricas planas.

As equagtes {3-20) podem ser generalizadas para

0,5 (x) = D xy 0By n (3-21)

.ende agora hﬁq){x) sd0 fungdes arbitrérias das coordenadas x%



-769-

com

boo(p) | gH u
h p)hv 6v . h{u

(8) _ .(8)
( Py’ = S(a)

)

Metricas do tipo {3-21) se referem a variedades de
Riemann e as h's sao os campos locais de tetradas. Usualmente,
hE € um quadrivetor tipo-tempo e h?i} 530 trés quadrivetores
tipo espago. As tetradas siao de interesse no problema de aco -

plamento da gravitagao com sistemas Fermionicos.
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3 - TEORIAS DE GRAVITAGHO

Na teoria de Newton da gravitagdo, assim como na teo
ria da relatividade restrita, em particular na sua aplicagdo a
gravitacao, a geometria do espago (ou do eSpago-tempoJxF fixa,
ou seja, ela nao & modificada pela presenca oy auséncia de ma-
téria ou de quaiquer outro sistema fisico {por exemplo, cargas,
correntes, radiagdo). Isso significa que a geometria do espaco
-tempo em relatividade restrita & um elemento absolute.Em 1315,
Einstein propos uma modificagio dessa descricio de forma que a
geometria do espago-tempo passasse a ser um e1eménto dinimica
da teoria. A formulagdo da teoria do campo gravitacional, que
fol assim sugerida, & hoje em dia conhecida como a teoria da
relatividade geral. ‘

A geometria do espago-tempo na teoria de Einstein. &
caracterizada por uma m&trica de Riemann. Sendo ela um elemen
to dindmico, tem que ser determinada via um conjunto de equa -
¢oes de campo, de modo similar como o campo eletromagngtico &
determinado por meio das equacoes de Maxwell.

As razbes que conduziram Einstein a procurar uma teo
rfa mais geral que aquelas que poderfam ser obtidas por meioda
relatividade restrita para a descricdo da gravitacio foi devi-
do a4 existénciz de certas caracteristicas dessas teorias, que
nidc 1he pareciam consistentes, Essencialmente, podemos enume -

rar duas dessas caracteristicas:

a) a incapacidade da mecanica de Newton, ou da teoria da rela-
tividade restrita em expTicar a2 constancia universal da razio
da massa fnercial para a massa gravitacional dos corpos mate -

riais;
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b) a existéncia de certos tipos de movimentos absolutos ~ oS

movimentos acelerados, em ambas as teorias citadas antes.

NMas pesquisas que conduziram a4 teoria da relativida-
de geral, Einstein foi muito influenciado pelas idéias de E.
Mach sobre as forgas inerciais,como veremos a segquir,

" Antes disso, vamos discutir em mais detalhes o pro -
btema do movimento, essa discussdo ir& inclusive esclarecer o
significado das geodTsicas de uma variedade de Riemann.

Em relatividade réstrita, & possTvel ter-se movimen-
tos relativos com velocidade constante como consequéncia do
principio de relatividade. & primeira vista poderia ser pensa-
do gque isso entre em contradigdo com o fato de que a quadrive-
locidade & um quadri-vetor no espago de Minkowski, porém isso
nao acontece devido 2 propriedade que iremos ver. Considere
uma partTcula movendo-se uniformemente ao lon;o da diregic -x
de um sistema inercial de referéncia. Podemos considerar a par
tTcula como umr outro sistema inercial de referéncia e a trans-
formagdo de Lorentz qué conecta ambos referenciais. Seja K o
sistema em repouso e K' o sistema ligado i particula. Para K
a particula se move ao 1oqgo da diregao -x com quadrivelocida-

de com componentes

Vamos mostrar que em X' a particula estd em repou-
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-

so e que iss0 ndo contradiz i propriedade que a quadrivelocsi-
dade & um quadri-vetor de Lorentz. Considere a transformagio

de Lorentz que liga K a K',

eV v o
u -Llu

entdo, para as componentes espaciais

1 10 i
' =L v * L ju
onde
1 1 1 1 -y/e
L.II 'LzzLa_uo.Lol .
1 - P-4
¢ ?

No presente exemplo teremos entdo:

1 .0

’ 1 1T 1
= L QU + L L

ul

0

‘usando os valores de u‘ = dx/ds , u = dxolds e de LT0 s L ]

escritos antes, se wmostra facilmente gque

u'' =0

0 que mostra que de fato & partTcula esti em repousc em K'. Pa
ra movimentos acelerados isso ngo vai ser possivel de ser fei-

to, pois & quadri-aceleraglo

w’ = du¥ | d?x¥

€ tal, que sob transformacﬁes de Lorentz
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w'V a L“A(v)wA

nic permite que se tenha u'1 = 0 no referencial K'. Portanto ,
movimentos acelerados 530 movimentos absolutos em relatividade

restrita. Como consequéncia a equacio de movimento

dzxv
ds

= f¥ = quadri-forga

terd significado fisico para todes os observadores inerciais ,

em particular para partTculas carregadas
v e v A
AT A" (1)

g a forga de Lorentz. Suponha agora que o movimento seja anali
sado na teoria geral, isto &, uma variedade de Riemann, onde

ele & representado por uma geondésica.

Caso (a) : Movimento 2o longo de ?ﬁnhas retas reali-
2ado com velocidade constante — na teoris geral tais movimen -
tos sio em principio sem significado fisico pois essa  teoria
trata com um campo de forgas, O campd:de gravitagdo. Entretan-
to, podemos considerar tal tipo de movimento 1ivre em certos
sistemas de coordenadas: sistema geodésico de coordenadas onde
¥ a 0 ao longo de uma curva. Nessa referencial

v

2.v
dx . 0 +yY = constante
ds®

Essa particular ascolha de referencial nio significa
que a descrigdo assim obtida seja privilegiada, o sistema geo-

désico de referéncia & tio adequado como qualquer outrc refe -
i
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| rencial, entretanto, 1&tematicamante. essas coordenadas nos dio
va1ores_constantes para s velocidade u¥, o poderemes agora fa-
zef o que foi feito antes em relatividade restrita, locaimente
tomamos gﬁv o “ﬁv' ocu seja o espaco tangente local tipo Min -
kowski e nele passamos a papticula 20 repouso via uma transfor

magio local de Lorentz

wle) = L) u¥ry 4 0

Assim chegamos ao grinchio de movimentos uniformes
relativos na teoria geral. Deve-se, entratanto, observar que
aqui existe uma diferenca com 0 mesmo princTpio obtido em rela
tividade restrita. Emldiferentes pontos P teremos diferentes
variedades locals tangentes, o que implica que sistemas lo -~
cals de repouso s3o diferentes ao longo dp trafetoria de partd
cula - matematicamente 1sso significa que a matri: L"v de Lo-
rentz & agora fungdo da posicio P (esse & um efeito de curva-

turs do espaco~-tempo).

Caso (b) : Em relagido a movimentos aceleradss, temos

as equagies das geodésicas

we*, = (2)
que s& divide em dois termos:
v.a (l)“ +(E)u

=
v

(1) a2
t . = quadri-aceleragio = w®

ds
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(2) : P 447
t %« r:u %%— %%— = quadri-forga gravitacional

sob transformacﬁes hrbitririas de coordenadas

podemos entio tomar coordenadas tais que w® 7 0, e entdo

2..a

3 n' Ao
w'o . o vl

ax ax°

portanto, todos os mevimentos acelerados sdo movimentos relati

% .0, se tem r:°-+0

ou seja, a quadri-forga se anula e reobtemos o caso {a) anteri

vos na teoria geral. Ko referencial onde w

or.

0 fato de que w® nio sio quadrivetores na teoria ge-
rel, implica que a equagio de Lorentz {1) necessite ser corri-
gida introduzindo-se o termo extra P:Au“ux_que a transforma
na equacdo de uma “"geodesica® com o lado direito dfiferente de
zero, |

2. u
d x N o A e .4 A
;;2- *'rux et = o F G {3)

“Yamos agora passar a considerar o principio de Mach.
De acordo com ele (E. Mach - The Science of Mechanics - La Sal
le, 1942) todos os efeitos inerciais seriam devidos & intera -
¢io mitua da mat&ria no universo. Ele dii no seu livro: Quan-
do um corpo gira relativamente is estrelas fixas, forgas cen -

trifugas aparecem. Tais forcas aparecem deyido & | interagio
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do corpo com as outras massas no universao. Como exempla, consi
dere a5 estrelas fixas como uma distribui¢do de massa uniforme
sobre a superficie de uma esfera e considere uma massa m giran
do dentro da esfera com velocidade angular w constante numa tra

jetoria circylar

Em média se tem o efeito de uma atragdo para fora da trajeta -
ria pois ela estard sempre mais perto de uma parte da distri -
buigdo.

Efefto semelhante geraria tensao numa corda que con-
teém massas m e m' em suas extremidades, ¢ gque giram dentro da
esfera.

Desde que esse princhio de Mach expiicaria a origem
das forqa§/4nerciais, ele tem sido considerado por diversos
pesquisadores, tanto tedricos quanto experimentais, que procu-
ram detectar efeitos que de fato comprovem esse principic. Co-

mo referéncia citamos:

i) Trabalhos Tedricos

- R. Dicke (The Many Faces of Mach - Gravitation and Relati
vity - H, Chiu, W. Hoffmann (Benjamin, 1964).

- J. Wheeler (Mach's Principle as a Boundary Condition for
Einstein's Equation - Gravitation and Relativity).

- F. Gursey - Ann. Physik, 24, 211 (1963}.
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ii) Trabalhos Experimentais

- 8. Cocconi, E. Salpeter - N. Cim., 10, 646 (1958).

- W. Hughes - (Mach's Principle and Experiments on Mass
Anisotropy - Gravitation and Relativity (1964)).

Como ilustracac vamos considerar resumidamente, a te
oria de Dicke. De acordo com ele, o principio de Mach seria re
alizade por meio da existencia de um campo escalar atrativo de
longo alcance, agindo na mat@ria (e sendo gerado por ela}. Nes
sa teoria, a matéria teria uma "carga mesonica“ que depende ,
em geral, do particular corpe sob consideragao, a Ag2o para o

sistema campo+mateéria sendo

g
. 2
&&&J ¢®x (gw¢-u¢,v - qz¢2} - g m, [ |/ Z?I day -
g

o
2
. ;'N{‘-'i J Sd)y I o(x)8y(x - Z;(A))/ zf " a4 .

; o

%
onde I d11 significa integragao sobr2 a linha de universo do

g
corpo 11 As equagbes de campo e de movimento sip
2
£ - (O oPeix) + olx) = 0

d 7 7
?Z;; = a}-; {(mi + 91¢(21)) ziu} - gf a in =0

com oy

O(x) = ; 93 ] 5‘ (x - z{(l)) Vv i] dli

|
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Como resultado dessa teoria a massa efetiva dos cor-.
pos com cargas mesonicas g; se torna uma fun¢do do campo esca-

lar:
Meg, = Mj * 8y ¢(Zy)

e, portanto, depende da localizagao do corpo 1 2o longo de sua
linha de universo. Esse acréscimo de massa 91¢(zi) seria en -
tio gerada pela interagao de m, com todas as outras massas via
fator ¢(Zi), solucio da 12 equacao, esse fator explicaria 0%
efeitos de inércia sobre m,, e est em concorddncia com o Prin
cTpio de Mach. A forga total agindo no corpo 1 &

3 . d
F1u = 9y ;;%‘ = 21u a;; (91‘) =
u

-z z .
azlv v iu 1v)
que depende das velocidades ao longo da Srbita da partcula i
em concordincia com o fato que todas as forcas de inércia de -
pendem das velocidades do corpo.

0 Principio de Mach sendo uma condigao sobre a estru
tura das forgas inerciais, as quais na Mecanica de Newton 530
obtidas em referenciais acelerados e a partir do resultado que

o elemento de 1inha ds2 em referenciais acelerados assume a

forma

2

= My v
ds”™ = fuv(x) dx dx

Einstein ja tinha uma motivagcdo para poder introdu -

zir o conceito fundamental gue a geometria do espago-tempo g
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um elemento dinamico des&revendo a gravitacdo. Para completar

as informagdes necessirias, ele usa o princTpio-da esquivalén -

cia, a forma em que vamos enuncid-lo & hoje em dia  conhecida

come o princTpio fraco de equivaléncia:

A razdo da massa inercial para a massa gravitacional g uma

constante universal™:

Esse princTpio tem sido testado experimentalmente com
grande acuracidade, o € valido inclusive para massas da ordem
do praton, neutron e el@trons.

Esse princTpio fmplica que localmente um campo de
forgas de ineércia @ equivalente a um campo gravitacional, por
exemplo: um referencial acelerado na direcdc +Z em relacdo ao
sistema inercial de referencia € equivalente a um referencial
em repouso, tal que sobre todas as massas presentes age uma

forga T = -2k

Mas 1sso @ por sua vez, equivalente a um campo de gra
vitaqio uniforme ao longo do eixo -Z, pois Map = Myn. Essa cor
respondencia obviamente s& & de natureza local. Dal, segue-se
que numa regiio onde exista gravitagdo, a geometria & de Rie -
mann. ConvEm notar que o princfpifo fundamenta) da relatividade
gera) & de fato o princTpio da equivaléncia, as 1déias de Mach
tendo sido unicamente uma motivagio para & teoria de Einstein

pois baseade untcamente no princTpio fraco de equivaléncia se
tem:
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(1) Identidade local entre inércia e gravitagio, Isso agregado
a0 resultado matemdtico;

2

{2) Num referencial acelerado d52 assume a forma ds ‘fuv(X)dx”dx“.

E o resultado da teoria de Newton;
{3) Em referenciais acelerados aparecem forgas de inércia.

Se pode enunciar que d52 * guv(x}dx“dx“ em presenga
de gravitaéio.

A equagio de movimento de um corpo m num campo de gra
vitagdo dade (massa teste) seria entdio, segundo a geometria de

Riemann, uma geodésica:

2. P 470
d°Z o dZF dZIT
0z tTeeds @ < 0 (4)

que verifica o principio de equivalencia pois essa equagdo im-
plica qu% Min. = mgr.

Entretanto (4) ndo & caracteristica unfcamente da for
mulacdo geométrica de Riemann. Pode-se construir uma teoria de
gravitagio no espaco de Minkowski representando a gravitagio
por ulm tensor de Lorentz simitrico,yuv(x) e um escalar de

Lorentz ¢(x) como:

Acio = 1} J Ep%uv-o"‘:z + np"@m@.{;l dx

o
_ 2
- { "'.1/” v su“tx)i‘,’i}’ 64(x-21)d11d4x

9

tomando,
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: 5
guu(x) = n]_l\.' + G¢npv + Bq‘uv { )

As egquagdes de movimento obtidas sendo
45 _ Fu Wy 3P 30 _ 6
i + {po} 3 Z,i 0 (6}
- o pardmetro i; sendo fixado pela condigido
U 3V _
9uplZy) I3 2y =1

e {J;} & 0 simbolo de Christoffel para a "metrica" (5). As equa

¢oes do campo serao:

iuziu

=
-

<

n

1
N
Bt et |

92
- b 4
m. J z 87 (x -2;) dig
9

a
2
a U 3v .4
1 =-3% ; my [ n, Ly I 8T (x - Zh) dXy

Observa-se assim que a equagao da I;g.c.icnclésica" nao @
uma caracteristica dnica do espago de Riemann.

Entretanto, notamos que somente a teoria de Riemann
€ inteiramente concordante com o principio da equivaléncia ,

pois nela necessariamente em (4) se tem gue ter m. Na

= l'I'Ig,r_.
teoria invariante de Lorentz se tem equagdes tipo “"geod&sica"
tal come (6), mas nelas se poderia violar ¢ principio de equi-
valencia, pois tante a guadri-aceleracio Z”,i como a quadri -

forca gravitacional

W _ rHy 3p 30
f i = {pc} z i z i
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sao quadrivetores de Lorentz.
0 enunciado do princTpio de equivalencia devido a

Einstein &:

"Na medida em que se possa desprezar a reagao sobre
o campo da partfcula teste se movendo nele, medidas
feitas em qualquer sistemd fisico de teste dardo a
mesmz afinidade na regidc do espaco-tempo sob consi

deragdoc”.

0 enunciado "forte" desse principio & ideéntico, soO
se agregando a propriedade que ele vale qualquer que seja a re
giao do espago-tempo.

Exemplo: tome qualquer tipo de particula e deixe ela
se mover no campo, desprezando sua reagdo sobre o campo (peque
nas massas) determinamos a Afinidade. Esta afinidade servira
para 6 movimento subsequente de qua1quer outro sistema de tes-
te na regiao, bor exemplo raios de luz de baixa frequencia no
campo.

0 terceiro principio segquido por Einstein, e 0

principio de covariancia gemeralizado que substitue o princy -
pio de relatividade restrita que dizia que todos os referenci-
ais inerciais eram fisicamente indistinguiveis. Agora ele se
generaliza para: qualquer referencial serve para descrever as
leis fisicas.. Assim, todos os movimentos serdo relativos, nao
existindo mais regioes do espago-tempo que sejam absolutas na
descrigio dos fenomenos fisicos numa regiao onde exista gravi-
tagdo.

Em particu1ar, o principio da covariancia generaliza

na equagao das geodesicas.

da implica em que.m, = mgr
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Como a métrica @ um elemento dindmico da teoria, ela
tem que ser solugdo de uma equagdo de campo, inteframente simi
lar ao potencial eletromagnético na teoria de Maxwell ou o po-
tencial Newtoniano na mec?nica nac-relativistica.

Nosse proximo assunto € assim a determinacio dessa

equagao. Ela tem que satisfazer:

1) Timite ndo relativistico correto
2
(¥7¢ = 4NG p(x))

2} explicar os testes experimentazis da teoria.

Devido ao requesito (1) ela deve ser diferencial de
22 ordem, Existem,em principio, diversas candidatas, porem em
cada caso somente um tipo irredutivel de campo vai ser usado.

Exemplo: T{uu)

Tluv)

Tpp(trago) 1 componente

1
T™ - T“U -3 G"UTpp (trace free part)

9 componentes

{a) Campo Escalar : ¢{x} — como a métrica € um

objeto dindmico na teoria, teremos onze incégnitas, ¢ a egua-

¢do avalidvel de 22 ordem &

o!¥ = § = fonte = g%B7

H' ap

temos entdo, s5 uma equagio e um nimero super-abundante de in-
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“cdgnitas. Outros pontos contririos sdo:

{a-1) se usa dois objetos frredutiveis para descre -

ver um nico campo: ¢ e "

(a-2) essa tearia nao implica em curvatura de raios

Juminosos no campo gravitacional.

{b) Campo Vetorial -—fu(x). contra essa possibilida-

de existem os resultades:

{b=1) geraria forgas grq§1tac1ona15 tanto atrativas

quanto repulsivas;

{b-2) contém 14 varidveis irredutivels de campo, e

via de regra,sd fornece 4 equagoes de campo, tais como

 SLAIY

PV
[ )
faiv " du 0 Ty m

(c) campo Tensorial 2% Ordem Antissimétrico—fluul(xh

ou entio uma densidade antissimetrica de 2% ordem e peso W =}
como Fvﬁ{x)' Equacdes possTveis seriam tipo Maxwell para

fluvI{x)' e para Fuv se teria

MV =V detpHVit (7}

sV
que & independente da métrica. As dificuldades envolvidas sao

{c-1) para fluu|{x) tem-se equagoes tipo Maxwell
que envolvem a métrica na equagdo fluvl;v = ), e teremos 16

equagGes incdgnitas e 8 equagdes de campo.

(c-2) para F"’ temos 6 incbgnitas e somente 4 equa -
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¢oes de campo, as (7), e ndo sabemos como obter mais duas equa
¢coes sem envolver a meétrica, por exemplo, poderiamas tomar

det F"V = 0 como outra equagdo, mas nao & suficiente.

(d) Campo Tensorial rad Ordem Simétrico — & a mais
natural e por simplicidade tomamos logo as varidveis de campo

cone guv(‘)' Equagdes possTveis seriam de diversas formas:

{d-1) Ruvpo = 0 — que implica que o  espago-tempe

@ chato, logo ni3o serve.
{d-2} c"“pc =0 {tensor de MWeyl) o qual @ definido

por

1 1 1
cpcuv * Rpuuv ] gpunva * 7 gpvkua *3 gaukvp

1 1 1
-3 govRup I gpvguoR *3 gpugvoR

e satisfaz:
[

= gP¥ -
(1) €5 = 9 cpduv 0

{i1) tem todas simetrias do tensor de Riemann

{141y & fgual ao tensor de Riemann em variedades on-

de o tensor de Ricci se anula: Ruu = 8

(Tii1) Cpu € invariante sob a2 transformagio confor-

HY
me g,,(x) + *(Xlg (x)
(141i14) c°ouv =0 fmplica que a geometria & conformal

mente chata: g . (x) = (-9)1,4(x)nuv = o(x)n,,.

Essa teoria & possTvel pois envolve somente o esca -
Tar ¢(x) = (-g(x))'/*

1912 por Nordstrom como yma tentativa de generalizar 'a teoria

- Ela foil originalmente considerada, em
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escalar de Newton. Em 1914 ela foi revista por Fokker e FEjns-
tein guando este estava nas primefras .tentativas de obter syas
equacdes de campo. Einstein e Fokker agregaram a teoria de

Nordstrom as equagdes
= v
R k guvT
para determinar a densidade escalar g{x). Entretanto, novamen-
te apareceram dificuldades:

(i) prediz sinal errado para o avan¢o do perihelio

dos planetas.
(53) nao prediz desvio de raios luminosos no campo

de gravitagio (esse & um defeito de qualquer teoria escalar)}.

(d-3) A Unica possibilidade restante seria tomar

equagbes do tipo

Ruv + ukguv 4 Agu“ = KTuv {8)

as A, K constantes inicialmente arbitririas. Tem-se:

(k) Sewa = -1/2 essas equacdes sao derivadas de um

principio vartacional (Einstein, Wilbert);
(kk} Entdo o lado esquerdo das equagdes:

]
Euv = Ruv -7 gu“R + ﬂguv

satisfaz ds identidades contraidas de Bfanchi,

v
6 v @

que fmplicam em Tu“,“ = 0 e isso & a generalizagio covariante
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das lels de conservagio de energia e momentum da matéria fonte
de campo. DaT, seque-se que as (8) devem ser as equacgoes corre
tas. Verifica~se qQue a partir delas todos tres testes da teo -

ria podem ser obtidos corretamente.
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4 -~ EQUAGDES DE EINSTEIN

As equagbes de campo da teorfa de Einstein para o
tensor métrico 9,4(%) sdo da forma (para campos livres)
1

Guu = Ruv -7 gguR + Aguv = B8

-
Essas equagoes derivam do principio variacional, des

coberts independentemente e simultaneamente por Einstein e Hi1

bert para a Integral de Agdo

Se"‘!“KJ /G (R - 28)d%x
Q

Observa-se que v~ R e /~g sao as duas unicas densi
dades escalares de peso {+1) avalidveis que dependem de deriva
das 125 ¢ 2%% da varidvel de campo 9,,(X). As equagdes devem
Erovir delvar1a;6es aguv(x) se anulando no contorno de inte -

gragdo tal que

&%
G Wy
= g-v{x) = 0,
agquXi
Entretanto R depende de derivadas 2%% dos g, & sua variagao
deveria gerar derivadas 323 que nap podem aparecer nas equa-

¢bes de campo. Acontece porem que R @ 11hear nas derivadas 2°%

dos 5',,11\J
. [ - P £ po _ P 9
R § [%up.“ ruv.p * rucrpv ruvrpél

fato este que permite isolar todas as derivadas 255 de 9y
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como uma divergiucia. Para isso use que

dg = - gguvdg“v

aB agu&

T 1
rH o a g
ne 2 ax?

que implicam,

no, 3 =
Toy -0 log Y~g (1)

gt et = L (/g g ) - 1] ;"’—u (/7 ")
X

UV, P axP By
—= g4V P . 9 — gppM 4 _ po _3 — M}
e Tl = o (T8 97T - Ty fx (9900
Logo

- o 9 | /o7 4% ¥ - /<§ ¢%¥rP
/=g R axp[f“ig Fou /"8 9 rw] +

@ 3 /e oMVyp® 3 (/T gtr
* Ty 50 (V=9 9" 7)-T - (V-9 ¢"") +

U P 0 BVLP O
+ -
97" TioTow = 9 Tivloo

Como a divergéncia nio contrinue nas variagdes com extremo fi-

x0, podemos desprezd-la e apds alguns cdlculos usando {1}, e

a relagio
Hv
39" _ . pH 4BV - Y guB
ax® rBa 9 rsu 9

se acha (a menos da divergéncia)
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- - "V . p% pb
/<§ R 9 (ruB va ruvrus) /g (2)

A constante na Agac serd tomada como: (fazemos aqui A = 8)

s 1 — 1V - 4 . -1 . ¢

3¢ ZK J g9 (ruB Vi uu uB) dx K= gnx (3)
f

onde k @ a constante gravitacional, sua dimensdo segue-se de

{3) como:

2

dimenszo Agdo = Energia x tempo = ML il

dimensao coordenadas = L

= 194970

dimensdo g T" (sem dimensao)

uv
logo:

dimensao T ™ t% (mesma dimensao da curvatura)
e¢, portanto,

dimensdo k = 1L -2

no sistema c.g.s. seu valor numérico sera

k= 6,67 x 1078 ¢nd gn"! sec?
..ill
E possivel usar-se sistemas de unidades tais que ¢ =
=1, k =1, e nesse caso, L =T = 1/H.
Se prova que a variacgao de g & do tipo{daqui para

a frente vamos tomar A = 0)

3
4
8507 Tor J /7§ (RYY - 1 gWVR) 59, d4*x
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De modo que no espago vazio as equagGes de campo sho

RV - Z "R = 0

representando dez equagdes nas dez variiveis de campo guv(x).
Delas segue-se que_R =08 e portanto R¥YY = @ {ou Ruv“= 0) no
espago vazio. Dizemps que tais varfedades s3o "Ricgi-flat".Nes
sa regido do espago-tempo o tensor de curvatura Rwpc passa a
ter somente dez ‘componentes nao-nulas e coincide com ¢ tensor

de Weyl,

R + C
uvpe uvpo

Em presenga de fontes do campe que agui serdo ener-

gia e matéria ponderavel, se tem a Agdo total

S =5 + 3y

'\\

tal que,
85y = we | /7T TWVgg  d'x (3)
M Tc v
Q
Note que a dimensdo THY = energia/volume, daf a dimensao
2
1 Mc 2

Syt - IE_ LY - mellr que & a dimensdo correta.

£5sa escolha da integral de AgZo para as fontes cor-
responde § imposigdo da "integragio minima® similar ac que se
faz em eletromagnetismo ao se tomar a Agio para as fontes do
campo na forma:
85 e« g I VA ddx - [ §¥ A dx

o L u

cargas,
correntas @
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De {3), seque=-se que

85y

T o (4)
14"

™ .

De passagem, observamos que as formulas (4} servem
como uma definigao para tensores de momento-energia T*V mesmo
em relatividade restrita (como um truque matemitico introduzin
do métrica gu“ como objeto a ser variado)}. Como exemplo,se qui
zermos acoplar gravitagdo ao campo eletromagnético em relativi

dade geral tomamos

SM * SMawellno = " E]? J G e b % FuvFpo  (8)
espago curvo n

porém se quizéssemos calcular Taxwelr €M relatividade restri-

ta também poderTamos fazer isso, agora com 9uv desempenhando

unicamente o papel de uma veriivel matemitica de cidlculo. Da7,

usando que

89"V = - gWgVreq

R BT
879 = 7 /5 9"
um calculo direto conduz a

gulgpﬂgvo_

Vv po

. - 4 - 1 _up_vo Ap -
65" .1 L} d'x V-9 {F F 59699 FUV 06

, BpavA 0B
EﬁvFocg LI }6915
ou seja,

ag 1 Age8 _ 1 po_AB
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que & o tensor de Maxwel)l visto antes.

As equacOes assumem em geral a forma

G ='T uv (6)

Essas equacdes podem ser re-escritas na forma equivalente:

_ Bk 2 )
Ruv » :T“ (Tuv 79, T) (n
e observe-se que
R f-}tr \ (8)

Em (6) os Tuv representam o tensor de Momento-Ener -
gia canonico (proveniente do principio variacional) das fontes
do campo gravitacional, que podem ser em princTpio, qualquer
distribui¢do de energia ou matéria ponderdvel, ou outros ti-
pos :; campo.

Um outro exemplo de fonte & dado por um campo esca -

lar ¢(x) onde se tem

- « ] LI BV Y
Sn scampo em Zc I d'x /9 (9 LT
coordenadas curv.

entdo,
1 | ..8 1 uv_ag uavB l\'lz?B
T O EU AT E LSt SRS Lo MY S T

que da,
2
L Ul MR W L PR Sl

Yamos agora tratar do sistema completo de equagoes
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para campos em interagéio com o campo gravitacional na teoria de
Einstein, Como exemplo desse tratamento vamos comsiderar o aco
plamento gravitacio e eletromagnetismo. A integral de Acao pa-
ra esse sistema, mais um conjunto de partTculas de cargas e,

e massas m, presentes, & da forma

- o — 4 . — 4. 1 cuv -
S H[ /- d'x R EJ /—idX'z'F FI.IV
]

Q
L J /g d f ay st (x-zi)/g OOBEY
s Te. b mgatx | oan, e%x-z,) A (x) ¥
; i i i n i
onde
Sy =Je, | Foat | dar, fx - 204 (x) 2V
17 i L i

e fonte do campo eletromagnitico (também contribue ao campo gra

vitacional), E

s, = - ; m J /=g d*x J da; 64[x - ) guv(X}i¥i1

€ a fonte massiva do campo gravitacional dando

,. 33
1(2) gjm dx 64(x-1 ) ——pivl g, (x)2P'2° 9“8(!)
uv 1 1 i o Bo

uv(x)zizi

As equagdes de Maxwell serio:

w
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Fuv = aunv-avnu

{sistema de equacbes dadas)

4S5 _ 1 - uv a iM = 4. _ A1)
me = 725 (V~g F },v it (x) ; e, [ dr, 87 {x~7,)7]

como (v-g FMY) & uma densidade tensorial de peso (+1) antissi-

métrica, segue-se que:

(V7§ FWY) = (T PP

0 que mostra que a corrente /=g j"(x) @ uma densidade vetorial
N -

de peso (+1), o gque implica que as equacoes de Maxwell tem a

forma covariante correta. Tem-se em geral para a divergéncia co

variante de um vetor:

2 qual, no caso sob consideragdo, se anula, gerando a 1lei de
conservagac de cargas. Variagdes em 2? — posicde da partTc!
la i de carga e, e massa my, ao longo dé sua linha de univer

so0 — dara:

0 lado direito & a forga de Lorentz em presenca de gravitagdo.

Esse tipo de mEtodo se aplica bem sempre que se tem
massas ponderd@veis, fluTdos ou campas de spin inteiro {tal co-
mo o de Maxwell). Se tivermos campos de spin semi-inteiro que
ndo interagem com 2 gravitagdo via o tensor métrico porém atra

vés das vierbeines J& ndo devemos usar o acoplamento minfmo an
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terior como um processo matemitico para obter as equagbes em
interagdo sob forma simples. Nesses casos, & mais conveniente
escrever diretamente as equagfes de Einstefn com fontes dadas
pelo tensor candnice de Momentum-energia do campo fermionice
(proveniente de sua Lagrangeana) e &s equacgles desse campo sao
eskritas sob a forma covariante no espago de Riemann.Como exem

plo, as equagdes de Dirac em relatividade restrita

gy :—:3 -my « 0 (9)
PV + §VRY - 2pMY {(10)

sio covariantes de Lorentz se a fungdo de onda de Dirac setrans

formar camo

W(x) = - % gV [gu,e\]\r(x) (1)

sob transformag¢des de Lorentz infinitesimais. Em espagos de
Riemann se tem a transigido §¥ » y¥(x) = h?a)$° onde h?a)(xj

sdo vierbeines, portanto,

YOy¥(x) + ¥V (x)yH(x) = 2gMV(x)

As equagbes de transformagdo (11) agora sio medifica
das, lembrando-se que em espacos de Riemann as transformagdes
tipo Loréntz sdo locais (na variedade chata tangente), portan-

to
v = - § O [rap] v o

De (12) segue-se que as derivadas de ¥(x) ndEo se
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transformam como ¥ sob transformacoes locais de Lorentz e de -

vem ser portanto, corrigidas pela introdugdo de uma derivada

covariante w,u(x) tal que:

-
s¥., = - 3 e By $Q,$é} ¥(x) (13)

e tal que sob transformagoes arbitrarias de coordenadas Y,u{x)

seja um quadrivetor covariante., Escreve-se

¥, o=t e T Y (14)

De {13) e (14) se obtem a lei de transformagdo da

afinidade intérna Fu'

_ 1 {a)(B) R o1 {a)(8}
Ty=z¢ (x) E(u}(ﬁ)ru ru“(a)(B)] 7 S %a)(8)
(15)
0 valor explicito de FUE obtido impondo-se a condigao
yH, =8 (16}

que & consistente com a condigdo g”“,u = § . Tomando as matri
. i
zes y" com ndices y”1k, onde i, k sao Tndices spinoriais de

Dirac, teremos por {16)

ui - pi m X i s 5 pi
Yikga Y k t Il Y T Y T Ty 6t 8
Em rotagac de matrizes
H - u b X wo_ M -
Y = %Y Pt T+ Ty YTy =0
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Essa equacac pode ser resolvida para as matrizes ra. que 530
conhecidas na 1iteratura como coeficientes de Fock-Ivanenko,

Acha-se:

J BT RAINS o)

De forma que a equagao de Dirac (3) agora assume 2 forma
u ga (3¥_ - .
1h(u)(x] Y (3x“ + Fu*] my 0

com T dado por (17). Essa & a forma da equagao da  particula
de massa m, spin 1/2 em interag¢io com a gravitagao na teoria
de Einstein. Esse processo pode ser generalizade para $pins
semi-inteiros de ordem maior gque V/2 (como por exemplo nas equa
¢bes de Rarita-Schwinger para spin 3/2).

Vamos agora provar que no limite ndo-relativistico
as equacoes de Einstein degeneram nas equagdes de Poisson da
mecanica Newtoniana. Esse limite & obtido para uma c¢lasse de
campas gravitaciompais ditoes fracas, gque sao aqueles para 0s
quais as equagdes de campo podem ser linearizadas. As§im. o fa
to de que um dado campo & fracoe & a primeira indicagao que ele
¢ adequado para a passagem ap limite nag-relativistico. Campos
fortes cujos fatores prepanderantes sig os nic-lineares , sSao
campos fortemente relativisticos e nao estao na regido adequa
da para o limite ndo-relativistico. Ao fazermos a lineariza -
¢ho das equacbes de Einstein, estaremos passandc para uma teo-
ria de gravitacao semelhante as que existem em relatividade res

trita. Para ir da¥ ap limite nap-relativistico, devemos ainda



-800-

{mpor que a velocidade de todos os corpos {quer sejam fontes do
campo, quer sejam corpos testes) € myito menor que ¢ pols este
& o processo usual de se passar para a mecanica Qio-relatist-/
tica, a partir da relatividade restrita.

Essa ultima imposigcde 1implica que a parte est3tica
do campo guv sera a mais importante e que todas as outras com-
ponentes da métrica due sejam associadas ao movimento relativo

dos corpos saoc muito menores. Tem-se:

(x) =n ., + ¢

g ot Gup(X) . dete <<

uy

—
Tomando uma massa pequena (teste) que segue geod&si-

cas dessa geometria, tem-se para suas equagbes de movimento:

42

ds

¥ .1 ) az¥ dz°
tz T et Doy T fuan) dsas T 0 (18)

tomando campos estaticos, que sio os preponderantes

L O v ¢y =0

-pnfs nessa aproximacao linear se mostra que ¢°1 estd associado

a0 movimento relativo das fontes do campo. Tem-se entdo:

2.1 k 2 '
d“z' 1 azk 4zt ¢
pre i SLTWIRUPRIIL TIPE cult il 2RI L)
{onde a assinatura @ -2), & onde se tem
P .
ds? « cz_dt.2 - ¢,
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pois na aproximagdo Tinear & meétrica & N,y Entdo,
PISY. i .18y

G = =2 ) =3
62(] WY, o« c <

2
e em (18) passamos a usar t como parametro em lugar de s,e daf
obtemos (19) quando tomamos p = 1.
i
Como |%%— << ¢ o termo médio em {19} & desprezivel
e ficamos com uma equagdc de movimento do tipo ndo-relativisti

co!

¢?7! - - 2 3 ®
ate T 54T T00

que uma equagazo Newtoniana para o potencial

2
b = Ez' ¢00 (20)

A equagdo (18) para py = 8 dard a lef de conservagio
dé energia total da partTcula no campo Newtoniano ¢:

212 + m¢ = constante.

m
[ ]
3

) . 2
900"*%0“*.:2

901

Resta gij que serd proporcional a vivj. onde vy sao velocida -
des de partTculas massivas que geram o campo. Loge, gij << 8ap

e nao sera considerado.
Y
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A Unica componente preponderante da métrica nesse ca
s0 8 900"

Desde que somente corpos massivos sio fontes de gra-
vitagZo na teoria de Newton, devemos colocar no lado direito

adequado a isso:

das equagoes de Einstein um Tuv

Hv 4 igi?
T =c};m1 67 (x-Z;(25)) dx

.i *
1 »
4
que & o tensor de Minkowski de energia-momentum. No limite de

baixas velocidades, sua parte preponderante & obviamente TOO,

2
10 ccfm st (x-1,) —E—— da
1 1 T
i
c 1 -
<

c? ; mg J 64{x-21)d11 . c? ; my 8%(x-2)

czp(x)

Vimos que (equacdo {8)),

o Bnk . _ 8uk uv _ Bnk 0o
R= T2 0,1 =gy T
¢ c c
ou seja,
R = 87k 700 . Bk (2., (21)
c €
ainda

00

R = guvauv * ngg R - R

(22)
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calculando R?C em 12 ordem nas quantidades v S¢ obtéEm  (use
uv,0 ¥ 0 995 = 0
06 _ ,r L2 2

Deixamos como exercicio essa {l1tima passagem. Portanto, se tem

de (21}, (22) e (23) a equaglo de Pofsson

v2y = &xkp(x)

A componente 940 vale

2¢ _ ZKM
LR A 5

para uma massa puntiforme M come fonte do campo. A relacdo en-
0

tre o tempo praprio ds = cdt e o tempo dx” = cdt &
dt = /goo dt

A seguir consideramos campos gravitacionais fracos;
tais campos foram primeiramente considerados por Einstein em

1916. Se tem

9uu(*) = nyy + 9 (x)
Uv o MV _ _up_vd
9" (x) =n n*n ¢po(x)
it 1 _uv _
{pa} *gn (¢pv.o + 0ov.o ¢po.v)
e o tensor de Ricei &
~ 1 _ po - -
Ryv =7 (&, * 0 (v, 00" up,vo ¢vpsuo]
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onde ¢ = “pv¢uv' Para o tensor de Einstein se tem:

Gy =7 (0, *+ %7 (o - ¢ " $yp.uo))

UV, 00 1P, Vo VP, 1o

_ ) po - OB
7 NN (41'” n ¢pu.08)

Introduzindo as quantidades

1 - oo - P po_AB =
7 |I:[Yuv " Yppaow © " Yup,ou * M N Yoa,ee| T ¥Tuy

Nesse caso, 0 grupo de transformagbes arbitrarias de coordena-
das se divide em transformagdes de Poincarée e transformagdes
de Gauge de spin 2. Sob as transformagdes de Poincaré guu(x)

e ¥ Oy
a caracteristica de campo fraco & mantida invariante. Sob trans

- . . - (*)
e um tensor tal que g uv(x) = guu(u) » OU Se&ja,

formacgoes de Gauge de guv geradas por

xul-l = xu + EH{X)
Se tem

g'“v(x) = gu“(x) - Eu.v - Ev.u

{onde guv =n . * ¢uv)' dando

uv

¢'W(X) = ¢w{x) - Cyap

{*)

em relagic a transformagoes de Poincarg infinitegimais.
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Se prova que Rﬁvpa € Gauge invariante. Isso decorre de sua ex-

pressac nessa aproximacao:

Ruvpa * 7 (¢ + ¢ - ¢ -4 )

WO VP vp,.ug Hp,vo Vo, up

Da¥ decorre que sob transformagdes de Sauge

RiG(x) = Ry (x) » RU(x) = R(x) = 6} (x) = 6 ,(x} .
pois

AB R AR R

Rov = 97 Riavg =0 Riuaug @

uv

portanto, as equagbes de Einstein no espago vazio serao Gauge
invariantes.

Como os potenciais sdc Gauge variantes se pode impor
sobre eles,quatro condigcdes (andlogas 3s condigbes de Lorentz
em eletromagnetismo): ‘

po

" Yup,o ©

Com essas condigdes, as equagdes de Einstein se transformam em

equagdo de onda nio-homogeneas

[J v,y = T (28)
inteiramente semelhante is equacoes de Maxwell
= .u =
A, =3, , A, )

E da¥, segue-se a existéncia de ondas gravitaciondis no espaco

vazio e sua geragao por meio das fontes via potenciais retarda
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dos associados 3 equacio {24): a solucdo geral desta equagido &

(1) (2)
Toulxd =y, )+ oy (x)
{1 - -
onde Vv 2 uma solugdo da eguagao com 29 membro,
m »
(x) = d x' GI:(x- )| ] W {25}
(2) _ - - "
e v, &2 solugao geral da equagiio homogénea (ondas). Em ge-

ral se pode ter as solugdes:

{a} Solugoes Estacion@rias - Tu = puu,, em particular para

uma massa em repouso na origem T,4 = m63(x) e todas as ou

tras componentes sao nulas. Se acha

_]_ka g = 0 ,

2km }

Ips ™ °ps 2 |% |

A aproximacdo linear se verificarid coerentemente sem

pre que Z;ﬂ << 1 (r = |X|), que & valida na superficie da Ter
. _
ra, onde g%ﬂ = 10"%, Também se aplica na superficie do
cr Zkm _ 16 < 2km _ 143
So1 onde se tem —»— = 10 °. Para Anas Brancas ~3— = 10 7,
cr cr
e, finalmente, para Estrelas de Neutrons 355 = 1, J& ndo va -

c’r
lendo a aproximagdo linear.

(b} Distribuicbes com T, = f(x) e todas as outras componentes
nulas — Solugdes de multipolos, com abstengdo do dipole

gravitacional que nao existe.

(c) Distribuigdes em Rotag3o Uniforme — T05 = fs(x) — gera cam

pos gp¢ através do momentum angular
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(e)
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[ A I (798 - 105,743
se acha,

I
9os(x) = 25 "sr (TiT).r oo

Ondas Gravitacignais: [:]Yuv = 0, cuja solugdo represen -
tando ondas planas @ Yy = Tu;(x-xo). para ondas propagan-
do na diregio +x. Se prova que s¢ existem duas componentes

independentes: Y2 © Yg3» OU seja, v Tryuv =8

we T Yoy
Tem-se um tensor siw&€trico, de tra¢o nule noc plano YZ

0 0 0 0 )
v ] % Yz Yes O
v
O Y3 Y O
Lo 0 0 o )

come o plano YZ @ ortogonal A direcic de propagacdoe tem-se
uma onda transversal com dois estados de polarizagao

Yzz(x‘xg) € ng(x'*o)'

Fontes Dependentes do Tempo - Tuv(x.xo) que através das
equagdes de campo satisfaz T"t = B - observar que esta
3

condicdo @ fisicamente impossivel de se verificar, e isso

" & uym ponto fortemente negativo da aproximagao Tinear —~ de

qualquer forma, obtém-se solugbes de potenciais retardados
que gerariam as ondas gravitacionais (como referéncia ver
o Tivro de J. Anderson - “Princip1es of Relativity Phy -

sfes”).
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5 « 20 TEOREMA DE NOETEER EN TEORIA DE CAMPOS

Seja um sistema descrito pelas fungdes yplx) A =

# 1,...,N por meio da densidade Lagrangeana

LOGya(x)syy (X)) = L{xsy(x))

x=(x1,...,x“) s P = T,...,0

K= I Ldx
f
H Desde que qualquer situagdo fisica pode ser descrita
em diferentes sistemas de coordenadas, assim como por diferen-
tes conjuntos de fungoes de campo (por exemplo, por diferentes

Gauges), podemos considerar o conjunto de transformacoes

yalx') = fulxsy)

' = f%x)

que Sao supostas serem continuas a partir da transformacao iden

tidade. Essas transformagdes definidas nos espacos X, ¥ {x e X,

Y € Y) podem ser, ou ndo, correlacionadas uma com a outra.
Transformagdes dessa natureza se dividem em duas par

tes:

(1) dependem de um conjunto de p parametros: {Gp}

(ii) dependem de um conjunto de fungdes — que chamaremes "gru
pos funcionais" e que serido denotadas por {qu} para gq-

-fungtes em cada ponto x ¢ X,

0s teoremas de E Noether se dividem em duas partes:
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{1) 19 Teorema de Noether - A invaridncia da Integral de Aglo

do sistema seob {Gp} implica na lei de conservacdo de um conjun
to {Sp} de funcbes de y ¢ Y que usuaimente podem ser identifi-

cadas como variaveis fisicas associadas ao sistema.

(2) 29 Teorema de Noether - A invariancia da Integral de Agao

sob {qu} implica na existéncia de um conjunte {Iq} de identi-

dades envolvendo as fungDes de campo ¥y € Y em cada ponte x € X

Iremos ver gue esses teoremas permitem a determina-
¢ao de um método para introducdo de interagoes quando se gene-
raliza do 19 para o 29 — hoje conhecido como o Método dos Cam
pos Compensadores. Ambos os teoremas também se aplicam isolada
mente, dando em cada caso os resultados enunciados. Resultados
relacionados ao 19 teorema sio bem conhecidos, como exemplo

na relatividade restrita onde n = 4 se tem:

{a) lei de conservagao do Momentum e Energia de campos yﬁ(x)
quando p = 4 e {64} é o conjunto de translagdes no espago de

Minkowski.

(b) lei de conservagao do Tensor de Momentum Angular 1o mesmo
caso quando p = 6 ¢ {36} € o conjunto de transformagoes de

Lorentz.

u'

{c) lei de conservagdo da corrente de probabitidade j

= 5%5— k v 3%5- sob transformagles no espago Yv das fun-

- U u . -
qoes'?(x) para p = 1 com {G,} representande transformagoes de

fase ¥'(x) = ¥(x) elt.

Yamos aqui estudar o 29 teorema de Noether, e também
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transigdes entre o 19 e o 290 teoremas que gerarac campos com -
pensadores,

Seja w . € {G“q} descrita pelas fungoes gi(x) i=

)
= 1,....9, por

ax® = e p0edn
(M

i i _p
8Yp = € (x)n“(iﬂ) + e,pYﬁi(x)

Nos restringimos a termos em derivadas 122 ge ei em 8y, por -
que isso basta para todas aplicacoes conhecidas em fisica, en
tretanto a generalizaciao & trivial, unicamenfe se teria maior
complexidade nos calculos.

A condicao que yi(x') deve satisfazer de forma que
as equagbes de campo na nova representagdo sejam equivalentes

ds antigas &:

J L{x,y(x))dx = J L(x* 35" (x'))dx* + } 0°d 1,

QP sac em gera) funcgbes de x,y(x) da mesma ordem que &x e §y.
Considerando que os campos v3oc a zero no contorno £ podemos fa
zer QP = O,

Usando que
syp = YA(x') - ya(x) = Byp(x) + vy glx)ex?

e que em 12 ordem nas variagdes

dx' = {1 + SxDD)dx
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l L dx' -iJ Ldx = 0, L'= L{x":y'(x'))

tem-se

D L' + &x® ) - de]' =0
l E./'dx + Lsxfp dx - de:] = 0

note que.L'sxpp.s L 5:9; em 12 ordem, Ainda
E » .

L' - L =& = 3L +L _§xP
P

J |:3'L + (L6x°).p] dx = 0

daT, como a regido de integragdo & arbitraris, segue-se que

portanto,

Az LTI p -
(3 L)cyA + (3 L)cyA..p + (Léx )'p_ 0

onde
A _ Bl Ap, _ 8L - Raayl 2
3L 3y » 3 'L ayA N |. [ §=5x axp
Portanto.“teremos:
A- p
L i + = 0 2
YA YT, (2)

onde LA & a derivada de Lagrange de L com relagdic a y,

A (3)

e ¥ vale:
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. Lax? + (ML,
Substituindo (1) em (2) se obtém:
et E-A(“M"ﬁ..u"#"(LA’fRi’.p:I*Ealp")?yn v Lhelygy 4 L"‘p].p =0
) (4)

Se integrarmos essa equacdo teremos, desprezandoc termos de su-
perficie,que a integral do 19 termo se anuwla nym dominioc arbi-

trario de integracgdo, dando

¢! [L"(n“ - r,,us',‘)-u“vﬂi),p] =0 (5)
levando em {4) se tem:

]Ea“’l.)?yﬁ + 'LAB1721 + ch":[‘p =0 (6)

A relagio (6) & separada em trés identidades representandoc os

coeficientes de ei. Ezu e Eius » que devem-se anular separa-
damente (as fungbes el, €a® E,qp 530 em geral independentes)
A p Ap, _ P B -

AL Yaq t Npid L T 351).‘) ¢ {7)
R LACERACT RN U S I (8
TR (LA (9)

onde
™ - (a*Lyy, . - 6PL (10)

B A, B
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Observe que TpB € o tensor candnico de Momentum-fnergia obtido
antes em relatividade restrita {ou em relatividade geral).

| As equagbes (5), (7)., (8) e (9), representam o conte
dp matemitico do segundo teorema de Noether para Lagrangeanas
do tipo escolhido e para transformacaes da forma {1). Come re-
ferencia ver R Utiyama - Supp. Prog. Th. Phys. n? 9, 19(1959}.

Yamos agora considerar aplicagdes desse teorema.

5.1 - Aplieagao para Campos Livres

5.1.1 - Grupo de Transformagdes Arbitrarias de Coor-

denadas num R, de Riemann

Tem-se §x* = £%{x)}, logo 53 = 63 ou seja ¢ = 4,com
Yo * 9y- Nesse caso as transformacgoes em Iy sao finduzidas

por transformagdes dos x°%

%% B
ax . o
autx) ax.“ xS JaB " uol®) X (83 9t 6,9
- oy X
B9, % 9pu(x) - g, (x) = - (95,55 * 9y siel, - S T

portanto, os sTmbolos na equagio (1) serdo aqui

nAi M “pcil = @

' s - Y. oy A
(pois &9 (9580 * 9au8,)0€ 40}

[+ .
751 RIS U (’ul vt gAvsu)
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A Lagrangeana de Eifnstein sendo da forma

{ = L' + K?u
L' = /75 g™ (4 }{"} {"1{ *1)

M MU A I LA RS

2 quantidade que desempenha o papel de Lagrangeana no princl -

plo variacional @ L* e nao L, entretanto,
W'o- J Lt a¥x
P (- B |
nao @ invarignte sob 6, pois L ftguv’{sy})' Temos

ak¥ * o
sNo= sW o+ g (2 + 8{ X 1)do
- f,; ¥eg Sab ayy  BYTH

se restringirmos a transformagao de l‘i”4 tal que agus.é{é:}
*

tendem a zero sobre £{”) teremos W = &W' , e os resultados an

teriores se aplicam pois agora L' = f(guv'acguv)' Entretanto ,

ao fazermos isso devemos lembrar que tTnhamos a equacgao

A P
nya"'r.p = 0

que contem :“(x) no fator T° de syperficie e que agora nio

1Y
irdo contribuir(**) e fica-se s0 com

A
l_, -g‘yﬁ = 0

(*) U M
incluaive oa coeficlentes CLS R 53%;—
Bap g}

pois sobre I se deve ter M(x) + 0.

tendem tambem a zero sobre L

(%)
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que corresponde a sB reter a relagdo (5) e nao considera as

{7), (8) e (9) nesse caso. Assim fica-se com

Sy BV, . Wy, 40 ay| .
t Yvep ¥ % E (guosv * gvpcu{] 0

onde

L¥? = g¥%% Ly 0 Lyp = ST E

ap ap

Essas equacbes diao como resultado

¥ = :
G Vi ¢
que sdc as identidades de Bianchi contraidas. Resultado simi -

lar pode ser obtido diretamente como:

™ = J ¥ s"“xguvd‘x

ende varfagdes sdo tomadas em relagao a transformagdes arbi -

trarias de coordenadas. Se prova que:

Hv uiv Vil
Daf,
e I I:(FE ) vey + (T Gw);ue{l ats -
- J d*x { (77 Ve ), + (/77 8" ), }
como

(/9),, = OF8) - FE 50 = 0
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vem

. - 4 . uv nvy -
“'J."?"‘E s0p 8 ;u‘{l

‘- I d‘x {(/=E G"veﬁ);v + (/<9 Gp“cv);u }

/-9 G"“Eu € uma densidade vetorial de pesoe (+1), portanto sua
divergéncia covariante & {déntica & divergéncia comum, e to-
mando eu(x) + 0 no contorng similarmente ac caso anterior ve-

mos que a UItima integral se anula e se tem

W =0 +-+s“",v-e

Da7, conclue-se que a invariancia de W 50b transforma -

ravit
goes arbitrarias de coordenadas tais qze assintoticamente se
reduzem 3 transformagio identidade (assintoticamente ndo exis-
tem campos, portanto o fator G““su J3 se anula devido ao termo
(o independentemente de eu) implicam na existéncia de 4 iden
tidades envolvendo o lade esquerdo das equagoes de Einstein.
Nenhuma lei de conservacdo fol obtida nesse caso & isso compro

va 0 contelido do 2¢ teorema de Noether.

5§.1.2 - Grupo de Gauge de 14 Espécie, Eletromagnéti-
ce, em Espagos de Minkowsk{
Tem=-se Yo * A"

oxB = 0 + E? =0

nay = 0
G'Yﬂ = Gﬁu = e.u +{ Ygi . .Gp
. a
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aqui, 9 = 1, n = 4, e se tem TA = A , desde que & = 0.

As equagdes provenientes do teorema de Moether serio

entao:
o
L =0 {11)
a .
LN (EIL").p -0 (12)
HsP
B, 3 ., (13)
HaV Vel
onde LY = ¥ - (3L/2A, ), & a derivada de Lagrange de L.De
{12) tem-se
W o= 8L
3rL T 0
n
logo, -
L¥ = - (53t—) (18)
8 U,V v

De (13) conclue-se que L depehde das ‘derivadas de Au somente

através da combinagdo antissimeétrica

Fov = Auv “ A

pois,

3L i ( al al

wmoo v v 7 G ) -
HsV HaV Vil ¢ MW J ViU
- - 3L ) = 2L
Ky A, T

Finalmente, (11) que & a equagdo que no casc gravita

cional era a identidade de Bianchi, darad aqui:
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RN | R al .,
Y Fou (E";—_l ou )2 0
e up

que & trivialmente verificada. Da¥, pode-se entdio afirmar que

Ltaswe 11 = f(FﬁU). Impondo agora a invariancia de Lorentz se tem

L"ﬂm]T G'Fqu L} a = Cte

A wconstante o & determinada de modo que a Agao tenha dimensio
correta.

Yemos que nesse caso temos

aL
a* =0
H
que implica que o campo de Maxwel! & sem massa de repousc,se

introduzirmos na Ag&o um fator

nzA AM
. u *
destruimos a invaridncia de Gauge na teoria( ) e passamos a ter

um campo vetorial massivo.

5.1.3 - Grupo de Gauge de 22 Esp@cie em Eletromagne-

tismo

Chamaremos por campo da matéria qualquer campo, com
excessio do eletromagnético e gravitacional; o spin desse cam-
po & deixado arbitririo (N fica arbitririo) e tomamos n = 4 e

i = 1. Seja ¥ a varidvel do campo da maté@ria

(*) A aquagao (12) € violada,
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‘ll

Tal propriedade

da “corrente de
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Ly = Ly(¥s 3% )

sob transformacdes de fase

= elfy , ¢ = constante.

de invaridncia gera a lei fraca de conservacgio

probabilidade"

L
P e
v 1"
de fato
at oL
= b4 ¥ * 3L 3L *
sL 1 Y + TR 5¥* + 3‘1’,,1 GT.H + i-’ﬁ:: 6‘?"‘
como
&Y = 1ey , &Y* = - je¥*
GT’u ieY.u. GY‘u 1ef.u
e, usando as equagbes do campo
aL aL :
L . aL
S 7 3, Gy=) . gt 2y (g
sH [y

vem
YL
L = ig =0
ax“_
Essa propriedade de invaridncia & violada se ¢ » e(x} pois os
fatores ?tu?'" em L J& n3o sdo invariantes. Entretanto, como
essa escolha de diferentes fases em cada posigao é sem signifi
cacdo fisica deve existir um outro campo tal que a Lagrangeana

total seja invariante.
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0 29 teorema de Noether resolve esse problema, poréem
antes de usid-lo & instrutivo apelar para métodos geométricos
similares 3 geometria de Riemann, que estio mais préximos do
espirito do presente curso.

Se £ = e{x) as derivadas de ¥ (ou de ¥*) nap se
transformam como ¥ (ou como ¥*) e devemos entdo introduzir uma

derivada covariante ?;u tal que

Y;p(x) = !;u(x) + 1s¥;u{x) (15)

que corrige a transformagiao
f;u(x) = !'p(x) + 1sv.u(x) + is.u(x)w(x)

ﬁefine'se

!;u(x) = au7(x) + Pu!{x) (16)

tal que (15) serd verificada se ru se transformar como

rLo=r, - e (17)

s

De fato, de (15), (16) ede v =¥+ 1e¥, vem

-

! 'y! = ' v + + T ¥
auv + r“r . au! + u 1e(auv u )

3,¥ + is'.u + ie.uY + ru(! + fe¥) = au?+ru1+1aau¥+1eqﬁ

temos,
1 -
irue! 1P"£!

logo,



-822-

‘'Y = - ¥ 4
Pu ie'u + Fn

que vale qualquer que seja ¥ dandd a transformagio (17)}. Obvia
mente um ru(x) se transformando por {17} € um potencial tipo

eletromagnético de forma que

N
Liotal ® Ly * Lnaxwel

onde tv = L?(?,?;u). seri invariante sob transformagoes de
Gauge de Za. espécie. Esse 2, portanto, um processo de intrody
¢do de interacdes via campos compensadores. A introdugio do cam
poc gravitacional, §egundo esse métedo, seria (Utiyama - Phys.
Rev. 1958}

Ly + f,(v.v;u)'

A

com afinidade gerada via ¢ "

+ eau(x) que gerard os simbolos

de Christoffel e

Ih
Leotal = Lw * LEdnstein

Resultado andalogo {para e = c(x)) & obtido via o teg

rema de Noether: se tem

y = {!.!*.Au}

6xP = 0

8Y = fc¥

Y* = -jcy*

ny = i¥,n =0

ng* = - iv*yf = 6f
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Yg"'Ts*"o ’58'0

As equagoes do teorema de Noether dardo aqui;

ETas implicam em

com

u aL -
37+ 35 0
u
aL aL
F L I L I
a'-u a?.u
aL 3L
+ =0
LI N

B o _ aL .
(L7 3 55— ”*Wf;).s

= - u =
Lyt = dvaL,, -1 0

s W

L = L] (,.w* » w;"

Lo(F ) = LolF o) + mnuv(w.w*)F““

s !:u) + LZ(Fuv)

(18)
(19)

(20)

-0 (21)

(22)

(23)

Ly @ a Lagrangeana livre de Maxwell, w uma constante de acop -

plamento n2o-minimo e ,, = -0

AT

momento magné&tico com F'V, possiveis casos seriam

spin t = Yo ¥

HV uvw

. =V a
: nuv 'aauv?

ot N —

spin

spin 1 : =

" Fuv {com massa)

tais interacdes no limite nao relativistico gerardo

magnéticos andmalos para essas particulas,

representando interagdes de

momentos
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De {23) segue-se que A, aparecerd em L, na combina -
c3o Y., - 3 ¥ - 1Auw que & equivalente via (18) a  interagoes
minimas nuj“..Finalmente (22} gera a lei fraca de conservacgao

da carga total:

L, = L

2 P u
v y* o+ 3pj 0

similar 3 obtida antes para € = constante (na equagdo {22} ¢
funciona como uma constante) e isso significa que o acoplamen-
to com o campo eletromagnético conserva a carga total do siste

ma.

5.1.4 - Gauge IsotBpica de Yang-Mills

A conservagio do spin isotBpico em interagoes fortes
& gerada pela invaridncia sob rotagoes no espago de spin isotd
pico da densidade Lagrangeana para nucleons livres. O espacﬁ
de spin isotdpico & um E, Euclideanc, no caso tomamos n = 3 e

nos restringimos a nucleons formados por protons e neutrons,

k4
P

A
Y *YNucleons ©

*n

A lei de transformacgio para YA. sob rotacbes fnfinitesimais
dos eixps isotdpicos &
3

A A B
58Y (X) 2 q cg] Ec T (C)B! (J() (24)

onde T(c) sdo as matrizes de spin isotopico para isospin % e
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T = {e*) & o iso~vetor de la. ordem em torno do qual se faz a
rotagdo. A transformacdo (24} z a mesma qualquer que seja a po
sigao xM (invariincia ndo local nc espago de coordenadas). Se
impuzermos uma invariincia de tipo local fazendo ¢ - ec(xL
que gerari uma Gauge isotdpica de 2a. espécie, teoremos similar
mente. aos casos anterfores, que introduzir afinidades (deriva-
das covariantes) ou equivalentemente, campos compensadores.

A afinidade {ou campo compensador) de (24) para ¢ =
= E(x). & necessarfamente um campo de spin 1 e isospin 1 pois
& do tipo Fu para poder eliminar o fator E.u am Gvfu(x). Acha-
-se que

=% +28 x?

Aqui se tem:
8Y = 1¢ « T¥
&¥ = -i¥e + T
¢xP = 0

tem-se

L P »
Eg =0 » vy =0

n: = iy n: = fi?ti

LI | 3
i, .p,.d
Yuk Guak

com Eijk o sTmbolo tridimensional de permutagbes.

Apiicando o teorema de Noether nesse caso, acha-se,

apds calculos relativamente longos, que:



-826-

Liotal = ~ JI ;E“ﬂ 3l - ?Y"(au-i?oﬁu) yomvYy

a derivada covariante @ aqui

y, =3 ¥-it B ¥
¥ " p

e a densidade Lagrangeana-do campo compensador ﬁu dito de

Yang-Mills & gerada pelo termo quadratico em

Y- Y
$Ea\ﬂ';%';;\i"2§u"gv (25)

que & semelhante 2 expresséao do tensor de Riemann em termos
a
das {BY}'
A expressiao (25) & invariante sob a Gauge isotopi-
- Y
ca aiu =t Zﬁu X t.

As equagoes dos campos sao:

a$|:

u\ﬂ -+

oo pv =

L, = - + 2 (E“ X zﬁmj)g +Jd,=0
v

Ly = v, (3 - $3.8%)y + my = 0

ju = iYYuTY

Nesse caso existe a lei fraca de conée?vacio do spin isotdpico

do sistema: sel, =0 entao

dando
au(3" + 23\’ X IE“’]) =0
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Devido 3 arbitrariedade dos trés valores de (x}, pode-se im -
por trés condigoes de Gauge que s3c escolhidas como auE =0,
Com isso, se elimina as componentes escalares dos tres isoveto

res mesonicos ﬁu (T =1, 5 s 1) que interagem com nucleons via

L =3 . BY.

int. u
Essas condigbes sao analogas as de Lorentz Afu = 0

para potenciais eletromagnéticos.
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6 - CAMPOS DE XILLING E SOLUGOES ESTATICAS DAS EQUAGDES DE
EINSTEIN

Yamos considerar transformagﬁes de coordenadas infi-

nitesimais que preservam a forma de ds? = guv(x)dx“dx“. Tem-se

x* o x¥ ¢+ g¥(x)
dx¥ » dx¥ + gfvdx“

g,u(x) 9 (') = g, (0 + £fg glx)

[TRY

Assim, no novo sistema de coordenadas
] [ LT U [] TH g Vg
guvdx dx _gvv(x Jdx'Fdx

= (g, + B (Jx"+£?adx“)(dx“+gfpdxp)

TRV guv.B)

e se impoe que ds2 tenha a mesma forma em ambos referenciais:
' (B! [ - By ¥V
Iy dx'Ydx guvdx dx {1}
Tem-se: em 12 ordem nas £'s.

gl

Wy v, HygyV B Uy ¥
uvdx dx guvdx dx” + E”g dx"dx’ +

Uv.B

H 4,04,V v o B P
+ guvs’adx dx” + guvg.pdx dx

DaT,

€89 pdx¥dx¥ + g g% dx%dx” ¢ g &V dxVdx® = 0

UV, B TRV

Como as diferenciais podem ser colocadas em evidéncia e 530

nac nulas, segque-se que:
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B, a a L
£°9.0,8 * Javk.p ¥ Yty ¢ (2)
definindo
= M
El gAuE
vem de ({2}
- g _ 0 B =
L .0 P L I M Tl
ou seja,
- af - =
Ev.u + Eu.v EBg (gav.u + gau.v guv.a) 0
. By a
Ev.u * su.v ZEB {uv} 0
que @ equivalente 3s equagbes
E.,+E =0 (3)

Biw Viy

Essas equagoes sdo ditas equagdes de Killing e os £,
que as satisfazem s3o o5 vetores de Killing da geometria. Eles
s3o os geradores de transformagées que mantém ds2 COm a mesma

forma tanto no referencial inicial quanto no final (ver (1})):

guv(x)dxudx“ s gu“(x')dx'“dx'“, (%)

" e que devem ser distinguidas de transformagdes arbitrarias que

mantém ds? invariante porem sao do tipo:

guu(x)dx“dx“ = g;v(x')dx'udx'“ (5)

Transformacbes do tipo (3) geram os chamados grupos

de movimentos ou isometrias da teoria,
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Por (5) basta gue gpv(x) seja as componentes de um

tensor covariante de 2a. ordem:

v = 3!“ 3)(8
(x*) ;;73 ;;7; 938(x)

It

(6% - €2 185 - £%)a g

= - % - B
guv(x) E.uguv E,VQUB
ou seja,
]
ap(X) + g Iuv,al®) = 9,,0x)- £ T UL S A
donde

= ' - --a- B
g, (x) = g (%) - g (x)= - E5G o8] € 9,p 16)

» O 'IJ av

comparando com (2) vemos que isometrias sao tais que

Eguv(x) = 0 (7)

ou seja, a equagdo {3) & vdlida. Enquanto que transformagdesar

bitririas de coordenadas geram

89,0 = 7 EusvEusn £ 0 : (8)

Em teoria de campos dirTamos que isometrias formam a
classe de transformagfes sob as quais guv(x) & gauge invarian-
te, enquanto que transformagoes arbitrarias de coordenadas ge
ram transformagoes na métrica que as fazem gauge variante. Em
geral, isso &, para métricas gerais: 2 muito diffcil determi -
nar-se a cla#se de isometrias, no entanto, para metricas com

formas especiais pode-se determinar suas jsometrias ou recipreo
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camente pode-se impor certas isometrias e daf¥ procurar determi
nar qual 9,y que as satisfaz. A determinagdo de isometrias pa-
ra uma certa métrica & um processo que simplifica a  solugdo
das equacdes de Efnstein pois via de regra, elimina um certo
nimero de componentes das guv. Por outro lado, a existﬁncia
de 1sometrias tambam & de fmportancia na teoria da radiagdo gra
vitacional onde a existencia de vetores de Killing assintdti -
cos gera leis de conservacdo do campo nessa regiio.

0 exemplo mais trivial de isometria & para o espago

chato, mapeado em coordenadas cartesianas x, onde

o
{Bl} =0 . guv = "uv

_As {3) assumem a forma simples

cuja solugao @

(9}

dependente de 10 parametros constantes s € As  equacoes
(9) definem uma transformagado infinitesimal do grupe de Poinca
ré, e seque-se que esse grupo & o grupo de isometrias do ten -
sor de Minkowski, um reﬁultado Ja conhecide de relatividade res
trita.

0s vetores de Xilling podem ser , em principio, dos
trés tipos: espacfal, temporal ou nulo. Veremos no decorrer do

curso que todos trés siap de interesse em gravitagao.
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0 19 caso de interesse & quando se tem um vetor de
Killing temporal sobre toda a variedade, vamos indica-lo por

Tu.n

. L . r A
+ - =
Tu;v tv; = Tu’v + T“' 2 {"“} ?l 0

(m

) = gy, (T (x) > 0

(na assinatura -2}, Existe entao um referencial tal que 1“=ég.

dande
o < 9947 = 900
T 94T * 940
ou seja, T, = g,q com £ = guuagsg = 940 > 0. As {11}, | nesse

referencial, tomam a forma

aguu + ¥4y - aguv
ax¥ ax” ax”

ak
9.0,v + gvo.uﬂ ( ) 9% = 0

ou

2g ag ag
Zow , 20w | —) = 0
ox

g9 + g -
uo,v vo,p axV ax¥

que Sao diretamente

g—&‘—’z 0 {12)

A relagdo (12) Junto com g5, > 0, definem um  campo

gravitacional estacionario — ou seja um campo que possue um ve
tor tipo-tempo global sobre a variedade,

Dado um campp de vetores temporais t’(x) (nrao necessa-

riamente um vetor de KiTling) sobre 2 variedade, poderemgs in-

troduzir uma famTiia de curvas cujas tangentes sejam os tH(x)
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0s pontos sobre essas curvas serde dados por

W
A
/ * = o,y

(544

As equagoes dessas curvas serdo

u
.ty
tomando referencial tal que " = {1,8). Messe caso se tera

0 i
-1 , ¥ .0

a

f

o

ar
S

ou seja, xo = fu = A, xi - ¢l constante (ind. de A) e as y1

podem ser 1dgnt1f1cadas com x1.
Qualquer deslocamento em R‘ pode ser decomposto numa

componente paralela a t" e noutra normal a essa diregao:

dx¥ =« tMda + dg¥ (essa relagio & vilida g.q.5. 0 re
ferenciatl)

H =
T dsu 1]

com o .
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0 tensor B”U & um operador de projecio para a hipersuperficie

normal a " pois

Buvau =8
MY =0
0 comprimento dzz = dsuds” sobre a hipersuperficie normal a
e
dz? - gwda"da" = 9uu3"u3vz""a""l = euxdxadxl
com

T4, T
= pd gV - - _Aa
eak B cB lguv guk T?
€. e a projegio de I sobre & hipersuperficie normal at¥ e
desempenha o papel de métrica nesse sub-espacgo. Suas componen
tes sao: {no referencial onde T, * 910)

90s90r
€00 = %or =0 o €. =9, - Y00

Elas sdo tais que LI descreve a tri-geometria e satisfaz

2

dLc = ersdxrdxs {sobre a hipersuperficie |l a ¥}

sSu u
e 5r

rs9
Similarmente, define-se um deslocamento na diregao

de " por
2 _ Uy - n v
du® = (datu)(dur ] = guv(daT Y{dat™)

= p v 'dxu dxv

H

com



Como essas relagoes sdo inteiramente independentes de referen-
ar - e io te es em R,.
ciais vem Qque " ew puv $a0 nsor m Ry
No sistema onde T = GH {vamos chamd-lo de "canoni-
tgo") se tem

2

95,9
= ry.s _ . 20s%rQ ry.S
ds ersdx dx (grs ——EEE—) dx dx

9..n9
duz - _B07v0 dxHdxV
900
donde se vé que guo € associado 2 deslocamentos normais a hi -
persuperficie Ry. Na aula anterior ja tTnhamos chamado a aten-
cio para isso.

0 vetor unitirio ao longo da diregio de TV &

M
L L z“zuz 1
¥T

- *
no referencial canonico e para assinatura (-2)( ) se tem

sH g
’,u Il —-0—- -‘ 2 = _}Q_
i
"800 Y990

Entio se tem em qualquer referencial:

- TS T T
€v = 9,y T Bt o BN, =8, - 2Ty

Puv - zulv

o

notar que para aseinatura (+2) se teria 12 < 8 e no referencial canoni
co se tem 12 = 80 < 0 dando,

L8 8.,
!,u- H » | -——Lln-o— com !,2--1
"6oo Y Fag
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2 _ oL TJPPRY)
dg (gpv guzv) dx¥dx
2

T TRY -
duy® = (iudx )

Esses resultados se aplicam nio somente a campos es-
tacionarios (onde t¥ = Killing vector} mas tamb&m ao desdobra
mento genérico da geometria quadridimensional noutra tridimen-
sional, e numa diregao tipo-tempo, ta) como & necessirio na
formulagao Hamiltonfana da gravitacdc {teoria de Dirac).

Observe que se tivéssemos convencionado que no refe-

rencial canonico

0
w4

em vez de ¥ =« 65 como fizemos, se obteria

0s Or
LU grs _ , e, 9p
9
2 r,.s .
di" = grsdx dx

E sempre possIvel definir uma hipersuperficie normal
a ¥ em cada ponto de R, porém nem sempre & possTvel obter-se
uma familia de hipersuperficies com t" como normal, de fato se
ja P
¢{x) = constante

uma tal fam¥1ia, entao

T, {x) = &ix}e_ (x) (13)
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Mapeando para o referencial camdnico

Quo(x) = E(X)¢’p{1) (14)
que, em geral, ndo & satisfeito para todas as métricas 9y ®
pGis ira representar uma limitagdo na métrica. De fato,se (13}

se verificar, tem-se

T T
2 - (=2 =
( E)i“ ( E)-u ®
ou seja,
T -1 =1 (g t =& _1.)
BV Vil E LU UV
bessa equagdo se prova que
. y ) )
B”pa ol Tuuv Tyl =0 {15}

Assim, as condigbes matematicas para que ¥ seja tipo-tempo ,
Killing e ainda ortogonal a uma fomilia de hipersuperficies em

R3 san:

TH;V * Vil (‘5)

MooV - =0
B DBO' (Tl.ll\’ T\Jl]-l)

Mapeando para o sistema candnico e levando em conta que " &
Killing (g'N o = 0) se mostra por calculo diretec que as rela-
]

coes (15) conduzem a:

(i) p=o=10 — elas sao identicamente satisfeitas
(i1) o= i, p= 0 — elas sao 1denticamente satisfeitas

:;1111 g=1, p =k — elas implicar que gkO(x) =B



Metricas satisfazendo simultaneamente as (16} sap di
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tas estaticas. Em resumo, na assinatura (-2) se tem

i,

CARACTERIZAGAO REFERENCIAL
TIPO DE CAMPO | = aropetes CONDICOES CANDRICO
_ Existe um campo Tz >0 900 >0
Estaciomario de Ki1ling tem-
poral T(usv) ™ 0 9,0 * 0
Existe um campo 2
de]K'l'tHng t:npg >0 %0 > 0
- ral ortogonal a - -
Estatico uma fa?Tlia de " Tlusv} 0 9,0 0
superficies em v - -
Existe um campo 2 90 > 1]
Geral de vetores tipo T >0
-tempo em R4 g <0

Com isso, terminamos esse estudo sobre vetores de

Killing tipo-tempo e vamos passar agora a considerar vetores
de Killing tipo-espago. Em particular, & de grande interesse o
caso em que a geometria admita vetores de Killing Euclideanos,

que sao particulares vetores de Killing espaciais da forma

rk kr

-
E = =g, X = coordenadas cartesianas

Nesse caso, as isometrias sx% = £° serdo rotagoes no tri-espa-

¢o Euclideano By -mapeados pelas coordenadas X. As equagoes
de Killing

-a P - e [ I

9uos.v gva.u guv.os 0

para y = v = 0 dardo, observando que gpo = 0 »
. L ]
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- 9oo.kgk = '9oo.keksxs =0 (17)
se ﬁ =0, v=r, obtemos
-9g1e" - Ggp qs X* = 0 (18)
se y=r, v=5, temos
SO WO Ips,u€ X =0 (19)
Pe (17) segue-se que
¢ 20
900 = a{r.x ) (20)
De {(18), segue-se que,
r
9g, = 8(r.x?) X (21)
De {19}, segue-se que,
. . ik
9k " v(r.xo)cik + a(rx®) 5;§~ (22)

onde rz = x‘xi.

As expressdes (20), (21) e (22) podem ser simplifica
das se considerarmos transformagoes de coordenadas que deixam
essas relagdes invariantes. Prova-se que podemos efetuar uma
transformagio desse tipc como:

(i,xo) + (x'S, xo).....x's sao também car-
' tesianas
onde
x3 = fl(r'.x'o)x's

0= fytr e ?)

Como exemplo escrevemos a forma assumida por 9y Mo noveo refe-
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rencial:

xlix!k

95 (x’) = FertxOyay, + (et x0)

r.l
onde

Firt %y = f2 yienr,)

se tem que r = f,r' ,
H(r',x'o) = f12i(flr'.f2) + (fl.‘..)2 r'zy(f]r'.fz) +
T P (Y (Fyrtafy) ¢ A (F 00 F,)) 4
+ 2Ty e BUFraf,) 26y Lty rt3a(fienr,) 4

+ (6, 0 a(fyrtag,) .

Podemos usar as duas funcbes i f2 com a finalida-
de de eliminar duas das 4 fungbes arbitriarias que aparecem em
9, pelas (20), (21) e (22).

Mostra-se que se pode ter no novo referencial (entre

tanrto por simplicidade ndo vamos colecar Tinhas) fazendo a es-

colha:
f1=__r-1/2 . fz - fz(xlo) = xuo’ (xﬂ_x.o)
r.s
gy (x) = - 6. + a(r,x0) 25 (23)

“r
Fazemos agora transformagdes que n3o mudam {23) mas

que alteram (20} e (21):

x5 = x'* ; x0 = f, (x'%,r)
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Entao of ‘ o
' 2 gx’ 2
ga(x') = { + )
Ok Bx'u r' ax']t
tomandg
Mo, _gxt
axl nrl

se tem gék 20 e eliminamos 8 em {21). Sob ambos os mapeamen-
tos considerados gyq Mo se alterard. Portanto apds essas recl
libragens obtemos o resultade que & sempre possivel reduzir-se
um tensor métrico esfericamente simetrico 3 uma expressdo de -

pendente de duas fungTes arbitrarias de (r,xu}:

900 = a(r!xo)

ggg = 0 {24)
r.s

9pg = " Sps * Arax?) 5
r

E dbvio que & de interesse em passar para coordenadas esferi -

cas (r,0,0). Também se escreve

w=e’ ., A=t
entao 0
2g0 = eV{rx’)
99y = © .
917 = - e“r’x ) s 9pp = —rz, 933° -rzsenze

Calculam-se os sTmbolos de Christoffel e as componentes ndc nu

las do tensor de Einstein e se obtém - equagdes de campo vazio

1 o T 1 1
G-l=e {?—*4'-:.—2-)-:2‘
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2
2 301 =R, VYO viant | vtat,
B,° = Gy° = meTh(vt v T+ 22R 4 20
02 L
1 =
eV b - B
0 -2 .1 A 1
6 = et (G- L) -
0 ;? r =4
1. AR
G = ¢ ¥
entio se tem 6 ¥ = 0 e como decorréncia disso, pode-se mog
trar que 622 € uma combinagao linear de GTI. Goo e 801, e fi-
ca-se somente com as equagdes independentes
~A,v' 1 1
e (= + ) - =0
TR T
=& A .
I e X (25)
r r
A=0

Tamando-se a primeira com a segunda, se tem

W 4 A = 0 e—pn vih = 3{x0)

Yamos agora recalibrar Y00 tomande as transformagoes

xr = xnl"

0 = (x0y
que obviamente nio destroem a simetria esférica do sistema, se
tem
ps * 9r3
96, = ngU 9r © 0

0
i ax 2 '2
990 = ¢ ax 0 )" 990 = f 900
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que equivalem a fazer
a -+ ;z(xﬂ}u(f,xo)_ a o'

mas como o = e“. se tem

0 y 0 .
ot = V(XY | v JY(xT) | 82

Entdo
v' v+Y(x°)
e

950
Escolhende a fungdo arbitraria !{xo) tal que

v' 4+ A - ¢(x°) = 0

ou seja,

v+ A=0 , com v(xo) s ¢(x°)

De (25-3) vem entdo que v = 0, e se tem

Portanto, o tensor métrico mais geral com simetria esférica,so

Tugdo das equagdes de Einstein & necessariamente estatico:
99q * 0 + {decorre dos mapeamentos uysados)

95,0 * 90,0 - ¢ + (decorre das equacdes de campo )

Temos agora somente uma fungac 2 ser determinada pols

vtA = 0, vamos escolher A e usando a equagdo

-A A 1 1
e {(— - } o+ = 0
T ;? e
achamos .
=A v 2¢
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entao,

2
9go(r) = 1 - £

-1 ) 2 _ &
goi = 0 N g]] S 1——:-25 . q.., - -l"?, 933=-'I" sen”
r

e estamos na regido onde 7., =0 (regido extericr,.

Comparando essa solugao com a solucdo para as ~.,.us
coes linearizadas correspondente a uma rasia cortual em repou
50 na origem, deve-se ter assintoticamente {para grandes saln-

res de r)

linearizada _ _,_  26m
N1 = %%y = -1 -z,

portanto, a constante de inteqracido &

Gm

cC =
“Yuz

Nota-se que:
(1) se r » = a métrica acim. tende ao tensor de Minkowski.

(it} para goo(r) se tem o grafico

+'| L

< /

) —_—— %
- 2e. r

. '[,

em r = Zc, 990 @ e para r < 2: a assinaturs 'uda de sinal

/

pois ai gga(r) < @ . Como, se puzermos dx" = : «: intervalo ,

obtemos o tempo proprio, se tem
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cFx? = gyo(r)(ax?)?

dt = Vgooir[' dt »

dt = dif. do tempo para observador externo.

Como ggolr) < 1, vém dr < dt, ou seja a distancias fi
nitas da massa gravitante a um "slowing down" do tempo medide
pelo observador proprio que se move nessa regido , comparade

com o tempe no infinito.

dr = dt se r + = .

Isso implica no desvio para o vermelho das linhas espectrais

observadas perto da massa gravitante; considere a experiéncia

{dealizada
Observador a -+ 1ivre do campo {externo)
Observador b -+ observador proprio na regiao do campo

Ambos observam rafos tuminosos tais que

v = K vibragdes
a seg

- K vibracoes .1
Yb * Wseg. de tempo propric -~ N Va “ Va

logo, vy comparada com v
The.

a 2Parenta estar desviada para o verme

Como em r = 2¢c, ggqq + 0 = dr +» 0 o relogioc para ,
portanto esse ponte ndo val poder ser atingide pelo observador
externo proprio, muito menos cruzar para r < 2c pois afi 9990
troca de sinal. A regido permitida & para

r>2c-—+0<900(r}_<_1
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0 ponto r = 2¢ & chamado rafo de Schwarzschild (r = r.). Para

0o Sol r. = 1,47 km. Para a Terra r_ = 4,9 mm, portanto essgas

s s
regives (r < 2c) ji n¥o apresentam problemas s&rios pois nao

s80 observivels na superficie desses corpos.

(191} 0 grafico para g1y (r) e
Fl

em r = 2¢, gy *=ea assinatura troca de sinal na transigae
através de r -+ rg = 2¢c = ZGm/c2 por valores superiores, como
dissemos essa transig¢dc nao & possTvel

r
distancia ao centro} [ /;m dr > r pois -9y 2 1

de um ponto qq.
o
desde que

2c,-1 2¢c
1:) 1 + —

'91](') = (1 - r

pois 2¢ = ZGm/cz € ym nimero pequeno.
Como o comprimento da circunferéencia de centro naori

gem & C = 2qr, teremos .

ang >emr=tC

< 2x

3le
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(ii11) 0 valor r = 2c & dito singularidade de Schwarzschild -
essa singularidade @ um efeito do sistema de coordenadas e nao
representa uma singularidade fisica do sistema. Isso pode ser
visto determinando-se em r = 2¢ o valor do invariante Ruvaﬁ
RHYB que sera um valor finito nesse ponto.

(iifii) Eddington (1924) mostrou que a singularidade em r =
a 2¢, proveniente do sistema de coordenadas esféricas, pode

ser removida pela transformagao

7= X", xo = x'o + 2¢ log (z%éT)

As novas coordenadas sao (x'o,r.e.¢) ¢ se tem

2¢c 2c
1 - - 4 - 1] 0
+ B¢ o+ 2 o 0
gl = r r
uv 2
0 0 -r 0
{ 0 0 ¢ -r senzs

(11i4ii) Na mBtrica de Schwarzschild em coordenadas esfericas

consideramos rajos luminosos movendo-se na diregao ¢ = ¢4 so -

bre o plano 8 = ao. Entao se faz ds2 = 0, dﬂz =0, e tem-se:
- 1 4 4 _ 2¢ I
1..._2___5 dr™ + C1uz {1 r}dt 0
v
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fotons se movendo radialmente, nessa forma, tém velocidades efe
tivas dr/fdt = 2¢{1 = 2m*/r)

{a) na regiao r < 2m* = g%: >1, 1 -5~ <0, entdo:

dr _ .
a-f—.'.c.l r!

eles poderdo se mover na diregao de r crescente, ou ma direcao

de r decrescente

(a-1) na diregdo r crescente a partir de r_= 0 :

de _ _ 2m*
at - |‘ ¢
r = 0 , v == —» exclue-se da discussao

r =m* , v =¢

r = 2m*, v =90 —» nao pode atingir esse ponto
nem cruzar para fora (r>2m*}

(a-2) na direcdio r decrescente a partir de r = Zm*:
g.%=-cl]-m

r
r = 2m* , v

0 {parte do repouso, que & irrealiza-
vel)

r o= m* s vV = -C

Nesse caso ele tem que partir de r < 2m* e se dirige para r=0.

(b) na regido r > 2m*, 1 ~ == > 0
dr o
vegg o tc {1 v
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(b-1} Movimento na diregdo de r crescente partinde de r > 2m*

{para evitar v = 0}

(B-2)

vendo-

r-4m*.v-+c{-‘z) - -
nao e realizavel em principio pois
o campo & atrativo

Movimento na direcdo de r decrescente partindo de r >2m*

r = 4m* , v--%

em principio possivel, sem saber-
r=2m* , ¥ =0 -se, contudo, o que se passa em
ra=2m* {o campo e atrativo)

r = m* s ¥ =2 ¢

Assim, em principio, todos os fotons em r < 2m* mo -

se radialmente tendem a ficar dentro dessa regido, os de

fora tendem a entrar, excluindo-se o que se passaria ao cruzar

& fronteira.

Outro topico que pode ser tratado &€ o de vetores de

Killing para.simetria c¢i1indrica. Yamos faze-lo sucintamente.

x' = x -~ gy

rotagao infinitesimal em y' =y + 0x
torno do eixo-Z )
2’ =2
0 2,0

Yetor de Killing espacial } 2 - (~0y,0x,0,0)

Como decorréncia das equagoes de Killing para esse

problema, se tem:

900 = fle:2x®) . p =V xTay?
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’(pozoxo)

olix

In

902 ™ ’(Duzuxo)

ok

903 F(sz'xo]

" 3(paz,xY)

932

937 #(prz,x%)

CIRT

X x
Sm * - San?(Pr2:x%) + x(0,2,x0) "ﬁzm

{n,m = 1,2)
933 = - A (P-zixo)
Ao todo, tem-se 7 fungoes arbitrarias dé (p.z,xo). Fazendo re-

calibracoes por meio de mapeamentos tal como antes, se reduz

essas fungoes a somente duas independentes:

900 = et Jom ™ o, 993 = o , mmn=1,2

933 = "¢ L 93q = 0

O " e ¥ {'Gnm + (1 - e V) ™" }

com somente duas funcdes:u,v das varidveis anteriores.
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7 - PROBLEMA DAS CONDIQOES INICIAIS PARA AS EQUAGOES DE

EINSTEIR

Vamos aqui estudar o problema de condigées iniciais
para as equacgoes de Einstein. Dado um tensor guu{xi.xo) solu-
¢do das equagdes no instante xo, podemos perguntar se %njiiﬁﬂ}
para % 5> x% ainda & solugac dessas equagdes, o problema  de
Cauchy responde a essa quest2o dando uma prescrigio para a pro
pagacdo temporal de solugdes das equagdes do campo.

Esse problema pode ser analisado tanto no formalismo
Lagrangeano quanto ne Hamiltoniano. Em seguida, como recorda -
gao, vamos falar brevemente nesse assunto para sistemas discre

tos, desde que a generalizagio para sistemas continuos & dire-

ta.

(a) Formalismo Lagrangeano

Temos as equagoes de movimento

i
5 a9

provenientes da Lagrangeana L(qi.&j), e dadas as condigdes ini

ciais qi(OJ, qi(OJ determinamos uma solugao qi(t) como

.5 2 .
altt) = qtoyerat(oye S M0 + Lo (1)

usando as equacgoes de movimento, se tem

3L 3§ %L =i _ al
st T M T
aq '3q’ 3q ' 39° agq

Se a matriz coeficiente da derivada temporal de g de
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mais alta ordem for n3o-~singular

M, | = | 4
ij 3q) 399
entao
2
nj t - "-]js _3_2_ - a L q.k} (2)
de) {aqs P

tem-se que "-ljs = fds(q.ﬁ) e 0 termo entre colchetes em {2)
“também & funcio de q e q. Da¥, substituir (2) em (1) e de suas
derivadas temporais gera a solugao qi(t) de forma univoca. De

fato, chamando o lado direite de {2) por

ad () = fare).ace))

entao,

1., o .
Pe) « A gr 4 20 4 (g, §)
L | aq

e a solugado &

2
a'(t) = a'(0) « ti'(0) + §; [%*{q(t).a<t>£] +

3 J J
t afy «p af r »
—— + — F t).q{t + e
+ 3v Iaq, Uil AMUD R ))‘t-o

que & unica a partir das condigdes iniciais. Para 1sso foi ne-
cessario que |H15| # 0. Se acontecer que H1j seja singular,mas
contenha uma sub-matriz regular {um menor de "1j} entao s0
existirdo solugbes para as partes correspondentes a essa sub -
-matriz regular.

' Um exemplo onde isso acontece e que serd ilustrativo
na aplicacdo que iremos fazer 3 relatividade geral & para a Me

canica Anal3tica parametrizada. Temos
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L= [ L@dtiee - [ Lo . ton va

onde agora se fez t = t(i}) e q' = dq‘ldl » t' = dt/dx . Cha-

mando
¢t = @' .t

se tem

Is I L () , '3 (A)) &

L=l(a, &, )

Usando as deffni;ﬁes de Momenta conjugado e Hamittoniana:

,S
(pl L 28 3L 23 g L
aqli‘ %1 3qi a1 t°
" oL 3(%1—} 3(afr)
g ®

'3
T S TN Wt

‘ a(§4i)

B= P, . P*q; + PY0 L g
- AL 1+Lt'-t'—L(g-;:')'L'e
ll ls
a(gr) )
Portanto, na representaco parametrica a Hamiitonia-
na se anula e isso representa uma relagio de vinculagio nessa

representacio:

E(Q" . P) =0 (3)
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Por outro lado, o fato que # = 0 implica que L & homogénea

de la. ordem nas velocidades Q'a:

. P _
PR a= I
(4)
3L .
3T a ¢ 2 T 5
derivando novamente em Q's se tem
2
BL Qla"o (5)
a 5
que diz que a matriz M?S « azL/ao'aaq's possue um autovetor

Q'a associado a autovalores zero e, portanto, @ singular. Da¥

seque que o problema de Cauchy sob a forma

2
Q% (1) = Q*(0) + 2Q'¥(0) + Zr Q"3 (0)+...

ndo terd solugdo para todos Q% pois das equagoes de movimento

d 9L _ 3L _ o
ax 5Q'a 35:
nio poderemos resolver para Q“a(l) em funcio de Q‘(A) e Q;(A)
como fizemos antes. Essa teoria ainda apresenta uma caracte -
ristica de interesse. Ela & fnvariante (sua Agdo) sob o gru-

po de transformagoes dependentes de um parametro:

X = f(a)

,0U seja, novas reparametrizacdes: IA = II (isso decorre de

que L & homogenea de la. ordem nas velocidades):

L =1L t'
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LdA = TdX

pois
Lt'dr = LT d%

com T = dt/d).

Logo, em resumo:

(i) A Mecanica Analitica parametrizada & um exemplo de teoria

onde o problema de Cauchy nio procede trivialmente.

(11) A Hamiltoniana & nula, representando uma relagido de vincu

lagio no espago de fases.

(111) A Agdo & invariante sob o grupo uni-paramétrico de repa-

rametrizagio.

(b) Foruaiisgo Hamiltoniano sem Vinculos

1 aL
p(t) = £
3
%) aH- 1 _ aH 2A 3B aA a8
p o= - r § = ’ A,B7) = Er v T T
2] apt * V8D 2q1 3 9Py 39y

da¥7, escrevendo as expansbes em série de Taylor

[o*]

o'ty = a'(o) + tal(o) + 5+ 340y « .

"~

Py(t) = pg0) + th (0) + §r 5 (0) + ...

e, lembrande que em geral, dade A tal que 3A/3t = 0, se tem

gt = Cand

vem ,
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2
qi(t) = qi(o)+t { qi(t),ﬁl}t=o+ %T {[Iéitt),@]’ﬁ]}t_o + ...
2 .
= t |
Pift)' py(0)+t {Ei(t).u]}t-l)* 7T {[E‘i(t).l'l].ﬂ}tso + ..

Logo, dadas as condigdes iniciafs qi(O), pifO) e a Hamiltonia-
nza H a solucdo procede de forma natural. Esse processo .sempre
& valido desde que ndo existam relagoes de vinculagdo,como exem
plo citamos o caso anterior da mec3nica analitica na represen-
tagdo paramétrfca onde H + 0 e.o problema de Cauchy nac proce-
de trivialmente. Note contudo que & = 0 ndo implica necessa-
riamente que suas derivadas se anulem, ou seja, poderemos ter

por exemplo:

d 3L _ 3L
X 30 aq®
Yoga,
d 3L
a-x PG-E’ 0
e se acha
1 3L ' aL .
P; = =t = t 1]
IR

t'_aL..aL
P 3 t 3t

essa G1tima serd a lei de conservagio de energia na antiga re-
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presentacdo se alL/at = D, pois tem

H]
t L q' alk  +§
P 'L-- ' (t }=L- 3 q.=-H

JEAS N %

portanto, [%a'%] $ 0. Quantidades'tais que A(P,Q) = 0 , com
[E.%] # 0 qualquer que sejam B(P,Q) sdo ditas se anularem fra
camente (terminologia usada por Dirac gue estudou essas teori-
as resumidamente) e se indica por A = 8 . Assim, se tem # =« 0

para os vinculos vistos antes.

{c) Visto esses exemplos, vamos retornar ao caso das equagoes
de E1nstain. As variaveis tipo “qi(t)‘ do método Lagrangeano

580 0S gas(xi.xoj. ou seja,

S {
1+ aB,Xx

pontos t = cte. no espago de configuragbes da Mecanica Analti

ca aqui sdo representados por hipersuperficies xo

= cte. no R,
Elas sao determinadas pelas condigdes : (seja 2,8 normal a es

sa hipersuperficie num dado ponto)

uy = -
] lusv >0 ... zv e tipo-tempo

tomando £ normalizada, tal que num dado referencial Lo aponte

na direcap temporal: L, = Gg. se terd nesse referencial
e se tem sempre
g < 0

L 0 sobre

¥Yamos tomar a hipersuperficie tal que x
eta no referencial escolhido e vamos chama-la S. Sobre 5 se es

pecifica of valores de
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o

l-l\’. = g"v[lrgol' - g}lvtsl

29 (x L.
. m g (S
[ Jx"-o 9v(5)

1oge, conhecemos sobre 3 as quantidades

a¢v . a¢v
ax’ ax’

conjuntamente com derfvadas espacfails de ordem superior.

Se tem, numa regizo do futuro de §

.0
39 (xl".x)
0 r 0 v
(x",x°) = g, (x7,0) + x [—E-U— +
AT uy
x x0=0
4012 azguv{xr.xu) '
+ + ... (6)
2 axuaxu xO=0
Portanto, para resolver esse problema; devemps obter a partir
das dez equagdes de campo va = 0 as dex incognitas Eu“ na
forma
az r 0O
ouv(x"x") 1,y [o,g0a" a0 2955 (" ") , derivadas |
W B ' ’ ax ’ espaciais

Obtidas (7), substituimos em (6) e o problema esti resolvidec .
(Derivadas temporais superiores de (7) sio diretamente deriva-

veis caso se tenha essa relagdo.)

As equacdes Ruv = 0 sig do tipo

1 .po . -
29 9,00 * Y50,uv ” Fuoave ~ Iupane) * Ky = O (8



-861-

com

va - fuv (gnngua.l)

Sabre S K, & conhecido pois ele cont&m somente derivadas 135

da métrica. Um c3lculo simples permite fsolar o fator 9,v,00
coma:
[ Ryy = % 900913.00 + My
Y Ros = = 2 9% 91,00 * Mip Y
[ Roo = 7 9"945,00 * Moo
onde

"“\’ = huv(gua(xrlxo)sgas.p(xrlxu)ogus.i‘i (x_rsxo)nguv’cﬁ e‘rox%

Portanto, "uu & dado sobre S, porém por {9) so aparecem deriva
das duas vezes no tempo as componentes de gij‘ Dat, segue-se
que temos 10 equag¢des (9) em somente seis incognitas: 913’00
que & um numero superabundante de equagbes. Disso decorre que
restam 4 equagdes que n3o atuardc como deveriam no problema de

Cauchy. Em resumo:

(i) 95,,00 ndo aparece na expressioc do tensor de Ricci, consg
»

quentémente 90, & indeterminado como fungado de 0.

(11) 945,00 & determinado pelas equagdeés de campo em termos
das variaveis restantes, de forma compatTvel com as condigoes
iniciais, mas as 6 quantidades gij 00 530 em menor numero que

o numero total de equacdes de campo. Como consggyéncia, existi
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rao 4 relagoes entre 948'9a8,0* JaB,ij* %08,01"

De fato, usando as seis primeiras equacgbes (9} para

obter gij,UO:

2N

gij,UO == _U'a‘i (10}

ainda teremos quatro equagdes -restantes em (9) que irao repre-

sentar relagoes entre 948'9ag,0* YaB,ij € 9,5,0i* due por
'(10) assumem a forma

1 &, ZM

-39 (—gm‘#nn =0

10
~(1)

. 2M
3 g' ('_gl;‘il)*“un‘o

qualquer que seja a posicio x.

L .
Em particular sobre S teremos
por (11) quatro relacdes entre as 20 componentes dos daddos ini
clais guv(xr.O) e éuv(xr.O). Dal decorre que 4 das equagoes de
Einstein sao-limitacdes sobre as condigoes iniciais, as quais

ja ndo podem ser arbitrariamente escolhidas. Tem-se tamb@m

{f11) As identidades contraidas de Bianchi que implicam em
T?: = 0 geram o que se chama vinculos primarios, que ndo sao
as equacdes {11}, poreém representam como Dirac provou que oS
momenta conjugados a 90, Se anulam., Elas ndo se alteram se exis

tirem fontes do campo,

(1i9i) As relagbes (11) sdo chamadas de vinculos  secundarios
na formulagado Hamilteniana, ov vInculos Ramiltonianos.Elas siao

obtivamente, alteradas pela presenca de fontes, pois s3ao parte
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das equagdes de campo. As (10) em presenca de fontes sio

-2 1
953,00 = {Ti5-Myy) 00 " JUU 94 T
portanto, obviamente, a presenca de fontes modifica também o

problema de Cauchy para as gij‘

{i1i11) 0 fato que 99, ndo & uma varidvel dinamica através das
equagtes de Einstein; pode ser visto geometricamente como: con
sidere uma transformacdo de coordenadas que sobre S & a fdenti

dade mas que fora de § € arbitriaria; por exemplo:

K'u = xt s Eu(xrsxo) »
o= 20 Fx")

As equagdes de Einstein sendo invariantes, sob essa transforma
¢80 ndo podem conter varidveis que mudem sob essa transforma -
¢30 sem compensagdo vinda de. outras variiveis. Acontece que
gﬁu € uma varidvel dessa forma pois ela mede um intervalo dxo

normal a $§

ds -‘/ goudqux”

e, portanto, varia nessa transformag3o. Assim, tomando-se todo
o conjunto = de tais transformacdes geraremos « conjuntos para
g, » © que mostra que ales nioxsio varidveis, a serem determi
nadas via uma ltei dinamica.

A linica forma de se evitar isso seria fixar o siste-
wa de coordenadas, tal como por exemplo, pelas condigoes 90u =

- 63. Entretanto, ndo {remos fazer isso pois isso quebra o prin
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vidade geral eliminam 4 dados de Cauchy, por exemplo gopfi) =
U _
Restam entdo os dados de Cauchy f,(X), 9;(X) e h{X),

a comparacao com a relatividade geral sendo

ELETRODINAMICA . TEORIA DE EINSTEIN
" . ] + 0 r : r
E‘u(“”- ):LD,.D’E‘U-U{X'X ﬂx”-o 9,0 s0) 5 g, o(x",0)

{Dados de Cauchy)

Condigdo de Gauge elimina um da Condigic de Gauge elimina 4 dados
do de Cauchy: ¢’o(i) de Cauchy: (guu 0
Restam 7 dados de Cauchy Restariam 16 dados de Cauchy
fi(;) ’ 91(1} » h(;) 913(1) - 913.0(;} M guu.o(i)
A varidvel h(X) que & essencial A variavel 90 0(?) que depende
mente Gauge variante ainda & da escolha de coordenadas fora de
presente. S & ainda presente.

Das equagdes [ ] Au =0 se tem

Ay oo (") = A L (x"a0)
‘_no(xr'“o) - ¢.kk(xr'xo}

Calculos simples dio a solugio para ¢ de acordo com o problema

de Cauchy

o 0,2
o(x".x%) = n(x") v x°f1'1(x‘”.) Tt 9y 4 (x") +

0,3 '
+ -‘ls-L vzfi.'i(x'f) o S Q7)

similarmente para I
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A, (" 0y . ¢ (x") + 0 () + g:”lz ver, (x"
1 {x7,x7) 1.3,) x"gy(x" 1{(x%) f

10,3 ' S
¢ 2 v2g (x") + .. (18)

. Sob transfornacﬁes de gauge

Ai(x'.;o) = Aitxr.xo) + A.i(xr.xo)
* (19)
0 (") a8 x®) + a g (a7 0

onde A & solugio da equaciio de ondas, [ JA = 0.
Vamos, por analogia com a relatividade geral, tomar

A tal que
A(x",x%=0) = 0, pars todo x" & § (20)

entdc ela & da forma (por expansio em sfrie de peténcilas dexu)

0.2
A 0) = Ba(al) » 1521- b(x"} + ... . (1)

ent3o, qualquer que seja (xr,xo

0,2 |
=0+ 50 s - bEalexNe... <0

. (22)
em particular para xo + 0 (em S) se tem
b{X}) =0 , X ¢ § (23)
De {(20) segue-se que
AY(x",0) = A((x",0) , Fes
(24)

$'(x7,0) = ¢(x",0)0a(x") L FeS
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portanto a,(xf.xD) € gauge invari{ante sobre S e corresponde as
sim ao gij(xf.xoj da teoria gravitacional. Da¥ também se vé

que

¢(xl’.x0) - gou(xroxo)

Pelas definicdes dos dados de Cauchy se tem por (19)
e (24} sobre S:

f£1(X) = £,(X)

R {X) = WiX) + ai{X)

gi(I) 91(*) + .‘1(§)

p'{X) = p(X} + B(X) = B(x} (por (23))

Logo, sobre 3 f(ﬁ} e p(X) = f1 1('f) sdo gauge fnvariantes.Dis
*

s0 se pode decompor Re ¢ em duas partes:

- tal que A1(I) e ¢(I) sdo gauge invariantes e 51(11) e ¢(II)

sdc gauge variantes:

0,2 :
A x0) - (k) e L2 )+

0,3
Ai(!l}(xr.xo} - xogi(i) + 1331- vzgi(I) + ...
g o3 (25)
Q(I)(xr.xo) = xofi.i(Il & 1531— v2f1;1 + oaan
(11}, .r @ + /;B 2 +
R e N TR L S R ¢ S I

Uma outra forma, que & matematicamente equivalente ,
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para se obter esse resultado e que foi usada por Arnowitt, De-
ser e Misner para a teoria linearizada de Einstein (com indica
¢des de eventual generalizacgdoc para & teorfa nio-linear} & a
sequinte: Qualquer campo veterial pode ser decomposto numa

parte de divergéncia nula e novira de rotacional nulo:

L

ch

¥ T (x ,xo) =D
E1Jk ';'k(xrlxo) = 0
ou seja,

v TOx) = vty -y ;‘2 {v-¥)

) T *vq3 .
-V -y f G(%, % vy, V(X )ex

Ve ]
AICOER2 ;% (3.7} = ;fT f G(H, %! vy, V(%' ja3x
onde G{X,X') & a fun¢do de Green do Laplaciano. Sob transforma
¢coes de gauge A; = Ay + V44 se tem
KT (amx®) = AT (" x0)
RLxox®) = ARG an0) o Sa(aT a0y

portanteo .
T %D
Lo I(Il)

Sobre $ por {25) se tem:
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(A (I’Lx' u) = A, T(x",0)

A (II}(x 0) -9

4
oI x".0) + o

s M,0) = Bk = oH(x",0)

Da¥ se vé que sobre $

¢ = ¢L em $ %,

A Lagrangeana de Maxwell @

% (i + v¢)2 - % {9 x I)z - ot + 3%

=2k, i + 99 ==L
-}

= ﬂé =0
39
A relagdo 7 = 0 @ um vinculo primario, seu aparecimento 2 de-
vido 2 que L & gauge invariante, e com i se constroi a quan
tidade gauge invariante i + V¢ porém com § $0 existiria a quan
tidade gauge invariante ¢ + v-A que se anula pela condigio de
Lorentz. Portanto, ndc existindo nenhuma quantidade gauge inva
riante formada com ¢ a L nao pode depender de ¢ . Na teorfa

de Einstein isso corresponde a

3L
20 - ZEtnstenn
9un.o

por raciocTnio semelhante com gu0 0 nio se constroi nenhyma
»
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quantidade invariante sob transforma;ﬁes arbitririas de coorde
nadas se anulando scbre S, da? Lg nio pode depender de 90,0
A densidade Hamiltoniana de Maxwell &

Bedh -z a3l e g (vxB)Z - Tk 4 9 (vh +0)

0 vInculo T = 0 deve ser mantide no curso do tempo (invarian-

cia dinamica de'gauge). dai

o de

= Vp+p=8

que & o vInculo secundario ou vTnculo Hami1tontano ™). Na teo-

ria de Einstein se tem na formulacgzo de Dirac

Ipirac * Leinstesn * divergencia

tal que existem os vinculos primirios (decorrem das identida -

des de Bianchi)

3L
ngua -a-_..-g._..-o
90,0

A Hamiltoniana de Dirac &

Hy(t)= ! x By (x"x0)
apix) = (6972 5 (x"x®) 4 g, B ("0

tal que os vinculos primarios sac mantidos no decorrer do tem-

po gerando 4 vinculos secundirios:

(*
correspondendo 3 equagao de Maxwell VE+p=0.
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,‘}g“ 2 0 re— g'f(x'.',xo) =0 , Et(x'f.xo)' =0

onde

g = o' [Euvguv.s - Z(Duvgus}.v ]

-1 rs 1 r. s rs
EL'K’Eprsﬁfprps]+Ke Ses

rs .
B ———
agrs.o

rs r
- & T9gk = S

Tndices sao erguidos com e"® (tri-geometria) e Sps € o tensor

de Ricct da geometria tridimensional

PSS A | L A 1
srs rrs,z I'M..s * Tes Tay = Tpp Toy
v .1 us -
Thvw=3ze (gsk.v * 9sv.k gkv.s}

0s vinculos secundarios #° = 0, B = 0 correspondem
3s 4 equagles de Einstein Gpﬂ = 0. As seis equagles restantes,
613 = 0 s3o0 6 equagtes de propagagido para os 6 gij(xr.xu) po-

rém elas contdm coeficientes arbitririos (g% e 9gpt:

95 (") = [y ax®) i (x0) ]

portanto, t3o pouco est? univocamente fixada a propagacio tem-
poral dos 9i4- Necessita-se impdr condigdes de coordenada.
Na eletrodinamica a introdugdo de varidveis transver

safs elimina o vinculo secundirio:

v-BY = 0
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se p =0 ele ja nio aparece em HByoswei)s € P # 0, se tem

V.EL = ~-p, dando
3,_ - 'v("i'z e)

Na regiio onde nao ha cargas (campo livre de radia -
_¢80) se tem Byaxwell oM termos unicamente das varidveis trang

versais pols af FL ~8 ,

122 1 2Ty . densidade de
y=gep+z (Txdl) energia
da¥, a dinamics & via ET._KT e os PB canonicos devem ser re-es
critos em termos de EBT.IT:[ que seriac os PB modificados ,
adequados para a quantizagdo. '
A parte restante de A, ou seja IL que fica arbitra-

ria @ fixada por escolha de gauge, como por exemple fazendo
[ e d
xl-o—*&l--vh‘g

Tal método se aplica na teoria linearizada de Eins-

tein via quantidades gidTT, pijTT

que sdo tensores de Lorent:z
gauge invariantes sob a gauge de spin 2. Porém existem dificul
dades na generalfizacdo para a teoria completz nao linear pois

a7 ja nio poderemos definir coerentemente variadveis tipo T.
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8 - LEIS DE CORSERVAQIO E RADIACAO GRAVITACIONAL

Nessa sessio vamos considerar dois problemas basicos
da teoria de Einstein do campo de gravitagido, quais sejam as
tefs de conservagac e a radiagao gravitacional. Vamos analfsar

em separado cada um deles.

{a) Lets de Conservacdo — Equacdes de Continuidade em Relativi-

dade Geral

Retornando ao teorema de Noether geral tratado antes,

temos a identidade
LA By, t Etji =0 (1)
onde

Byp = e (xImy (x) - eV (xIvp ()

que no presente caso @ gerada pela transformacido de coordena -

das no espago de Riemann: Yp * guv

sx' = e¥(x) ln) = )
ou seja, faz-se { » v e 51 + 63.

De (1) vem
A, v R Y L
L (e ngy = B oTay) ¥ Ft'y 0 (2)

Usando a identidade de Bianchi proveniente do teorema de Noe-
ther:

thny, + (L‘ygu)_u =0 (3)

tem-se:
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Py = -0

substituinde em {2) obtém-se,

_ v Au ek = -
€ (LTvpy), - 5 Tt F 8t =0 %)
ou seja,
¥ =
sl =0 (5)
com
W oo FeH - WA
g 5t e'L YAy (6)
De (5) decorre que
g = yleal
¥
e portanto,
] - el _ AU
UEI.:c[: Bt A (7}

A quantidade U[Eél ¢ chamada de super-potencial. Historicamen-
te, 0 19 super-potencial foi introduzido por‘Freud { P. von
Freud - Ann. Math. 40, 417 (1939)) em conexdc com o pseudo -
-tensor de Einstein.

0 que existe de mais andlogo a uma leil fraca de con-
servagdo de energia e momentum do campe gravitacional isolado
@ obtida em (5), (6) fazendo A .o

ELI N T
e Et’u 0 (8)

recordando que 5tY tem a forma

Bh = TG |5 - 9 (n—) | Fg pt T e — +

&g
ag“so]-l aguB.ku agGBnl-l\J aB,uv



-877-

+ /g R ¥

Pode-se provar (AR. Komar - Phys. Rev. 113, 932 (1959)) que (8)

——

assume a forma

Etl.lu = { .{_:K-E {90“5‘:\’ ° g“vg? )o(ﬂl } (9)

Entretanto isso nio implica numa lei verdadeira de conservagdo
de uma quantidade fisica, pois Y depende das fungoes arbitra
rias e¥(x). De (9) vem que o super-potencial candnico (prove-
niente do principio variacional) & '
] o =g ;,0v. M . uv_ O
pledl o £ (gl g"Vel,) (10)
As quantidades Tt e U{EQI nzo sao tambem univocamente deter-

minadas pois

To¥ . ged + v _
" (11)
v el o yldd , ydd
sao tao adequadas quanto as originais. Por escolhas apropria-
das de ev(x) e Vtﬁil(x) poderemos obter viarios pseudo-tenso -
res de “Momentum-Energia® e seus correspondentes super«potenci

ais.

Como exemplo, impondo-se as condigdes de coordenadas
3,775 ¢"%) = 0

para fixar as e"(x), temos que enfraquecer o grupo arbitririo
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de transformagdes de coordenadas, pois essa relagao ndo & cova
riante sob transformagoes arbitrarias de coordenadas,porém cla
ramente @ invarfiante sob transformagdes lineares tipo Lorentz

Tomando ent2ao

e¥ = aM = constantes

que & parte do grupo de Poincaré, tem-se:

u TR
ey = gt 2

e obteremos o super-potencial de M31ler por {10):
. /=g ]
pledl . = (:g""{u';}_ - "V e
= au "UEIUJ
a
‘dssociado ao pseudo-tensor "t"u de M81ter

M o L H
BtH = a% yt7

a

uoo | 28 %V - BV o
oo [:_?i {9 {5 -9 {vu}il’
_ " uv uv 2 wv
Observa-se que pt= depende de 9" ", 3.9 e 3u39
portanto nio se anula localmente.

Qutras possTveis escolhas sdo:

(1) Einstein: pseudo-tensor

[}
/g the-dU o4y ok
E"v v PO,V agpd.u

onde L' & a densidade Lagrangeana reduzida dependente so de

(guv’ aaguv) .

Von Freud provou gue o super-potencial associado a
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Etvu & (ver citagio anterior)
2c /g 0Pl = g (9(g¥%gPP - gMgP%)) |

ou seja,

uo up
ey FU\I:: :Ip

_ | = -
0 pseudo-tensor Etv depende so de guv e 3uguv e pode, portan
to, ser feito zero localmente por escolha de coordenadas.
Per outro lado, Htv“ g livre dessa dificuldade e se

mostra que oS super-potenciais estdo relacionados por

vy vJ u g ag v
"uEJ - 2,_.uL:3 - Fupﬁ'_:l + 6 FuEPJ

(2) Pseudo-tensor de Landau-Lifschitz

we . gufval _ = =
Lt L“ G :Eu tambem fungao de 9,,¢ 3a9uu

B - g g D

Para referéncia sobre outros pseudo-tensores ver: J.N. Gold -
berger - P.Rev. 111, 315 (1958); P. G. Bergmann - P.Rev. 112 ,
287 (1958).

Como o que deveria ser conservado em cada caso & o
quadrimomentum total do campo+fontes, deve-se obter equagoes
impYicando nisso em cada uma das situva¢des vistas antes para
os pseudo-tensores tu“ do campo gravitacional. VYamos mostrar ,

sucintamente, como se faz isso para o pseudo-tensor de Landau:
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Pattindo de:
1

u L
I T R LI PR
vin g ax* ax"

que nio exprime, tal como estd, nenhuma lei de conservacao.Ma-
peando para um sistema localmente geodésice (aaguv + 0 local -

mente) se tem um analoge de lei de conservagio:

aTH

v
= 0
axH

Usando as equagdes de campe
uv c4 jTAY) 1 v
T =g (B -7 9 R)

e a expressio de R"Y no sistema localmente geodesico, se ob-

tem

v lEITF'FET_T [ -9)(g"Vg ok_ AL vk):[]

Logo, o superpotencial de Landau nesse sistema de coordenadas

e:
el . m—x[{ -9) (" - 9“"9""}]

ou seja,

-y - B 2

Indo de volta para um sistema arbitrdrio de coordena

das se deve ter em lugar de {(12) a equagido
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4

(=g) (T & | P) = buptﬁila (13)

onde se observa que necessariamente Lt““ = f““{gﬁs;{gi}) para

t' & um pseudo~tensor., Para calcular

se ter {12) e portanto, L
seu valor usamos 0 mesmo processo anterior de trabalhar com as

equnbﬁes

™ & E%% (R*Y - J g"VR)
agora envolvendo todos os termes no lado direito, e chega-se
ao resultado escrito na pag. 318 do livro de Landau-—ﬂifschitz
(Classical Theory of Fields).

Assim, em geral, qualquer que seja o pseudo-tensordo
campo de gravitacgdo, se usa eqﬁacﬁes de “conservagio” da for-

ma global (mateérfa+campo):
VoY vy .y D
Ty 9 {Tu tY ) Uu N

Finalmente se observa que localmente nio existe uma
forma univoca de se expressar a lei tofal de conservagao de mo
mentum e energia do sistema campo gravitacional+fontes , pois
existem infinitas escolhas de pseudo-tensores da gravitagio.ls
so em parte esta relacionado ao fato que Ry nio possue, em ge-
ral, a simetria chata de translagoes necessaria a uma formula-

¢30 de conservagdo de quadrimomentum.

(a') Quantidades globalmente conservadas para variedades 4que

possuem vetores de Killing assintoticos

Considere uma hipersuperficie espacial que & assintg
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ticamente paralela 2 uma hipersuperffcie xo = constante.

n®(1,0)

Em torne de ponto P, assintoticamente, podemos mape

ar a metrica na forma

1
v = Ty * O ()

A equagiao de Killing nessa regido assume a forma

] P 1, .
Mpboy * Moyiiy * 005) 0

suas solugdes sdc* do tipo chato em 12 ordem

] p 1
£ = gp + 0 (3)

Nesse caso teremos para o super-potencial associado ao vetor

de KilVing Eg {at@ a ordem 1/r):

Uﬁ'ﬂ = ¢%.p fual> , %y Geal
EP A a o

onde

w WV O
9" Epsy

: : .
Epu'--]tmEl ) _’Eﬂ (QWEP?H

| T, S T SR S 1 A
EP;v e, + {“A} G A {vx} €

dat
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v, uala . [il" E““(Ia;cg + {0y a%) - 9“"(;253 +'{“‘;}x°‘):|' (14}

uuﬁﬂﬂ - —”%i E‘“’{v‘;} - g“"{vi}] (15)

Considere a integral

B [uc] R § o
P J EPU i) dcu £y 1 at et Ju
o
onde
- (
X i Gl
R UL (16)
log
[, Ed
[+)
Ja = (Uc ).a dou {(17)
lg

Pelo teorema de Gauss
{ (uu@"]")'o do, - L (a‘!@‘ﬂ").;u d' = o

como o campo métrico no infinito espacial tende a L teremos

por (14)

LTI
8§,

ali pa, o
UQEJ - N n 61
o
que & constante, logo,
ali :
(UCEJ )nc -.'
. =

portanto,
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f (02N ; do

implica em

] (UGEIU]A).U dgu = I (Uuﬁlﬂl).c d“u
a4y 9
portanto

X
j (Ua[ﬁél ).o dall
a

independente da hipersuperficie escolhida para calcular essa

0

integral, portanto tomande em particular ¢ = x constante, vem

Sy [ 0B, e
ax” Jy '

Similarmente

d Gdl 3, .. d 0 3
- v d°x = —¢ t d°x = 0
dx J ( o )’0 dx I @

que corresponde as leis assintdticas de conservagdo do tensor
de Momentum-Angular e, do quadrimomentum totais dentro do volu-
me V ocupade pelo campo.

As correspondentes densidades sdo

[ 4
» 7

e - By { L3 (™2} - g"“{;;1)}

+d o

. (Uuﬁ"jl) - { (g“”"e‘1 g*e + gw{\:;}xk -
_ aHv; O A
g {vu} X ’}.a
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Tem-se entdo assintoticamente leis usuais de conservagdo, pois
ay R, apresenta as simetrias de ¥,. 0 fato que t"u e M“"'A s3o
pseudo-tensores deixa de ter relevincia pois nessa regido pseu

do-tensores sao identicos a tensores.

{b) Radiacao Gravitacional

Campos eletromagnéticos de radiagdo sidoc campos nu -
Tos no sentido que seus dois invariantes de Lorentz se anulam
= pPHLOV -
11 n" n Fqup0 0

= gHVPY -
Iz £ FHVFPG 0

0 campo gravitacional possue em geral, quatro invari
antes da.curvatura. dois deles quadr2tices no tensor de Rie -
mann e dois cubicos. Vamos denota-los por J, (A = 1,...,4). Na
classificagdo de Petrov, se todos os J, se anulam, entao a geo
metria LI g de um campo gravitacional de radiagio.

0 fato de que todos os fnvariantes se anulam simulta
neamente & caracteristico do campo de radiacde, por exemplo

no caso eletromagnético
2 o
|8 A“ =0 A = A @

AY a0 k2 =0 , %% =0
1 a

L°g°l

Fuv - kv‘ﬁ - kuAu

. phv - Vel pMaVy
Fuof™” = (kA =k A Y (KVAV-KHRY) 0

similarmente, I, vai ser nulo.
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Diversas solugbes exatas das equagdes de Einstein do

tipo N s3o conhecidas:

H. Brinckmann - Math. Ann. 94, 11% (1925)
N. Rosen - Phys.. Z. Sowjet - 12, 366 (1937)
1. Robinson - 1956

Na discussio do problema da radiagdo gravitacional ,
s5¢ usa os conhecimentos gue obtemos do mesmo problema em ele -
tromagnetismo, mas infelizmente, a teoria da radiagaoc. gravita-
cional se difere em diversos sentidos da teoria eletromagneti-
ca correspondente, de forma gque essa analogia & significativa-
mente reduzida. Assim, no tocante 3 interagzo da radiagdo com
as fontes, ondas eletromagnéticds tem origem nas cargas  mas
elas nao transportam cargas para fpra das fontes, enquanto que
ondas gravitacionais tem origem na matéria e transportam mate-
ria para fora das fontes, pois levam energia para fora das fon
tes. Entretanto, se nos restringirmoes a ondas planas na zona
de radiagioc nio teremos esse problema pois estamos longe  das
fontes. E interessante fazer um resumo do problema de ondas

planas eletromagnéticas: as equagdes de Maxwell

pe -
n aaFuv = 0
wvpo
€ aonD = 0
tém solucdes
0 ik.x
Fuv = Fuu e (18)
k"?w =0 (19)
wvpa, 2
£ KoFyp = 0 {20)
(19) e {20) sdo lineares e homogéneas em k" e ? e prova-se

uy
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que elas possuem solugdes ndo triviais para ?;U somente se fo-

rem satisfeitas as condigoes

?H“P"“ =0

a"""’?pro =0 (21)
2

k™ = 8

De fato, em (19) e (20) k¥ poderia ser,em principio, de trés
tipos:

{i) temporal
{i1) espacial
{(i11) nulo

Caso (1): podemos escolher um referencial tal que k" = (ko,O)
e se prova diretamente de (19) e (20} que
?w-e

que & uma solugdo trivial sem interesse.

b

-]}

Caso (i1): existem transforma¢des de lLorentz que Tevam k"

forma: k" = (O.E). Escolhendo eixos espacials tais que k'y

N g-3 =0 e substituindo em (19) e (20), obtém-se ?uv - 0.

Caso (i1i1}: existem transformacdes de Lorentz que levam ku a
form-ku = (ko. kl’ 0, 0) com k1 = tko. e nesse caso, (19) e
{20) terdo solugdes ndo triviais que satisfazem as condigoes
{(21). Por uma transformagio de Lorentz, conduzimos ku a forma
geral pro&m (21) por serem invariantes, serido validas em qual-
quer referencial inercial.

A equagdo (20) pode ser re-escrita como
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e¥7Pe (kapvp - kaop

o
MVP (F—pvkd - ?Wtu) =0

egiivalentemente podemos escrever em sey lugar as equagbes

Fors ka] = © (22)

o -
pois a diferenga entre F e F & meramente uma fase.
Campos nulos eletromagnéticos em ¥, satisfazem (19)
e {22). Por analogia, definimos campos gravitacieonais nulos em

relatividade geral, na zona de radiagdo, pelas condigoes:

(1) 9 =0, 6, =8 (23)

(§1) existe uma congruencia de vetores nulos ku tais
que

u =
LA 0 (24)

RUVEU k)‘j = 0 (25}

As (24) e (25) correspondem as {19) e (22). Em adi¢do, o ten -
sor de Riemann sofre descontinufdades somente através de super

ficies nulas que representa a propagagao de uma singularidade




-889-

da geometria ao longo das normais as hipersuperfTcies 1,

GeodEsicas Nulas

0 conceito de geodasica nula, assoctade 3 propagacio
da singularidade da geometria associada ac campo de radiagio
lenge das fontes, serd agui tratado de forma resumida. Sejz a
hipersuperficie o(x®) = constante, entdo

= u =
do O"u dx 0

tome a normal a essa hipersuperdeie como sendo um vetor nulo:

k =0 (26)
= 0 (27)

De (26) vem: (devido a que os sTmbolos de Christoffel sic si-

métricos)

Kuiv = (0, d50m (0,00 = Ky | (28)

De (27) temos
u | (R
ku;vk + kuk;v 0
por (2B) isso vale
u u = 29
kv;uk + kuk;v 0 (29)

use que g”?v = 0 para escrever o Ultimo termo dessa eguagdo

como

ua et - O
k¥ . = K% K%y, q

v [ RV
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Portante, (29) fica simplesmente

K"k, = 0
viy

erguendo o Tndice vy teremos

k“k?u = D (30)

As equagoes (27} e (30) descrevem a congruéncia de geodésicas

nulas dessa geometria.

Aproximagdo do Campo Fraco Radiante

Solucdes exatas representando radiagao foram citadas
antes e nao serao consideradas devido ao pouco tempo disponi -
vel para esse curso. Entretanto, solugbes aproximadas podem ser
discutidas de modo resumido. Einstein foi a primeira pessoa
que discutiu a possibilidade de existencia de radiacdo gravita
cional (A. Einstein - Sb. Preuss. Ak. Wiss. 154 (1918}) na apro
ximagdo do campo fraco. Na discussdo desse fenomeno aparecem 1o
go dificuldades que devem ser resotvidas: Se se deseja obser -
var efeitos de radiagdo gravitacional na teoria da relativida-

de geral, deve-se ter:

{i} Um processo de se medir fluxo de energia radiande para fo-

ra da fonte.

(i1) Consequentemente deve-se ter uma equacgic tipo continuida-

de tfu =0 que dé

d 0 r
;;U [ t dyY + { t nrdS = 0
¥ S

{(11i) Entretanto tfu =0 nio & uma forma covarfante, & portan
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to tal medida dependerd da escolha de referencial, Paralelamen
te, as integrais representando o “fluxo de energia em geral
irdo depender da geometria da superchie S que em relatividade

geral & um elemento dinamico, e isso implica que o "fluxe"

nic & bem definido pois ird variar com S e ndo somente com
d ! o
t° dv .
dx0 v

Segue-se entac que devemos tomar modelos simples pa-
ra campos gravitacionais radiantes que gerem geometrias tais
gue esses problemas n3o aparegam. Um desses modelos &€ o campo
fraco que possue os vetores de Killing do espage chato e nétri
ca nuv-dada..nessa geometria (Minkowski) existe trivialmente,
hipersuperficies xo = constante, ou sejam: volumes V (segdes ,
ou partes finitas da hipersuperficie xo = constante) e seus
contornos S fixos. Outra possibilidade & tomar para campos for
tes a regido assintdtica onde ele & aproximadamente fraco. O
proximo passo & definir t*. Einstein para isso usou o pseudo -
-tensor (aqui um tensor pois estamos na eproximagac do campo

fraco) Etvu e fez:

#

{a) Resolveu as equacdes de campe linearizadas na Gauge Harmo-

nica de coordenadas:
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de ?“ = xo - % corresponde & solugao retardada das equacdes

de onda nio-homogeneas,

(c} Substituir essas componentes na expressdo do tensor Etuu

e calculou

E = [ gto 4V = f(t)
v

e obteve
3 3
gt .k Ss Ty, o
at a5¢0  dto a3 | vs Cur

onde Qrs & o momento de quadrupolo da fonte

Q. = I p (%, 9 - %) (355 - r2s"5) gy,
¥

dai segue-se:

(i) 0 valor numérico dessa perda de energja pela fonte, mes
mo para objetos astronomicos, € muito pequeno, tac pequeno gue
seu efeito sobre o movimento desses corpos mesmo em intervalos
de tempo cosmico & negligivel — para estrelas duplas (que tém
momento de quadrupolo} a perda de energia em um ano e n 10'12

de sua energia total).

(11) 0 fator de perda de energia gravitacional por radiagao
e proporcional a IICS. em contraste, o mesmo fator em eletro -
magretismo @ proporcional a 1/c3 — isso implica que para um sis
tema de corpos num campo gravitacional existe uma Lagrangeana

que descreve o movimento self-acoplado do sistema até a ordem
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(v!c)“, em contraste, em eletromagnetismo a Lagrangeana existe
até a ordem v2/c? pois a partir da¥ o sistema irradia energia
(3L/3t # 0) e J& ndc forma um sistema fechade. Em ordens supe
riores a vzlcz (vslcs} deve-se formar a Lagrangeana para o
sistema cargas {massas) e campo de radiagdo eletromagnético(gra

vitacional).

(1i1) Eddington calculou a energia irradiada por uma barra

em rotacio e achou

p o 32 k%8
3 __:3"

1 & o momento de inércia da barra. Se seu comprimente @ 1 m
e ela gira t3o rapido quanto possTvel para nio gerar stresses
internos, radiara 10730 ergs/seg , que & um valor demasiadamen

te pequeno.

{1i11) Para poder se observar efelitos de radiagdo gravita -
clional, deve-se,portanto, ter corpos muito pesados, acelerados,

na escala astronomica e que possuam momento de quadrupoloe.

Condicoes Assintdticas para Radiagdo Gravitacional

Se o campo nio & fraco, ainda podemos usar métodos
assintbticos para discutir a radiagdo gravitacional. A primei-
ra contribuicido importante nésse sentido, foi feita por Traut-
man (Bull. Ac. Polon. Sci. 6, 403 (1958)). Ele supde que o cam

po gravitacional radiante define um escalar n{x) tal que

L)

u(x) = constante & uma hipersuperficie nula. Entdo l:]_l =u,

um vetor nulo e & usado para definir uma congruéncia de geodé-
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sicas._nulas.

Assintoticamente, existe um mapeamento tal que

—t

v =My A, ) (31)
a gquantidade

2]
Ay luv 7 M A

por decorréncia das equagdes de campo satisfaz 3 equacao de on

das na ordem (1/r), e &s condigdes de gauge

*’V, 1
IV 0(—7) » A 0 ()

A equagdo de ondas implica que na ordem {1/r) as derivadas sio

obtfdas multiplicando-se as fungoes pelo vetor nulo ku:

Tuvap = Ruvap * O () T Ak, 4 0 () (32)

por exemplo, se:

L 20 elK.x
uv uv r
Au\hD L 1] {:z) = ']uvkp + 0 (:2-)

Com (31) e (32} calcula-se o pseudo-tensor de Einstein na regi

o0 assintotica

¥, H 1
A N R
onde
o aR Lt L SN SYL S S B I
370k wv ~ 2 M Yo :z ’
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pois, por (32) 1uv = 1uv(%). Uma integral de superficie de
Etor do tipo anterior, serd finita e representard o fluxe

de energia de acordo com os resultados vistos antes. Cornish
(Proac. Roy. Soc. (London) A282, 358 (1964)) mostrou que o va-
lor dessa integral € insensitivo em relacdo ao tipo de pseudo-
-tensor usado, desde que as condicdes de contorno (31}, (32} e
a gauge de radiacdo na ordem (%} (A;v’“ = 0(?%)) sejam satis-
feitas.

Portanto, esse e um método para se ter teoricamente
valores adequados para fluxo de energia radfante na regiao
assintdtica em relagdo as fontes.

Prova-se ainda que na ordem (%) as condigoes de Traut

man implicam num tensor de Riemann do tipo radiante, visto an-

tes (ondas planas gravitacionais}):

TR 1
Ruvpok 1] (:!)

1
Ruv[éoki] =0 (:?)

ks

Para finalizar esse resume sobre radiagao gravitacio
nal, nota-se que teoricamente pode-se predizer um fluxoc de ener
gia radiante na regido assintgtical™), ou entdo o fluxo corres
pondente emitido por campos r;diantes fracos perto das fontes.
Em cada caso tem-se o problema que a energia emitida € muito
pequena {(para massas astronomicas usuais) para poder ser obser
vada dentro dos padroes convencionais,

Como f1tima informagdo, falamos brevemente no proces

W -
™ (onde o conceito de energia e momentum do campo gravitacional & bem de
finido).
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so de absor¢cio dessas ondas; esse & um efeito de curvatura ge-

rade pela equagio do desvio geodesico

u L (Y )
3 o dx” ax” dx” _
52 " Fvpo s as v 0

.
oz d‘_
ds
W3
R¥ gera um “desvio® entre duas geodé@sicas vizinhas de acor

do com essa equacdo, dado por: E¥ = §xP/8S. Se Mys M, S3c par
tes de uma "antena" para medir essa radiagdo, e formam um meio
eldstico, eles entram em vibragao ao detectar a onda gravita -
cional e transformam a energia gravitacional da enda em ener -
gia de vibragdo do corpo eldstico. Weber usa quartzo piezoelé-

trico para medir essas vibragdes em seu aparelho.
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9 -~ PROBLEMAS DE QUANTIZACAO DA RELATIVIDADE GERAL

Introdugdo

Sozinha, entre todas as teorias clidssicas, a gravita
¢2o tem se negado a ser colocada sob forma quSntica._apesar de
todos os esforgos até hoje feitos, os quais j3d datam de 40 anos
atras. Em vista do fato que as equagoes clissicas de campo
permitem a existéncia de solugBes homogéneas que podem ser in-
terpretadas como radiagdo gravitacional, & muito dificil de se
compreender, que a radiacio gravitacional, quando eventualmen-
te observadas, nao iria transferir sua energia, momentum e mo-
mentum angular em quantas. Assim, nés temos toda razao em espe
rar que de fato exista uma tecria quantica da gravitagao que
desse conta de tais fendmenos.

Mesmo que eventualmente fosse encontrado que campos
gravitacionais nio transferem energia em quanta, a importancia
de tal descoberta nac seria completamente inteligTvel sem uma
teoria quantica da gravitagdo com a qual fosse cémparado esse
fato.

A teoria classica da gravitaczo & uma teoria enorme-
mente complexa. Ela possui dez equagdes n3oc lineares para  as
dez componentes do potencial gravitacional, elas s3o sujeitas
a um grupo de ‘gauge dependente de 4 fungdes que implica que 4
das equagdes sao constraints {vinculos) sobre as condigoes ini
ciats. Consequentemente, tem sido provade ser muito diffcil ob
ter-se um conjunto local, nip redundante de variadveis candni -
cas que pudessem ser usadas para nelas se aplicar a quantiza -

¢io por correspondéncia (quaﬁtizacio candnica).
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Nessas 4 ditimas decadas varias formulagdes foram su
geridas, ou para resolver essas dificuldades, ou para e#ifi -
-Tas, porém todas elas encontraram poucod sucesso e nada conse-
guiram quando aplicadas ao desenvolvimento de uma teoria quan-
tica da gravitagio,

Apesar de que as dificuldades técnicas de ordem mate
matica sio admitidamente enormes, apds 40 anos no deserto deve
riamos suspeitar que talvez, em adigio a tais di{ficuldades .
gquesttes fundamentais de principio estdo barrando nosso cami -
nho para "a terra prometida®.

Por essa ra%ado, antes de irmos adiante, & necessario
examinar os fundamentos de processo usualmente empregado para
se construir a quantizagdio de uma dada teoria cliassica. A sec-
¢d0 que se segue trata sobre esse assunto. Na 32 secc¢ao, usare
mos o5 resultados obtidos para a quantizagdc das solugdes que
sdo assintoticamente flat. O método assim obtido poder3d ser
aplicado a quantizagdio de um sistema acoplade de teorias clas-
'sicas de campo de partTculas de massa nula. A 82 seccdo sera
devotada 3 uma consideragdo da versdo de Hamilton-Jacobi da re
latividade classica. Em vista do fato que temes toda razdo em
considerar que o funcional de Hamilton-Jacobi corresponda a
aproximagdo WKB do vetor de estado de Schrodinger (ainda nio de
terminado):

S

-1
1]

¥ YD e
que ‘no Jimite t+0 da a transigao

Eq. Schredinger + Eq. Hamilton-Jacebi
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Isso nos permitird inferir umas conclustes interes -
santes concernentes as novas caracteristicas de uma eventual

teoria quantica.

9.1 - ¢ Programa de Quantizapdo

As variadveis dinamicas de uma teoria classica desem-
penham um papel dua), de um lado elas sido usadas atributivamen
te, isto &, elas denotam atributos do sistema fisico sob con -
sideragdo, tais como locagido, momentum, energia, etc. Por ou-
tro lado, elas sdc usadas como operadores, isso &, elas geram

‘transformagdes candnicas infinitesimais.

(P+9) ~ (P.Q)

tal que

-

L"L"'g%!F:Fo"'E*(q!p) .F0=qp

F0 e a geratriz da transf. identidade. Entio,

= p +ede - p = - ¢
P=Pp+esg 6p =~ p - p € 5q = €[p»dl
L o
- g& = bl = ’H =
Q=9 +ezg 8 =0Q-9=c3 €q,¢

ou seja, gq.f.4{q,p) gera tr. can. infinit,
D uso atributivo @ o mafs imedfatoc e natural, e con-

sequentemente, fol empregado muito antes que o aspecto de ope-
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rador das variaveis dinamicas fosse reconhecido.

Entretanto, quando consideramos que 2o empregar trans
formagoes canonicas podemos mapear teorias umas nas outras,tor
na-se evidente que o aspecto de operador de uma varidvel dina-
mica & vital. Para esclarecer melhor esse ponto, lembre que

transf. canonicas mantém a forma das equagoes de Hamilton inva

riantes:
. 3aH A ak
93 Q= 3P
L o 1 K= H+ %%
- aH _ 8K
P q P n =H+ e %%

porém as equagoes de Hamilton em verdade sdo muito mafs que a
simples tradugac de uma teorfa, elas sdo em verdade uma repre-
sentacdo. Assim, uma dada "teoria" pode ser por exemplo , um

oscilador harmonico linear nas varidvels (q,p):

_ 1 2 s _BH _
H = gﬁ tz kg" + p = 39 kq
existem transf. canonicas tais que Tevam essa sistema na par -
ticula livre: P = 0, de fato, derivando a equagado da transf.no

tempo:

Ts
| |
-1
-
m
A
Lt ]
F-11
-+
| o
£
m|6
-
=Nl
+
tn‘w
Ly
—

fazendo



2

R

L 29 a3t

Deve-se entdo provar que J sols. para ¢{q,p). satisfazendo

essas relacoes. Temos:

mas
We-f-0 . F=d=G (cte)
2 2 2
R I R (RS R T AR
logo, temos as condigdes .
2
?
5355~ |
2
3%¢ P
(c - ) = kq
29 m 1]

Solugiio da 22 equagdo &:

3
6 = —"K__ 4 qe(p) + #(q)
6 (p-nQg)
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2
2 -.._'..ij._.p'(p)

q Z(P'HQD)
2
3351 =1 & uma condigao que determina Y{p). Consequente-
qp

mente, 3 uma tr. canonica tal que leva uma teoria na outra:

oscilador harmonico linear + particula livre

0 que acontece & que uma dada “teoria" & aqui repre-
sentada pelas equagdes de Hamilton mais o valor da Hamiltonia-
na, tal que dele decorre um certo valor para p, hum caso p =
= -kg, no outro p = & . Esse esquema oU "teoria" nem sempre &
mantido invariante mesmo se a equagdo de Hamilton mantenha sua
forma, basta que o valor da Hamiltoniana varie de modo a nao
preservar o valor original de p, e transf, candnicas podem fa-
Zer 15s0.

Em particular, o aspecto de operador € caracterizado
pela algebra das P.B.,que por sua vez prové uma realizagao da
algebra de Lie do Grupo Candnico da teoria em questdo.

Para transformagoes canonicas inteiramente reais, a

prop. de grupo diz que

§ ¢ = ¢ ¢ 1= ¢
@ ) Th &' &
¢ = e_¢ , ¢ ]

(3) 1) (2) \

== % 4
(1} (2)
pois:

F F
(0.0) »' (@.7) +% (3.F)

M

F " = ==
22 3.5 1 (@p)
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- -_azj[qc?)] ' {;)] ) j[E'tg') It (*)]}

52 (B o] Bl o]

pela identidade de Jacebi,

E_ o = 2_’ . | 2 N = .
AR Ef) (5)]_ ) E?) (EJ s
— }
= = 2_ . . .
- p-p' = Pe ¢ + ¢ ¢ = &+ @
¢ ¢ | [(n (z)—]i : (3} l{(1) (2)] '

Com a transigio para a teoria quintica, 0 aspecto
dual das variivels dinimicas se separa. 0 aspecto de operador
das variaveis & realizado por um operador Hermitiano sobre um
espago vetorial linear, enquanto que o aspecto atributivo € re
alizado pelos auto-valores desses operadores. 0 procedimento
de quantizagio candnica consiste em relacionar as varidveis
classicas com operadores Hermitianos de tal forma que um sub-

conjunto da algebra dos P.B. @ preservada como uma 3lgebra de

comutadores dos correspondentes operadores lineares.

Assim, se o observavel classico o corresponde o ope

rador Hermitiano A, entao

a + A
g = f{a) = B = F{A)

porem a7 existe uma diferenga marcante:
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atributo (a)+ eigenvalue A ou <A>»

u-r;ﬁ.v.a»
"operador™ o + A
B = fla) » B = F(A)
atributo 8 —+ eigenvalue de B oy <B>
v——;

*operador™ B + B

Do ponto de vista de operador, os mapeamentos no espago de fa-
ses gerados por a e f{a) nao sdZo trivialmente relatados tais
como 0 SA0 sSeus atriﬁutos. assim, se a = p, B = az. ¢ gera
uma translacdo ao longo de um eixo de configuragdio, porém gera
uma transformada canonica que sd pode ser expressa nho espaco

de fases:

&Y = [%(q.p).é] = %% {translagido)
$'Y = [i{q,p}.pz:] 2 a’ p {transf. no plano g-p}

Dada uma certa “teoria™ classica, pode acontecer que
o sefa um operador que mantenha a teoria invariante {ou covari
ante), porém g = f{a) pode nic ser um operador desse tipo.Da¥
decorre que na passagem para a teoria quantica deve-se procu -
rar qual o sub-grupo do grupo candnico que deve ser preservado
como uma algebra de comutadores de operadores Hermitianos. Uma

inspecdo nas teorias quanticas existentes revela que elas fo-

ram obtidas pela preservagao da dlgebra de comutacdo do grupo
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de simetrias do espago-tempo. Assim:

Grupo Galileano para a teoria nao-relativistica {fisica ndo re
Jativistica), grupo de Poincaré para a relatividade especial.
E por essa razio que a quantizagao procede mais facilmente em
coordenadas retangulares, desde que essas coordenadas sio adap

tadas s diregoes de Killing da variedade espago-tempo.

(E possTvel quantizar um sistema classico, por exem-
plo, em coordenadas polares, nesse caso entretanto, devemos ex
pressar as direcdes de Killing em termos de coordengdas'po1a -
res e impor que a algebra de movimentos nas diregdes de Kil -
ling sejam representadas por operadores lineares no espago de
Rilbert da teoria quintica). Como exemplo, na teoria nao-rela-
tivistica, o gerador do grupo de Galileu contém como um elemen

to o gerador de transf. de Galileu,

G(q.p) = - vpt + mvq

gque mantém invariante as equacoes de movimento de Newton

T
L]

]
a2
]
o

14=%
2
K-

De fato, na nova representagao

B
m

P--2 Q=q+[q,6]=9q - vt
Pep+]p,&8]=p-vm

[.]:a;- KaH+%%
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2
K=Hpy = gﬁ - pV = f% (P+mv)z - v{P+mv)

aK= .‘
—> =0 —> P=0

inclusive da lei de transformacaoc vem, por derivaciao no tempo

que
Poeb

e que, §ed -y

o que tambEmlse tira de

Porém, se modificarmos G, acrescentando um novo parametro de

aceleracio a:

6 » & = G(q,p) + % atalp - at.gm

Q+q+[9.6]=0q-vt+yatd
# .

P=p+[p,6]=p-mv+ atm

Agora, a Hamiltoniana varia como:

2
K=H+ %% = %ﬁ - pv + at.p + amq =

2
. (P+mv;amt! - v (P+myv-amt) + at (P+mv-amt)

- am{Q + vt - % atz)

-—b%&#o-'-bi;to



-%07-

e as equagdes de movimento ndo sdo mant{das inv£r1antes.

{*)

9.2 - Quantizagdo Aesintotica

Na sec¢ao anterior enfatizamos o aspecto critico para
quantizagdo desempenhado pelas simetrias do espaqo-temho. Em
relatividade geral encontramos que o grupo de simetrias do R4
€ o grupe de Einstein, isse &, o grupo de transformagoes de co
ordenadas curvilTneas em qguatro dimensdes. £sse grupo, sendo
um grupo que depende de fungoes, implica (teorema de Noether )
que cada teoria derivivel de um princ¥pio de AgiZo  invariante
deve necessariamente ter 4 equagboes de campo que sdo vinculos
sobre as condigoes iniclais. Alem disso, os 4 vinculos geram
{do ponto de vista gperacional) mapeamentos canonicos que cor-
respondem as transformacdes de coordenadas do grupo de Eins -

tein. Em vista do fato que os cbserviaveis de uma teoria, quan-

do vistos em seu aspecto operacional, devem gerar transforma -
ghes canonicas compativeis com as equagdes de movimento, as
quais no presente caso incluem os 4 vinculos, segﬁe-se que ob-
servaveis da teoria da relatividade geral devem comutar com os
vinculos, e consequentemente, com os geradores do grupo de
Einstein.

Em termos mais rigorosos, deve-se ter que observa -
vels On(gmn.pT") formam uma 2Ygebra de Lie com o5 vinculos

Hu(gmn.p"") = 0 (geradores do grupo de Einstein):

(*
Essa secao se baseia essencialmente num artige do Prof. A. Komar.
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-a u -3
EJR'H;:]' py By = O

que correspondem 3 definigio de varidveis de 12 classe na nota
cao de Dirac. Conceitualmente, isso ¢coloca um problema do pon-
to de vista de operadores. Yoltando atrds, vimos que em teo -
rias Poincare-covariantes, os observiveis da teoria eram Pu .
"uv » tais que gstavam de um lado associados 3s simetrias do
espago-tempo e de outro lado eram identificados como elementos
do grupo de Poincaré {operacionalmente correspondem a elemen -
tos da dlgebra de Lie do grupo de Poincare). Aqui, observavels
da teoria nao representam uma realizagao do grupo de Einstein,
pois apesar deles formarem uma algebra de Lie com os gerado-

res Hu(g.p) elas ndo sdo por si-mesmos geradores desse grupo:

¥ = 'E'(g.p).oﬂ ¢ 8¥

gerado pelo grupo de Einstein. Os observaveis que geram 0s
elementos do grupe de Einstein s2o os Bu(g.p) eles pr6pf1os.

porém eles sdo nulos!

s T
[%n’ﬂé] * Pay Be

Consequentemente, a primeira dificuldade encontrada,
em comparagdo s teorias Poincaré-covariantes & que os observa
vels da teoria em relatividade geral nio formam uma realizagio
do grupo de Simetrias, no caso o grupo de Einstein. Consequen-
temente nac temos em mios o critério que tinhamos em Poincaré-

Inv. para construir os observaveis como os geradores do grupo

de simetrias do espaco-tempo, da¥ vem que a especificagido ex -
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plicita de observiveis em relatividade geral nio & determina -
da, em principio pode-se ter uma = dessas quantidades, Isse im
plica que a priori quantizagio canonica j& entra em dificulida-
des. Desse esquema segue-se gue, em principio, podemos constru
ir diversas inequivalentes teorias quanticas da gravitagdo, ca
da uma com um diferente conjunto de observaveis.

(Observiveis ndo sdo mais diretamente determinados co
mo estando associados aos geradores Pu’ "uv do grupo de sime -
trias tal como em relatividade restrita)

Um possTvel recurso seria abandonar 2 relagdo entre:

estrutura algébrica a grupo no espago-tempo que
ser preservada e e selecionado como de si
metrias

e, meramente aliviar para:

estrutura algébrica a sub-algebra de observa -
ser preservada b veis a serem escolhidas
{¢} C {1}

determinada por algum cri
terio razoavel.

{A} : conjunto total de observiaveis (= elementos}).
Entdo farTamos(*) (a2 menos de dificuldades de ordenamento de
fatores)

{3} — {8} (operadores quanticos Hermitianes)

PoderTamos chamar uma tal formulagdo de uma “teoria quantica "

da gravitagdio. Porém existe toda razado para suspeitar que tal

’ - .. :
*) Saleciomar um {#}C{A} nac implica necessariamente em restringlr as si-

metrias do R", pois {¢) também serve pars o full Einstein group.
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construgzo nic seria unfvoca. De fato, sem o principio de cor-

respondéncia para guiar essa selegdo do {4}, muitas escolhas
inequivalentes seriam feitas.
Em vez de explorar esse ponto em mais detalhes, {re-

mos propor que se imponha uma simetria privilegiada no espago-

-tempo.

Quando se constroei uma teoria quiantica & conveniente
primeiro selecionar um conjunto independente de variaveis dina
micas classicas cuja algebra candnica & preservada na transpo
sfcio. Usualmente, como lidamos com equa¢des de campo hiperbo-
licas, isso & feito selecionando-se uma hipersuperficie space-
like de Cauchy, adaptada a simetria do R (determinada pelas
diregbes de Killing) e sobre essa regiido selecionar os dados
canonicos de Cauchy. Entretanto, com a finalidade de se obter
um conjunto completo(*) e independente de variaveis dinamicas,
basta que a superficie seja de Cauchy, ela nio necessita ser
space-1ike. As equagoes de campo de Einstein sendo nao-linea -
res ndc temos a possibilidade de formar superposicoes lineares
que se comportem razoavelmente no = . Para especificar comple-
tamente a teoria, iremos adicionar as equagdes de campo de
Einstein a condigio de que suas solugdes devem ser assintoti -

camente flat, pode-se entio ter:
{(a) uma hipersuperficie nula de Cauchy

(b) essa superficie estd no = onde os modos indepen-
dentes de radiagao do campo gravitacional siao facilmente iden-

‘tificiveis e onde os fatores niao-lineares se tornam menos efe-

* - . ~
( )Por complete querdmos dizer que qq. observavel da teoria de uma fungao

desse conjunto de variaveis.
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tivos, pois eles tendem a zero mais rapidamente com a distan -

cia do que os fatores lineares;

{c} 2 superf?cie de Cauchy no = tem um grupo prefe -
rencial (privilegiado) no R‘. o grupo BMS que contém o  grupo

de Poincaré como um sub-grupo:

(d) a ilgebra(*J das condicoes-nulas-de Cauchy na sy

perficie do = pode ser arranjada de modo a prover uma realiza-

gio do grupo de BMS.

E evidente que o conjunto de varidveis dinamicas de-
finido sobre a superficie de Cauchy no « sao idealmente adequa
dos para a quantizagdo.

Suas relacdes de comutagdo ciassica, correspondente
aos PB da teoria usual, sendo especificadas sobre uma hipersu-
perficie nula e ndo mais sobre uma hipersuperficie espace-like
ji ndo apresentam os problemas de serem possivelmente incompa-
tiveis com as equagoes de movimento devido 3 nao-linearidade das
mesmas (Self Coupling Effects). Como um exemplo simples, consi

dere as equagdes de movimento,

- , _ E - ,
$ (xqy) = ¢ (xqy) ¢ (xp0y) = ¢
Dy & = &) “o Dy 8y B = ) )
para dois observiveis da teoria, nos pontos x(1),x(z) de uma
hipersuperficie space-like. Suponha que sua regra classica(PB)

de comutacao fosse:

* - - . - .
( )Esln dlgebra nko &, evidentemente, a dos F3 pois o PB ¢ determinade num

instante fixo e, pertanto, so serve sobre puperficie tipo—espago.
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$ (x )o’(xz)] )
_!1) (1) () (2) ’e

0 | & (x;py)s 8 ( =0
l:m M) x(”}]rs

¢(x1}t‘(xz)] 'f{x_] 'x'z)fo
R ULN AT I T RO

onde

mn
(:}(x(k)) (?)(gmn(x(k))' p (X{k))

Essas regras sio incompativeis com as equagoes de movimento

pois por exemplo,

1 (2
(1) D“) )

(x(]))

0= | ¢ (x;qy)s 0.(xpy)| == | . (x(qy}s ¢ (x(9y)1=
[m M™a) ‘*’] O, Ley ‘-z’]_

. . 1 ° _ -
(1)

Porém, essas regras de comuta¢do s3o as regras usu -
ais dos PB fundamentais! Da¥ inclusive, vemos diretamente que
os PB fundamentals nado sao compativeis com as equagoes de movi
mento nio-lineares e nic podem, portanto, representar a rela -
cido de comutagio a ser quantizada por correspondéncia. Dito de
outro modo, os gmn(x).p“"(x) nio sao adequados como variaveis
canonicas a serem quantizades por correspondéencia. Qualquer que

seja o processo a ser usado elas devem ser mais sofisticadas
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{(elaboradas). Agora, temos uma hipersuperficie nula no = onde
a nio-linearidade ja @ desprezivel, e temos mais confianca de
impor scbre os modos independentes da radiagio gravitacional

regras de comutacio de campos livres que sdo entdo traduzidas

em termos de operadores em espagos de Hilbert (A. Komar -Phys.
Rev. 134, B1430 (1964)). Dai, & possivel aplicar os processos
usuais de quantizacdo (Fock - Space-quantiz.} e tratar proble-
mas como o espalhamento de gravitons.

0 campo gravitacional em pontos finitos de r? & obti

do como funcional dos dados-nulos-de-Cauchy por integracao das

equactes completas nido-lineares, desde o = at® esse ponto

oL/

g{x)} = F (null Cauchy data
from = to x)

time (causalidade)

Na transic2o para a teoria quantica, onde os null-
-Cauchy-data se transformam em operadores, parece que consegui
mos obter uma formulagac quantica adequada para esses campos
gravitacionais (radiagao) de modo consistente com todas as im-
posigdes usadas. Acontece que apesar disso funcionar univoca -
mente na teoria classica, a relagido entre o campo g(x) em pon-
tos x finitos e seus dados-nulos-de-Cauchy, na teoria quantica
guando tentamos integrar equagées nao-lineares envolvendo ope-

radores incorremos no sério problema de n¥o-univocidade nas
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solucdes devido 2 questdo de ordenamento dos fatores ( Ffactor
ordering).

Dessa forma, para se ter uma teoria unYvoca, quanti-
ca, devemos tomar x sobre a superficie nula no = ou proximo

dela (weak field approximation), onde pode-se estudar efeitos

usuais estudados na teoria quiantica de campos Poincar&-covari-
ante, tal como scattering gravitatfon - graviton, etc. Ainda ,
essa formulagdo so absorve campos em interagdo com-a gravita -
¢a0 que tenham massa nula, devido & invariante conforme que foi
usada para transferir a superfTcie de Cauchy ao « . Dentro de
todas essas limitagbes, essa formulagdo funciona nessa regiao.
A Unica novidade 2 o aparecimento do grupo BMS como o grupo

F)

privilegiado de simetrias de R™ nessa regido.

9.3 - Teoria de Hamilton~Jacobi-Einstein

0 “"approach® assintotico 3 quantizagio & particular-
mente apropriado ac tratamento de espalhamentos graviton-gravi
ton. Entretanto, nao & provavel que nossa tecnologia ird se de
senvelver tanto, em futuro proximo, a ponto que possa se obser
var os valores tedorices preditos para tais se¢des de choque
nessa teoria.

Portanto nosso interesse na teoria quiantica da gravi
tagao & primeiramente motivada pela esperanca que tal teoria
possa prover novos resultados de interesse nas teorias quinti-
cﬁs ja conhecidas, e ajudar a resolver seus problemas cronicos
de divergéncia e ambiguidades, especialmente tendo em vista

que a gravitacaoc & uma interagdo universal.
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Inicialmente vamos fazer um resumo breve sobre a for
mulacdo Hamiltoniana da relatividade geral, a qual foi estabe-
lecida por Dirac (P.A.M. Dirac - Phys. Rev. 114, 924 {1859}) .
As equagoes de Einstein sdoc 10 equagoes de derivadas parciais
nio-lineares nas componentes do tensor métrico gu“{x), o qual
dualmente também desempenha o papel de potencial na versdo de

campo da teoria

Gpv = 0

Gy = Ruv - % guvR

Ruu - 9uBRauBu'; R = guunﬁv

R v = Thuve = Toves - r§gT tv + rmr:‘m

que sequem o principio variacional

S ) . -
Gw(x) = 59, (% ; S J /=9 R dyx

Dessa densidade Lagrangeana, podemos isolar um termo

de superficie e ficarmos somente com a densidade
. uv P _ p0 po
L =v-gg E‘prw r'wrpa:[
0 momento canonico (densidade) conjugado 2o potencial 9y é

L
o= 2
3gu“

Entre as 24 varidveis gu“(x).p"“(x} existem 4 relagdes decor-

réncia das (Identidades de Bianchi) devido ao fato que a teo-
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ria & covariante para tratar arbitrariedades de coordenadas.Es

sas relagoes sac do tipo: {vInculos primarios)

P+ o (9,509,5.4) = O _ (A)

Na formulagdo Hamiltoniana & essencial que se obte -

nha todas as velocidades (g em termos dos momenta, para se

aB)
ter a densidade Hamiltoniana como

= ptYS - = of
H=p""0 -0 =H(9,0p)

porém de (A) decorre que n3o podemos resolver para as velocida
a"

4'I-|

des é48 em termos das p° . Portanto ¥ nao pode ser descrita co

mo fungdo s3 de gaﬁ,pus, irad ficar um termo:

p4“é4u

. L M
nessa forma (g4n nao e F. de p4 ).
Dirac resolveu essa dificuldade somandoc a uma diver-

géncia:

LD-L"'D

a adigao de D modifica a expressao das momenta, e & de tal for

ma que faz:

L
1]
p; = ——.E—» = 0

que agora substitue as (A), ou seja: as identidades de Bian-

chi p/LD implicam em p;“ = 0,

Acha-se que a Hamiltohiana &
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HD = J 4" x (Pn 91:} )
i . ) TR '{iﬁj}
pid = V35 (e oM - ogtm)

explicitamentei

gy = (944)-1/2 B+ gy, Pl
B = k! [Ersprs - % p:né] AL
i - - 2 pt®
com
ke = - 3

9 i 5, ¢ Ricci curvature para 3-geometria

As Hamiltonianas perciais B e 8" s6 dependem das
varidveis dinamicas (gm“.pm"). AS 94,2944 N30 sdo varidveisdi
namicas (pgu- 0), porém aparecem como 4 parametros arbitrarios
(sem problema de Cauchy det.} em 5 .

Ay

0s 4 vinculos primirios_p‘uti.xu) =0 sio mantidos

por gq. instante de tempo por efeito das equacdes de movimento:

Ea‘“(i.xo) . Eo(xo):[ -

pois isso implicara que:

E:“‘.sn:[ - g* +;£ /‘6‘ = 0
R
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k

g = 0,85 = 0

L

nada mais sao que 4 das equagbes do campo:

G =0 (vinculos secundarios)

portanto, 4 das equacdes de campo nao sao equagdes de propaga-

W na hi~

gio, porém sio vinculos sobre os dados de Cauchy g, p
persuperficie espacial infcial, as quais téem que valer, mesmo

antes da propagagdo se efetuar

VJ}}‘\?_T Sup. de Cauchy

4 relacdes de vinculos

O0s 4 vyinculos secundarios formam uma algebra de Lie
e sdo uma realizagdo do grupo de Einstein que 2 um sub-grupodo

full canonical groups

‘ P S PO | >
ET“,E B:[ = Hk“sﬁu GGB) B.r {x - x*)

r k
Eu"’uaL"'qagrkH

4
60
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em principio, determinam a propagacgio das 12 variiveis gmn.Jm
acontece que com H depende das 4 variiveis arbitririas g%%, es
$a propagacao seri arbitrzria {(modulo as g‘" <— module 5.C.).

Alem disso, em cada instante de tempo so 8 variiveis

sio realmente independentes devido as relagdes de vinculo

- AN
B, (9gpsP) = 0

As grandes dificuldades inerentes na formulagdo Ha -

miltoniana, quafis sejam:

(1) Presenga de vincules que ndo permitem a determinacic do es
pago de fases real, ou espago reduzido adequado a spin 2 e mag

sa nula.

{(11) Séria dificuldade na determinagdo do conjunto de observi-
veis para cada metrica 9onr € 2 decorrente ambiguidade na de -
terminaciio das quantidades fisicas, associadas i teoria (quin-

ticas atributivas da teoria),

levaram a gque se procurasse um novo approach classico que con-
duzisse de forma mais coerente 2 uma quantizac§o do sistema. A
\partir de 1965, Bergmann e Komar inicfaram estudos de um sub-
produto da formulagdo Hamiltoniana, qual seJa. a teoria de Ha-
milton-Jacebi,

0 funcional de Hamilton-Jacobi, S(gmn) e definido co
mo um funcional cujo dominie & o conjunto de fungoes tensori -
ais gmn(xs) que sao positivas definidas sob cada hiperplano ,

x°

= ¢te (g.9.s. x° € esse hiperplano) e que caracterizam va-
riedades Riemannianas tri-dimensionais que podem ser por exem-

plo, assintoticamente flat
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flat : flat
*. -+

space-11ke cut
como,

mn _ _4&S
59yn

seque~se que S satisfaz as 4 equagdes funcionais

&3

Kesse estigio, & limitagao E} antes, da presencga de
vInculos no espago de fases desaparece, agora trabalhamos uni-

camente no espaco de configuracoes onde os vincules sdo trans-

formados em equagoes de movimento,
Se tomarmos, por exemple, g5, = 60q {Sistema Gaussia
no), entao Hu + B (coeficiente de By € nulo) ¢ a equagdo

de K-J toma a forma:

K _ S 88 3 .
39) ,:2’ 9rsImn grmgsn:] 89,y S0py R 0

As seguintes propriedades do funcional de H-J tém sji

do provadas,

{1) S(gm“) ndo & uma funcional explicita das coordenadas(xs,
xo}. ele depende exclusivamente das varidveis de configuragio

9mn (P.G. Bergmann - Phys. Rev. 144, 1078, (1966)).

(2) Sob Ag3o do grupo gerado pelos vinculos Hu a forma funcip

nat de S{g, ) € invariante {Phys. Rev.).
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{3) A famT1i{a completa de trajetorias classicas determinadas

por um dado S(g, )}, isto &, o conjunto de gmn.pmn = Egi— para

mn
um dado S(gm“} que satisfazem o prolongamento a partir de con

digdes dadas no instante inicial:

gll'l'l (X: . x((]o)) » pm“(X? N Xéo)) a

espacos fases

@ completamente determinada por 2 x =3 constante do movimento

que comutam entre si: aA(xs) (A = 1,2), porém nao comutam com
Inn (2%} 2 E,(x’) . uz(ﬁfl .0

' EA(XS) , g,,,,,(x"‘):[ JFO
X

(a'® sdo variiveis de momentum)

i I}A"‘s) ’ H(KD)] 0 =0 >t
X

s3o ocbservaveis da teoria.

Em outras palavras, a famT1ia de 4-dimensdao Ricel -
-Flat Riemann spaces det, por S{gmn) tém em comum um sistema

completo de observiaveis que comutam: aA(xs).
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$ =5 (gpyep)

S = s(qi.u“) com Bﬁ = %%— ~» cada elemento e um Ricci-flat ,
A

4-dim. Riemannian manifold.

Formam com os'mi um conjunto de 4 x o observaveis
que & comg1eto(*). independente, porém nao comutante, e que
determina um unico Ricci-flat 4-dim. Riemannian manifold. ( A.
Kemar - Phys. Rev. 170, 1195, (1968)).

Infelizmente n3o se dispoe de uma expressdo explici-
ta para esses observaveis (ndo 3 nenhum grupo de simetrias

para o qual eles sejam os geradores).

9.4 - Discussao Final

Na extensao em que o funcional S(gmn.uA) de fato cor
responde ao limite WKB do vetor de estado de Schrodinger da te

oria quantica, concluimos que

infinitamente grande famy
1ia de 4-geometrias que

[ vetor estado de tem em comum um conjunto

Schrodinger : HKB. complete de observavels
comutantes
%
teoria quantica teoria classica
(]
|

(*) .
" Por exemplo, todos escalares de Weyl devem aser funqses dos GA.SA.
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Para escolher um dado elemento dessa familia de 4-geometrias ,
selecionamos um Bn(xs}. Isso sugere que um processo adequado
para construir uma teoria quantica {(que tera Timite classico
correto) seria selecionar um par ua{xs). BA(xS) e repreﬁéntar
sua algebra por meio de operadores Hermitianos em um espago de

Hilbert:

ag () o BROS) « 0y 065) L BN

(4) 0Os observaveis BA(xs) que s3o canonicamente conjugados acs
uA(xs},

aA(xs) - 88 <

Guu(x ]

Recordamos que em mecanica anal¥tica, na formulagdo H-J, S = §
(85 pi = ai) d2 uma familia de trajetdrias. Porem, para deter
minarmos um particular elemento dessa familia, precisamos da
outra constante de movimento, Q; = 8. tal que
35
a

B = r—
4] da,

cada elemento da fami1ia & determinado dando-se BA(KS)

espago de 3-geometrias
(secao)
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&s
GgI'Ill‘l

Deve-se esperar entic que <uﬁ{xs)>.<3n(x5)> corres -

Como cada elemento & um par gmn.pm" = » para

ponda ao valor maximo de um pacote de ondas descrevendo o esta

do quantico associado a uma 4-ge6metr1a Ricci-flat

<@y (x%)> PR RLY I I

s

{uma outra Ricci-flat 4-geome-
trias)

(pacote de ondas associado a

. \\\. geometrias)
A

- “(i),.5 Descrigdo da 4-geoﬁetrias Ricci
<aA(xs)>.<Bi (%) > -flat associada a

(ay(6°) » 8A0%))
ou: un(xs) s ﬂ(i}ﬁ{xs) +— dada Ricci-flat 4-ge6metr1a.

Nesse sentido, essa teorfa quantica satisfaz o prin-

cipio de Ehrenfest; ao vator de estado corresponde uma familia

de d4-geometrias, devemos entdo superpor diversos estados,de mo

do a formar um pacote de ondas, o qual se comportaria na forma

acima para uma 4-geometria tipo "(1)".
Para encerrar, citamos que tambem E] g um outro
approach que retém o 4¢ vincule B o= 0 e o transforma direta -

mente numa equagdo de Schrodinger fazendo

m ik S
P Egmn

nao & claro se esse approach & consistente com o apresentade

aqui (H-J Theory}, ou se ele satisfaz o principio de Ehrenfest.



