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IRTRODUGAO

Podemos considerar que o estudo da interagao neutri-
no-gravitacde foi iniciado com os trabalhos de Cartan, Infeld
e van dér Waerden sobre spinores em uma variedade Riemanniana;
posteriormente, muitas outras contribuigtes a teoria de spino-
res em espagos-curvos apareceram. Podemos, porém, tomar o arti
.go de Bril1l e Wheeler (1957), “Interaction of neutrinos and
gravitational fields"”, como uma referéncia basica. A importan
cia do estudo de neutrinos em espagos-curveos fol colocada pe-
los dois autores com a seguinte argumentagio. Nosso conhecimen
to de neutr1nos;11mita—se a processos de emissdo e absorcao,
isto &, ao doﬁTnio das transformagdes das particulas elementa-
res, Por comparagado, fimaginemes que se soubesse dos elgtrons
somente a taxa em que eles sao produzidos no decaimento beta
ou absorvidos em processos como absor¢do do K-elétron — mas
nada se conhecesse sobre o movimento de el&trons em campos elg
tricos e magneticos, sobre a ligagdo dos elétrons nos atomos
ou sobre a existencia do acoplamento spin-orbita, e muito pou-
co sobre o tensor momentum-energia do elé&tron. Para aprender
sobre neutrinos tanto gquanto se sabe sbbre elétrons hoje, te-
mas que considerar forgas que inf1uencfam o movimento de neu -
trinos e que sejam sujeitas a uma analise simples. 0 neutrino
nio responde diretamente a campos elétricos ou magnéticos —
por isso, temos que fazer uso de.campos gravitacionais, <cuja
interagdo com o neutrino & passTvel de uma analise simples. Em
outras palavras, & preciso considerar a fis{ica de neutrinos em
eSpagOS-CUrvos.

Nos Ultimos vinte anos, muitos outres argumentos vie
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ram se somar aos de Brill e Wheeler. Em Cosmologia, neutrinos
passaram a ter um papel importante na questio da densidade de
energia do Universo & no problema da distingdo entre varios
modelos cosmologicos: um gds de neutrinos {sem interagdc com
o restante da matéria do Universc) encheria todo ¢ cosmos,con
tribuindo significativamente para a curvatura do Universo. Em
bora nido haja ainda evidencia experimental deste gas de neu -
frinos, a deécoberta da radiacao residual de corpo neqro de
2,7°K ~ remanescente de uma fase inicial quente do Universo -
levantou a questdo da existéncia de uma radiagdo de neutrinos
com origem analoga e de uma fase na historia do Universo domi
nada por neutrinos. Também processos astrofisicos ligados Y
enissdo e absor¢do de neutrinos tem sido extensivamente discu
tidos, onde, em certos casos (estagios avangados da evolugdo
.estelar, etc.) a Teoria da Relatividade Geral deve ser levada
em conta,

Neutrinos em interagao com a gravitacfo sdo descri-
tos por campos spinorfais sobre o espaco-tempo curvo, e devem
ser soluges da equagdo de Dirac no dado espago-tempo. No pre
sente trabalho, formulamos a equagdo de Dirac sohre um espago
~tempo Riemanniano, bem como o tensor momentum-energia de um
campo de Dirac. Para a descrigio de neutrinos, nos usamos aqui
spinores a quatro-componentes, do ponto de vi#ta do formalis-
mo de tetradas. A vantagem deste formalismo @ que permite uma
unificagiio com o calculo de formas diferenciais, nos referen-
ciais de Lorentz locais definides pelas tetradas, que e wuma
técnica poderosa e extremamente Uti) no tratamento n3o somen-

te da equagio de Dirac mas do proprio espago-tempo curvo. Nes
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te sentido, dedicamos a primeira parte deste trabalho a um es
tudo mais ou menos completo do cdlculo de formulas diferanci-
ais (em referenciais de Lorentz locais) sobre uma variedade
Riemanniana, cuja utilidade operacional imediata se revela em
muitas areas da Fisica da Gravitacdo. Como aplicagdo, examina
mos a dinamica local de neutrinos em um universo com rotagao;
neutrinos sao calculados para o modelo de Friedmann com secdo

plana,
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1 - UM POUCO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

0 espaco-tempo da Relatividade Geral (Teoria da Gra-
vitagio de Einstein) tem 2 estrutura de uma variedade Riemanni
ana 4-dimensional, com uma métrica localmente Lorentziana —con
ceitos que serao formalizados e discutidos a seguir, de um mo-
do mais ou menos preciso.

Uma variedade n-dimensional & definida por

{1} um conjunto de pontos M.
(1) uma colegdo enumerdvel (U} de subconjuntos de ¥, e que
cobre ¥, 1.e., ¥ =V U,.
(111) para cada U existekuma aplicagdo biunivoca ¢, do cor -

respondente U, em um aberto de R"

Deste modo, um sistema de coordenadas fica definido
sobre cada.Uk no sentido de que podemos associar biunivocamen-
te a cada ponto P e U, n nimeros reais ¢ (P} = (x‘,...,x")

Uy g8 denominado vizinhanga de coordenada e cada (U,¢), uma car

ta; (x1.....x") sapo as coordenadas de P na carta (Uk,¢k).

(fv} se U N U, % nao vazio, entdo a aplicagao
-1, .

@ uma aplicagao cont¥nua de um subconjunto aberto de R" em um
subconjunto aberto de R". '

Para U, N Up nao vazio, sefa P ¢ U N Ug . Corres -
pondendo as duas cartas (k) e (K), P tem coordenadas (x].... .
x") e (?].....i"). A propriedade (iv) nos diz que no seu domi-
nio de definig2o as primeiras podem ser expressas como fungdes

contTnuas das ultimas, e vice-versa,
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7 2 (x5

(1.1}

x% = 23X

F)
a,8 =1, ..., n.

Uma colegdo de cartas tal que (if)-(iv) & denomina
da atlas e determina uma estrutura diferenciivel sobre ¥. A va
riedade serd dita diferenciivel de classe C" (r inteiro positi
vo) se (1.1) tem derivadas cont¥nuas at& ordem r. A topologia
da variedade & caracterizada pela classe de vizinhangas de co-
ordenadas - os abertos de ¥ sdo definidos como unides das vizi
nhancas de coordenadas (U}, Neste caso, (¢k) e (¢;]) sdo con-
tinuas e, portanto, homeomorfismes. No que se segue as varieda
des sao sempre Hausdorff, paracompactos, orientiveis e dife -
renciaveis de classe C", r um inteiro suficientemente grande
para fazer nosses resultados valides. Uma variedade ¥ & dita
orientavel se existe um atlas tal que o Jacobfano das transfor

magoes (1.1) @ sempre positivo.

Nota 1: Como exemplos basicos de variedades, temgs o espago
Euclideano n-dimensional R", com o atlas gue consiste
de uma inica carta { R",¢); e a esfera unitiria "
(x1)2 + ok (xn)2 <1 em ®", com- a iinica carta
(c",6}, onde em ambos os casos $ & a apticagdo identi

dade.

Seja ent2o ¥ uma variedade n-dimensional. Designamos
por funcac f sobre N, uma funcido definida sobre &, assumindo

valores nos reais,

f: M+ R
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e que & expressa, numa dada carta (U,)

f(x) = f-07' (8(U)) (1.2)

onde (x) sao as coordenadas dos pontos de U na carta (U,3). Ny

ma outra carta,

F(X) = £+ 370 (3(0))

As fungdes f sobre M serdo sempre descritas por f(x), de acor-

do com (1.2), e sob (1.1)

T(X) = f(x(X)
f(x) = TF(X(x))

f e dita diferenciavel em UC M se f(x) for diferencidvel em
${U}.

No que se segue, toda$ as nossas expressces serdo da
das em coordenadas {x) — relativas a uma dada carta {U,¢), que
cobre pelo menos uma parte finita de ¥ , e a pontos P & U. Ya-
mos designar (x) por sistema de coordenadas admissivel em M
(ou.lpelo menos em uma parte finita de M), a mudanga para ou -
tro sistema (x) em P sendo dada por {1.7),

Definimes uma curva I em M como uma aplicacao de uma

parte uc:RJ em M,

r :l.ic:R1 > M

T : heu-=+T(A) en

A curva 8 dita parametrizada com o parametro A, e num sistema

de coordenadas admissivel, T pode ser descrita por

o x® = x%(x) ’ {1.3)
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® sio as coordenadas dos pontos de I. A derivada, 20 Ton

onde x
go de I', de uma fungio f sobre M, calculada em um ponto P de
r, & dada por

o, f = (85, AL p ) (1.4)

P LY. DD 5 | a'p ’ o -
0 ax

Notemos que em (1.4) (dx“jdA)P s2a0 as componentes de um vetor
contravariante, tangente a curva em P. Como f foi escolhida ar

bitraria, (1.4) define o operador em P

. a
0p = (F)s (gfa}p (1.5)

que atua sobre o espago-das fungdes diferenciliveis definidas
en P e M, 0 operador {1.5) & claramente uma representagac fnva

riante {independente de coordenadas) do vetor tangente 3 cur -

va T em P. Por (1.5) podemos ver que para quaisquer fungoes di

ferenciaveis f,g definidas em P, e para todo a,b ¢ R,

DP (a2 f+bg)=aDyf+bd ng
(1.6)

Dp (f9) = fDp g+ (Dy f)yg

Por sugestdo de (1.5) e (1.6), somos levados  a definir vetor
tangente gm‘g como um operador X, sohre ¢ espago das fungdes
diferenciaveis em P, com as propriedades de QUe. para gquais -

quer fungdes diferenctivels f,g, definidas em P, e a,b e R ,

(1} Xpf e R
{11} xp {af + bg) = a pr + bxpg

(113) Xp (fg) = (Xpf)g + f Xog
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Em particular, para qualquer constante c, Xc = 0{*).

0 espagco tangente a ¥ em P, denotado por TP’ € o
conjunte de todos os vetores tangentes em P. Ele & um espago

vetorial sobre os reais, onde

(aXp + Yp)} £ = a(Xpf) + ¥pf

para Xp, Yp e Tp, f fungaoc diferenciavel definida em P, a ¢« R,
Assim de (1.5) e {1.6), segue-se que os vetores (a!ax“)P sdo

vetores tangentes a variedade em P ((3/ax“)P £ TP). e

(R)P . ;?A] (;fE)P . (A?n) e R"/A«1...n) (1.7)

sao h vetores linearmente independentes de Tp» para (l }} 11

nearmente independentes. Para verificar a 1ndependenc1a 1ine-

ar de {1.7) tomamos a combinagio linear

Ao 9
(o X(A} (;:E)P = 0

e aplicames as n-fungdes xa. Obtemos

L oA axB) | gBra (A 4B oA
0=¢ -J\M}( )p cax(” Aia)©

o que implica, por independencia linear de (A?A}), que Casﬂ »
AzT...n

Vamos agora mostrar que qualgquer vetor L ¢ TP. pode
ser expresso, num Sistema de coordenadas admissTvel em P, co-

mg

()

De fato, de (ii) e (iii) temos
X(e) = cR(1) = cX(1.1) = c(1X{1) + X(1)1) = 2cX(1) = 2X{c).
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2
L o» L“(;;E)P , L% = 1x® (1.8)

J3 vimos que, paraz qualquer fungdo constante ¢, te-
mos Lc = 0. Seja f uma funcio diferenciivel definida em P e
sua vizinhanga. Para pontos proximes de P, podemos expressar f

como

F(x) = £0xp) + e (x®x) ¢ (*xg) (PxByv g (x)

onde ?uB(x} sdp fungdes diferencidveis definidas em P , xg

sdo as coordenadas de P e Cy = (af/axa)P. Aplicande L a ¢ ,

e tendo em conta que & um operador linear, temos

Lf = Lf{xp) ¢, L(x®-xp) + L{{x“-xg)(xs-xg}yus(x))

Como f(xp) @ constante, o primeiro térmo se¢ anyla. Usando a
propriedade (ifi), a ultima parcela calculada em P & nula por-

que

B 8_,B
L({xa-xg)(xs-xphue(x)) . [:L(X“-x%‘):[[(* "‘P)*uB:IP *

. L(XB_xg)I:(xu__xg)Yua:Ipd-L{YaB)\:(x“-xg} (xﬂ_xgil;o
Temgs, entao,
af
Lf = (L x%) (;&‘)p

o que implica

3
L= (L x%) =5 (1.8)

Desta forma, o5 n-vetores linearmente 1{ndependentes
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D
(n)" ] -
portanto dimensfio n(a mesma dimensao da variedade) e qualquer

, definidos em (1.7 ), constituem uma base para Tp. TP tem

X e T, pode ser expresso

n
X = XA

AST (R}P t1.9)

Para A?a) = 6:, os vetores {1.7) sao denominados vetores de co
ordenadas, & constituem a chamada base candnica, ou base de

coordenadas,
U (-%;}p (1.70)

tangentes as linhas de coordenadas.

Nota 2: Se {y) & uma outra carta em P, podemos uytilizar (1.8}

para determinar o efeito de transformagac de coordena

das
B B
3, 3y 3 3 . 18X% 2
a ™ (55 B ! o 3P Ta (.11}
ax ax ay 3y 3y ax

Lx% e Lya se transformam inversamente as suas respectivas ba -

ses (1.11}

o o
o _ (3X B o _ ,9¥ B
Lx (;;E)P Ly , Ly* = (;;E)P Lx (1.12)

Um campo de vetores tangentes X em u pode ser descri

to como uma colegdo de vetores tangentes Kpo um em cada ponto

P € M. Podemos expressar ¢ campo X <omo

X = E% -2 (1.13)
£(x} -3
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onde E“(x) sdo definidas por E“(x} = Xx%, que assume os valo -
res E“(xp) para cada P € ¥. X & também denominado uma transfor
magdio infinitesimal sobre ¥. Um campo vetorial X & diferencid-

vel se # funcdes E“[x) forem diferenciadveis nas coordenadas

x%. Sob as transformacoes de coordenadas (1.1), £%(x) -+ Eu(x}=

x> Lp
= —5 £ (x).
ax®
Seja T, o espago vetorial tangente em P e seja

= 6% (;EE)P a base canonica de TP' Designaremos espacge
X

Tp de T, a0 espago vetorial das aplicagdes lineares de

cnde para um dade & € T; )

X + <X,&> ¢ R

para todo X € TP‘ Temos portanto definido o produto bilinearso

bre R ,
<X,E> € R

para todo X € TP' E e T;. E um resultado bem conhecido da 5193
bra linear que T; tem a mesma dimensao de Tp e que, se { D p} e

(A)

uma base para TP’ existe uma base para T; satisfazendo’

<D gy » g(A)y . 5‘; (1.14)

{d(A}} g chamada base dual da base {D{A)} e & univocamente de-
terminada por (1.18).
Toda fungao f, diferenciavel em P, define uma forma

linear sobre Tp por
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£
X » Xf = 3% (20,
ax® P

Denotamos esta aplicacdo de Tp em R por df. Assim df & o

*
elemento de TP definido por

<X,df> = X¥ (1.15)

No sistema de coordenadas considerado em P, os elementos {dx®}
formam uma base de T;. porque eles pertencem a T; {tome f =

x%, para um dado a; dx® = df) e satisfazem

: B
3 By o (9x 8
< o dx”> (axqu =48, {1.16)

constituindo portanto uma base dual & base {“EE}‘ 0s elemen-
axn
tos de T; sao chamados diferenciais em P e ppdem ser ex -

pressos da forma w = w&dx“. Usando a bilinearidade, temos

3 a .
< 3-;3 > = <3p.dx > = W, (1.17)

e def
@ = < _33 ww> dxP (1.18}).

Exercicio: Mostre que para qualquer vetgr X ¢ Tp

2
X = <X,dx% ()
* ax9 P

Podemos claramente ver que T; ¢ o espaco de todos

os vetores covariantes em P, an3logo ao fato de Tp ser o esps

¢6 de todos os vetores contravariantes em P. Notemos gque. pa-
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ra todos X € TP' W £ T;

[+ ]
<X,w> = X W,

que & independente do sistema de coordenadas em P, sendo a ope
ragdo usual de contragdao de um vetor contravariante com um ve

tor covariante em P.

Exercicio: mostre que, por uma mudanga de carta em P, W defi-
nido em (1.17) se transforma como um vetor covari -

ante.

Uma 1-forma diferencial w sobre ¥ &, por definigdo,

uma colecdo de diferenciais wps UMA em cada ponto P. Um exem -
plo de uma 1-forma & a colegdo de diferenciais df, onde f &
uma fungdo diferencidvel definida sobre M. Esta forma serd de-
notada também por df, sem ambiguidade significande a forma ou
seu valor em um ponto particular. Analogamente a um campo de

vetores tangentes X, que podiamos expressar por

X = £%(x) -2 1.13
e L (1.13)

uma forma w pode ser expressa

w = w,(x) dx¥ (v.19)
_3 By, = 5B
com < e s dx> 6n e
X = <X,dx® =, =<2 4> dx®
’ ax® ax®

Notemos que mu{x) = < "EE yw> estd bem definida, no sentido de
. ox
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que, em qualquer ponto particular P da variedade, ela assume o
seu valor (1.17}), w (P} = <—3; » wp> . Uma forma w & dita di-

ax
ferenciavel se as fungoes w (%) sdo diferenciaveis.

Produto Exterior - Formas Diferenciais de Qrdem Mais Alta

Sejam a e B duas 1-formas em P. Denominamos produto
exterior A (ou produto de Grassmann) de o por 8 , em P, i apli

cacido linear de TPxTP em R,
(248)p = Tp ATy > Ry
definida por

B AB(XyKy) = <a, X ><B.Xy> - <BXp><a,X, > (1.20)

para todo (X1.X2) € Tp x Tp. De (1.2C) decorrem imediatamente as
seguintes propriedades

aAB==-BAa
{1.21)

{ac+B)Ay = a(aly) + BAy

para o, 8 e y 1-formas, e a ¢ R. Tomando {dx®) como base pa-
*
ra Tp, e usando as propriedades (1.21), podemos expressar (afB)p

como

(arB)p = (GXBp - upBA)P dx* A dxP (1122)

Em particular, tomandoe { [("E_JP , (_EE)P]} como base para
* ax” Ix

TP x TP’ calculamos por (1.20)

A p {2 By 1 o shsP - P8R 1.23
dx” A dx [(ax“)P R (axBJP] = 8,85 - 8,83 (1.23)
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e que denptamos por

3 dx*adx®> = 6160 - &Psh (1.24)
ax

)
< ( )p’{m}]; o B o B

Notemos a bilinearidade de (1.24), por construgao.
A base {dx%ndx®|a # BYp. dual a base { [ { —33 .
3x
] .
{ )| ] } segundo (1.24), gera o espago vetorial das 2-for-
PP —

mas exteriores em P

22)(P) = g dx® A dxP (1.25)

onde RaB = 'QBa sao coeficientes reais, e podem ser calcula -

e 2y ini ; i fe-
dos Qas = < (axu)P,(axB}P 9{2} > . Definimos uma 2-forma dife

rencial sobre ¥ como uma colegdo de 2-formas exteriores (1.25),

uma em cada ponto P e M, e expressamos

= o B
f = ﬂaﬁfx) dx~ A dx {1.286)

{2)

onde naB(x) = -nsu(x).

F

Nota 3; levando em conta (1.19}, o lado direito de {1.22) de -

determina o campo de aplicagoes lineares aiB por

a A8 = (o, (x)8 (x) = a (x)By(x)) ax* A dxP (1.27)

que em cada ponto P e M, assume ¢ respectivo valor (1.22). Por
tanto o produto exterior {1.27), que satisfaz as propriedades

{1.21), define a 2-forma diferencial oA sobre ¥ .

Generalizando (1.20), o produto exterior de ordem r

em P das r 1-formas dx™ em P & definido como a aplicagao line

ar
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G-I ur
dx A ... A dx * Ty X Tp X oo xTp +R ,
N v ]
r-vezes
ay o Gy...0 1
dx A ... A dx {xlpxzs"‘l!xr) = 681---8'_ ‘(xl,dx > L.
By
ceen <X dx T o> (1.28)
of.]...ar
onde o tensor de Kroenecker GB R = +1, se os Tndices supe
1+ -Bp e

riores forem distintos entre si, e uma permutagao par dos infe
riores; ~1, se os Tndices superiores forem distintos entre si,
e uma permutacdo mpar dos inferiores; 0, em qualquer outro ca
so. De (1.28) decorre que os produtos exteriores de ordem r

Q‘..I a

(dx ~ A ... A dx r]

alfuzﬁ...#ur

tem as propriedades: (i) linear em cada fator; (ii) completa -
mente anti-simetrico em {a1...ar), e constituem uma base para

0 espago vetorial das r-formas exteriores em P,

a-l Cﬁr
=0 dx " A ... A dx (1.29)
G-I .. -ur

onde na a sao coeficientes reais, completamente anti-simé
""" %r
trico em {a]...ur). e podem ser calculados utilizando-se

8 8 By...B
dx VA ... adx >t {1.30)

ar aT...Gr

] 3
o 3 o+ kY
ax ! ax

<

Uma P-forma diferencial sobre ¥ @ uma colegdc de p -

-formas exteriores (1.29), uma em cada ponto P e M, & expressa

mos a o
w =0 (x) dx 'A ... Adx " (1.31)
G-I . .CGP
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e usande (1.30) para todo P e M, O
do

“1"'°P(x) pode ser calcula-

3 3
9a1...ap(x) = < & s sees 5 w > (1.32)
ax ax

Pelo que foi visto acima, temos que o produto exteri
or de uma p-forma n{p) por uma g-forma u(q} € uma p+gq-forma,

¢ as seguintes propriedades” podem ser verificadas

(1) gy Auggy = 0P gy Ang,
(11) {wAn)A Ew w A {nAE) , para w, n, £ formas

{i1i) para Wy sty q-formas e n r-forma, a ¢ R,

(am] twy) A= a(wy; A n} + wy A m .

Derivada Exterior

R derivada exterior de ume p-forma (1.31) & definida

como a p+l-forma

o a
Tacoadx? (1,33
e as seguintes propriedades podem ser verificadas

(1) d & uma operagio linear d{aw+bn) = adw + bdn, w,n for-

mas ¢ a,b g R
(i) para toda forma w, dzm = 0
(111) se w e n s%o formas, w de ordem p, entdo

diw A n) = dw A n + (-I}P w A dn .
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Em particular, notemos que a derivada exterior de uma fun -
cidoc f (O-forma), por (1.33), &8 a 1-forma
af a
df = —— dx
ax®

como era de se esperar {cf. (1.15)).

Geometrias Rftemanniana

No contexto do formalismo acima, podemos introduzir

uma métrica em ¥ como o operador bilinear e simétrico ¢, que a

todo par de campos vetoriais (X,Y) sobre M associa um  nimero

real em cada ponte P e M, f.e.,

g{X.¥)}P} ¢ R
{1.34)
g{X,¥Y) = g{¥,X) . bilinear

Tomando-se a base {Da} para os campos vetoriais sobre ¥ e a ba
se dual {uw®} para as 1-formas scbre ¥, podemos expressar (1.34)

como
9{X,Y)(P) = Eua(x)<!.w“><"'"’“’](f’) = gy lxx*y®

onde 9y " g(Du:DB) * 9g4° Assim g pode ser expresso de ummo-

do mais usual por
9 = g,g(x) w®ub {1.3%}
onde w%P(X,¥) = <X,w®<¥,uf> , para todo par (X,Y) de campos

vetoriais sobre ~. O operador (1.35) define o elemento de dis

tancia de universo dsz. no sentido de que dados um ponto P e
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um ponto infinitesimalmente proximo P+dP, conectados pelo ve -
tor ¥ = dx“(;éa)P. o elemento de distancia & dado por
X

2

ds® = g(X,X)(P} = guB{P)dxudxa

Nota 4: Dado g, podemos agora estabelecer uma relagio entre ve

tores contravariaates e covariantes. Um vetor X & dito ser ¢

equivalente contravariante de w se

g(X,¥) = w(Y) (1.36)

para todo vetor Y. Desde que g & suposto nao singular (quer di
zer, em qualquer base, a matriz‘gGB € nao singular), X & unica
mente determinade por w e vice-versa. Numa dada base (1.31) se
escreve

a B B
I Sl LN

e, portanto, o equivalente covarfante de X* & dado por

def
=z x
[+ 3

Ug = gaB

¢ a relagao inversa

B _ 4Bp
X g xp

Assim Tndices contravariantes e covariantes sio mudados um no
outro respectivamente pelas matrizes gaB’ g“s.
Uma variedade M com uma métrica g definida { cf.

(1.38), (1.35)) e denominada variedade Riemanniana. De modo a

representar o espago-tempo da Relatividade Geral por uma va -
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riedade Riemanniana M com métrica g, vamos impor as seguintes

restrigoes
A1) dimy =38

{1i) a variedade ¥ & localmente Lorentziana, quer dizer, num
dado ponto P & sempre possivel encontrar um sistema de
coordenadas (denominadas coordenadas locais) no quat as
compenentes da métrica 948 assumam localmente {em P} os

valores constantes da meétrica de Minkowski

Nag
« diag (+1, =T, =1, ~1]}.

A condicio (11) poderia ser substituida pela condigdo equiva-

lente de existBncia de cones de luz locais. A existencia de co

nes de luz locais implica que a métrica deve ter carater hiper
holice {(assinatuyra = #2) e, portanto, pode sempre localmente
assumir a forma da métrica Lorentziana da Relatividade Restri-
ta. Quer dizer, numa regiao suficientemente pequena do espago-
-tempo as leis da Relatividade Restrita sdo validas e temos
a equivalencia {local) de efeitos gravitacionais e acelerati -
vos. Estamos assymindo, por principio, que o campo gravitacio-

nal & descrito pelo tensor metrico gaB(x)'

Nota 5: a escolha g = ‘diag (+1,-1,-1,-1) & convencional, des

de que poderVamos ter tomado diag{-1,+1,+1,+1). 0 es -
sencial & o cariter hiperbdlico que permite a existéncia de co
nes de luz locais, Também a forma Nag ° diag{+1,-1,-1,-1} cor-
responde a tomar localmente coordenadas Cartesianas. Para coor
denadas locais tipo nulas e complexas, por exemplo (u,v,x+iy o

x=iy), Neg 3SSume a forma
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Desde que a variedade admite cones de luz locais
(quer dizer, & localmente Lorentziana}, num dado ponto P pode-
mos considerar campos de vetores que estdo (a) no interior do

cone em P; (b) fora do cone em P; (c) sobre o cone em P

Isto equivale a dizer que, num dado ponto P de ¥ , os campos

vetoriais em M devem satisfazer

(a') g(X,X) = gusxuxB > 0; neste caso X & dito ser do tipo-

-tempo em P, e estd no interior do cone local em P;

(b') g{Y¥.¥) < 0. Y & dito ser do tipo-espago em P e estd fo-

ra do cone em P.

{c') 9(Z,Z) = 0. Z @ dito ser do tipo nulo, e estd sobre o

cone em P.

Nota &: Em geral, vamos considerar aqgui campos vetoriais que,
se em um ponto ordinario da variedade sao de um dado
tipo acima, serdo do mesmo tipo em tods variedade ou pelo me-

nes uma parte finita dela (um campo vetorial tipo tempo pode -
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ria mudar de carater, ser do tipo nule , por exemplo,sobre pon
tos de um horizonte do espago-tempo).

Vamos selecionar no espaco-tempo M, 4 campos vetori-
ais (e(n); A =0,1,2,3), sendo e(O) tipo tempo e e(i)(i= 1,2,3)
tipo-espago:

9(e(0)r 20y) > O
g(e(i}’ 9(1)) <0

e ortogonais entre si

9(eny *(ay) = O (1.37)

se A ¥ B.

Sem perda de generalidade, podemos normalizar estes vetores de

modo a ter

g(e 01 e 0 y =1
{0)* ~(0) (1.18)
981y g4y = 1
Usando {1.37) e (1.38) podemos ver que
{1.39)

9(e(a)s €(p)) = Map

onde nyp * diagl+1,-1,-1,-1). Com as propriedades (1.37) e
(1.39) podemos ver imediatamente que {e(A); A = 0,1,2,3) sao
1inearmente independentes ou, equivalentemente, 2 matriz 4xd
(9?“)) ~ construida com as componentes das €(a) na base de co-
ordenadas (3/2x%) — @ inversTvel. Na matriz (e?A)). chaman

do-se o » Tndice de linha e (A) = Tndice de coluna,  podemos
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representar a inversa por

{A) = Tndice de linha ,
(eéﬁ)) , (1.40)
a = Tndice de coluna ,
(indices Tatinos maiUsculos e Tndices gregos mindsculos variam
de 0 a 3) de modo que

°?A) eg“) . 5: (1.41)

Expressando (1.39) em termos de componentes

Y08 *(h) ‘?s) “ Tap (1.42)

A)

e contraindo com eg (ja definida via {1.40) e (1.41) temos

8 (A
€(8) Yo * "an °£ '

ou, finalmente,
= B A
®o(8) = %8 *(6) " s %5 (1.43)

Analogamente, definindo a inversa de n,, por nAB = diag{+1,-1,
-1,-1}, obtemos de (1.43)
{A} _ _AB
el = m

ep(B) {1.44)

Assim, de (1.43) e (1.44), vemos que os Tndices latinos mafis-

culos — Tndices de tetradas — sio levantados e abaixados res -

pectivamente com as matrizes nlB. Nage & & contragio deles @
tambem feita via matrizes n. Desta forma, relativamente aos In
dices de tetradas, as matrizes n tem o papel de uma metrica.

Na verdade, usando (1.41) em (1.42) temos as relagGes,
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B
Tag < €(a) €(8) Yap (1.42)

A) (B
9o " °£ : ’é ) "ag {1.45)

que nos permitem a interpretagdo geométrica de uma tetrada co-
mo associada a uma transformagdo local do sistema de coordena-
das (x%) para coordemadas locais (fﬂj tal que, no ponts P con-
siderado, a métrica assume a forma de Minkowski n,p. Lembrando

que, sob x%® » x*® = x'%(x),

axP axk
ax.u ax.ﬁ

9og * Iqp{X') ™ 9,5 (%)

com transformagao inversa

o 2Pl
aB gy axb %00

em {1.42) e (1.45) podemos identificar, em P,

ax? A} P Xt
e?“) £ s , eé ) L oo {(1.46)

onde {iﬁ) s3o coordenadas locais, de um referencial de Lorentz

local (nele a métrica assume em P os valores ngpl. Observado-
res ligados a tais referencias 530 denominados gbservadgores de
Lorentz locais. Notemos que as expressges (1.46) sdo  validas
somente no ponto P e nio podem, em geral, ser integradas — quer
dizer, para campos de tetradas dados e?ﬁ)[x), encontrar as fun
coes de transformagio x% = x*(X" e ¥ - H(x®). se fisto
for possTvel, as tetradas sdo ditas integraveis e © espago-tem

po tem curvatura nula; g g, & a métrica de Minkowski expressaéem

coordenadas curvilineas x%.
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A idéia de referencia) local e tetradas constituem
um instrumento poderoso no estude lecal da geometria do espa
¢o-tempo, e no estudo da interagdo da metrica com campos de

spin 1/2, como veremos adiante.

Nota 7: as condigdes (1.37) de ortogonalidade reduzem o nimero

de componentes independentes (por ponto) da matriz
eéA)(x) de 16 para 10, que & o numero de componentes indepen -
dentes da métrica gas(x}. Desta forma, dar o campo de tetradas
eéA]{x} corresponde a dar todas as Informagdes sobre a metrica

do espago-tempo (cf. (1.45)}.

Nota 8: asseociada 3 estrutura local de Minkowski (1.42), exis-
te uma arbitrariedade local na escolha da base de te -
tradas eéA)(X). As expressoes (1.42) e (1.45) ficam inaltera-

das por transformagoes de Lorentz locais LAB(x) definidas por

A
t B{x) Nac LCD(X} * Ngp (1.47)
que correspondem a uma transformagdo da base tocal
—(A A
elr) - My < P xy e{B(x) (1.48)

de moedo que (1.45) pode ser equivalentemente escrita

- oM eés} ng = BN ®

{
gaa o B Nag
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2 - CALCULO COM FORMAS

Num sistema de coordenadas admissTvel em u,vamos con-

siderar o operador distancia dado por

B

9 = g,,(x) dx® dx (2.1)

onde dx™ sdo as 1-formas duafs aos elementos da base natural

(3!ax“}. Por uma escolha de tetradas tal que

a . B
gus(x) dx™ dx® = np

podemos sempre expressar (2.1} como

2 A B
ds® = nyp 8 6 (2.2)
onde
e = elA) g0 (2.3)
[+ ]
e, inversamente,
a o A
= 2.4
dx ela) © (2.4)

Nota 9: embora muitas expressces obtidas a seguir prescindamdo
uso de um sistema de coordenadas, o uso de coordenadas

€ operacional desde que, na pratica, sempre usamos um sistema

de coordenadas para calcular.

Tinhamos definido derivada exterior de uma P-forma

por

EH
Gy es O {X) ]
<t 8 ax
ax

[+ 4
dn(p) 1 A ... A dX P
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Como nos .restringimos sempre a uma variedade em que a conexdo

A
Bo’*

tituirmos a derivagdo simples por derivagio covariante

& simdtrica Pia = T a definigdo acima ndo se altera se subs

1 Gp

g &
do = Ca d 2.5
(P) QG]---UP”B(XJ dx™ A dx A A dx ( )
Diferencianda (2.3) exteriormente,
A (A} 4B o
de eU-HB dx” A dx » (2.6)

e, usande (2.4) podemos expressar {2.6) em termos dos 0's,

A _ B a (A) B C
de” = 8) °(c) euIB 8" A B (2.7}
Definindo os objetos
A _ _ J(AY o B
Y'BC "7 fas (8) *(c) (2-8)

denominados coeficientes de rotagdo de Ricci, (2.7) pode ser

expressa

doP = Yaac o8 4 o° {2.9)

Notemas de (2.8) que, pela escolha Nag constantes,

YABC T YsAC (2.10)
Definindo as 1-formas de rotacdo
ofy s vy et - (2.11)

{2.9) pode ser reescrita
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A A 8
de” = = u g A ® (2.12)

que & chamada a Primeira Equaglo de Estrutura de Cartan.

Nota 10: consideremos uma base de 1-formas eA, associada a uma
base de tetradas ei“}(x) (eA = eiA} dx"). Nesta base,

a metrica assume componentes

B
9a * ‘?A) ¢(8) Yap

Diferenciando exteriormente

- oo 8 [+ o 8 P
d(gAB) e(ﬁ)”p e(B) 948 dx” + e{a) e(B)"p 9. dx {(2.13)
Notemes que, como gpg € um escalar,
: e _ P
d{gpg) = 9|, 94X = 9pg), 9x

e foi a Ultima igualdade que usamos. Notemos tambeém que Yag o™

= 0. Se tivéssemos tomade a primeira igualdade

8
d(gyg) = e?ﬁ)|9 e?B) 98 dxP + e?ﬁ) €(8)|p Sas dxP +
B
*ela) (o) Sunte 7 Ty 1s (o) * STn) $(m)]p)9a"

o g
JaTY °?B) (942 Fﬁp Y 95 Pip’ dx® = (eTayio ¢(e) *
B
e S(o)lp) %us O

que reproduz (2.13). Usando a definicdo de vyug. Podemos es-

crever
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d{gag) = wpp * wpy (2.74)

onde wag * 9ac ch. Como estamos sempre tomando (eén)) tal

que  gyp = constante, temos de {2.14)

Wag = ~ “pa {(2.15})
que reproduz (2.10).
Neta 11: numa base em que as tetradas s3p escolhidas ein) =

= 62 , de {2.8) podemos identificar

A A
v gc = {pc?
quer dizer, neste referencial SA = dxA, os coeficientes de ro-

tagao de Ricci sdo identificades com os simbolos de Christof -

fel.

0s coeficientes mﬁa estio unicamente definidos
— para uma dada base BA - por {2.%2) e {2.15). De fato ., de

{2.12) podemos ler diretamente

c (2.16)

ABC © Yasc ~ Yace

onde estamos expressando deA = % CABC BB A ec. Para wpg

= YABC ec WpA (2.16) pode ser resolvido unicamente para

YABC® Para isto escrevemos

CaBC ™ YABC ~ YACSB

BAC = Ypac T Ysca
cag © YcaB T YCBA

c
C
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Calculandeo

" Casc * Ceac * Coas = (“vanc*Yaac) * (Yace*Yeap) - (Yacatveps)
e usando a simetria Ypper = - Ypuc, Que decorre de (2.15), te-
mos

_1 - -
Yage = 7 {(Capc ~ Cgac - Ccap) (2.1R)

Exércicio: Usando que Cape = 'CACB' mostre que Yaper definido
per {2.17), tem a simetria Yapc = " Ypac

Nota 12: Em geral, para determinar as 1-formas Wpp = “Wpga ndo

usamos {2.17)}, desde que podemos intuir, de modo mais
ou menos direto, suas expressoes a partir de (2.12). Este ndo
€ 0 caso para métricas com termos cruzados, onde a expressio

{2.17} se torna indispensivel.

Seja a 1-forma de rotagido

A A C_ A (€} .o
wg =Yg 8 =Yg e, dx - (2.18)

Diferenciando exteriormente (2.18)

(€)),, 45 4 ax° (2.19)

A A
du'p = {Y o €4

Em (2.19), vamos desenvolver (y'g. e!%)),

A c A C {A) oM .
N A R A T TR PN (Y
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A (A
Mo ®a) ~ ik ey,

e voltando a (2.19}

A [A) v P a _ (A} |u p o
duw g = euu-a”p E{B) dx® A dx eu“a E(B)”p dx A dx (2.20}

0 tensor de curvatura Rauup e definido por

RA

ol v

-y (2.21)

ulge = 7 A

gpara qualquer campo vetorial V. Usando (2.21) em (2.20), bem

Yullefl 8

como dx* = E?A) SA. obtemos

A1 oA (&) u  _p
dw'g = - 3 R" o ) ey ®(F) E?P)

ou
A 1 LA F . P _ _AD P, o0
dw 8= "7 R BPF 6 A8 ¥ q YRDP 6" A B
ou
1 LA C D A ., AD
3 R 88 8 80 = dafy 4 ugp n W0 (2.22)
Definindo as 2-formas de curvatura por
A 1 LA C D
afy = JRA . eC e (2.23)
(2.22) pode ser escrita
A A A
hy = aufy v Whn by (2.24)

(2.24) & denominada a Segunda Equacdo de Estrutura de Cartan.
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QAB pode ser diretamente obtide quando se tem calcylade d”AB

e “AB; e, por (2.23), podemos obter por uma leitura direta *to-

das as componentes da curvatura RABCD'

Exercicio: prove a simetria Qpp = = fga-

ldentidades e Condigdes de Integrabilidade

Uma p-forma @ @ dita integravel { ou exata) se exis

te uma {p-T)-forma w tal que

o ="dw (2.25)

A condigao de integrabilidadé da forma @ pode entio ser ex

pressa

da = d%u = 0 (2.26)
Assim, a condigio de integrabilidade das 2-formas do” & expras
sa pela identidade

a?eh - o (2.27)

que & equivalente & condigcdo de ns coeficientes de rotacdo de

Ricci serem integraveis. Désenvolvendo (2.27)

4

o? - d(de?) = d(-uhy 1 o8
au

d2eh = - dmﬂa red - (-1 wAB A do® =0

Usando (2.24)
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('QAB + wAC A ch} A BB + mAB A (-wBC A Bc) =0

ou

afy n 6 =0 (2.28)

A expressao (2.28) & equivalente 3 condigao de integrabilidade
de deh, e contém uma identidade para o tensor de curvatura. De

fato, usando {2.23) em (2.28) obtemos

C D B _
RABCD 6" A8 A8” =10
ou
RA[BCQE = 0 {2.29)
Nota 13: uma p-forma 2 & dita fechada se ela satisfaz dn = 0.

Uma forma exata & sempre fechada, mas o inverso nem
sempre vale, quer dizer, d2 = 0 ndo implica necessariamente
que existe globalmente uma (p-1)-forma 2 tal gue © = dw. Com
relagao ao probtema fnverso local, temos o denominado Lema de
Poincar&: “sobre um conjunto aberto UCﬁu, homeomorfe a R", to-
das as p-formas fechadas (p > 1} sao exatas". Desde que uma va
riedade tem localmente a estrutura de R" , 1localmente sempre
existe uma (p-1)-forma w — assocfada a uma p-forma @ fechada —
tal que & = dw, mas globalmente tal w nio existe em geral. Is-
to porque, para alguns dominios topologicamente mais complica-
dos que R", o lema de Poincard nag e v511do. Vamos flustrar 1s
to com um exemplo. Vamos considerar uma variedade espago-tempo
com métrica expressa em coordenadas locais (t,r,8,¢), 0 <t <
s2n, 0 <r ¢

d52 = nAB Gﬁ BB *
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onde
80 = Ay(dt - 23 coseds)

L]
[ |

B{r)de

B(r) sinede (2.30)

=]
L]

93 = dr
A variedade tem a topologia 53 x R, quer dizer, as secdes tipo

-tempo r = ctonst. tem a estrutura da 3-esfera 53, {2.30) & so-

lTugao das equagdes de Einstein-Maxwell, para 82 = r? 4 GASAE .
onde “0' M sdp constantes que aparecem em (2.30). 0 campo
eletromagnético Fap+ MO referencial local determinado  por

{2.30), tem as componentes nac nulas

e e solucdp das equagoes de Maxwell neste espaqo#tempo,

Feeng = ° -3

F“alla = §° (2.32)
2X L
onde j“ = - —E%— 68. Expressando FaB = eéA)eéB)FAB comg a

2-farma F = Fu ax%adx® = £ sinede A d$» {2.31) se escreve

B
df = 0 (2.33)

quer dizer, F & yma forma fechada. Notando que F e proporcio -
nal ao elemento de superficie da esfera unitaria o, temos do

teorema de Stokes que

[ dF = I F = 4n2 (2.34)
L) ¥
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e que & diferente de zerc pornue E # 0. 0 resultado {2.34) &
a base da demonstragao de que monopolos magnéticos estao pre -
sentes como fonte dos campos eletromagneticos, e isto & uma con

sequéncia direta de o Lema de Poincaré nio valer globalmente

sobre 0 espag¢o-tempo.

Exercicio: Mostre que todas as simetrias do tensor de curvatu

ra estio contidas em

A B
Qug = = By + B g A8 =0

Uma gutra identidade pode ser obtida a partir de

{(2.24) — sdo as identidades de Bianchi. Diferenciande exteri-

ormente (2.24),

A

A.
daty = d(duly) + d(u A WS

g}
ou

A A C A c

e, usando novamente {Z.24)

A A A c

d27p = (7 - wp A ch) Aw

A C C F

ou, finalmente

A _ A ¢ _ A c
dg B =% ¢hwpg-weday (2.35)

Exercicio: mostre que as identidades (2.30) sdo equivalentes
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as identidades de Bianchi

R egali] = © (2.36)

Nota 14: a identidade (2.28) pode ser analogamente expressa

B,,C 1 CA

p N B C,. 1 A B c
Bc"pe(”enane +t 3y BC(de\ hoevy 2c8c° A de

e, ap6s alguma manipulagio,

A Q B c

A C1 A0 LN i
{QN C BRC > C Qc C BN Vi C QN C CB} B A B A8 = D

ou
) A 1A 0 PSP S

. A

onde 3y Cpe = e?N) CABCHQ' No caso de & variedade ser um gru-
po de Lie e a hase (6“) ter sido escolhida dua) a base dos ge-
radores (XA) da algebra do grupo, <XB,B“§ = GAB s CABc sip As

constantes de estrutura da algebra e {2.37) se reduz a

c“mc CQBNJ = 0 (2.38)

que & denominada a identidade de Jacobi da dlgebra (X,).
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3 - 0 GRUPC DE LORERTZ LOCAL E A ESTRUTURA SPINORIAL LOCAL

Como ja vimos, o cardter hiperbolice ou Lorentziano
do espago-tempo da Relatividade Geral permite definir referen
ciais de Lorentz locais, associados a uma escolha de tetra-
das (eéA)}, tal gue Tocalmente a métrica assuma os valo

constantes da Relatividade Restrita

e T a8 €0A) e?a) = diag(+1,-1,-1,-1) (3.1)

(cf. {1.37) e (1.40)) e ¢ operador distancia pode ser expres-
50

Na verdade, a base de tetradas pode sempre ser escolhida in -

dependentemente em cada ponto do espacgo-tempo e, associada 3

estrutura lecal de Minkowski (3.1}, {3.2), existe uma arbitra
riedade nesta escolha da base de tetradas e/ou dos {en). as
expresstes (3.1), (3.2) ficam inalteradas por transformagoes

de Lorentz locais definidas por

L () map L) = mpe (3.3

que correspondem & uma transformacaoc na base local

of 7 < LA () e® (3.4)

Deste modo as tetradas (base Tocal) ficam definidas a menos

de uma transformagao de Lorentz local, que pode ~er feita in-

dependentemente em cada ponto da variedade.
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Tendo em vista a estrutura Minkowskiana (3.2) e o
grupc de Lorentz local, podemos entdo transportar, naturalmen-
te & independentemente para cada ponto da variedade, toda a

teoria de representacio do grupo de Lorentz.

Nota 15: € um fato bem conhecido que a &1gebra dos geradores
do trupo de Lorentz restritol ) pode ser construida 2
partir de duas sub #lgebras disjuntas, isomorfas 3 Algebra dos
geradores do grupo das.rotacﬁes espaciafs. Assim todas as re-
presentagdes irredutTveis de dimensdo finita do grupe de Lo~
rentz restrito podem ser obtidas diretamente, uma vez que se
conhegam as representagdes irredutiveis do grupo de rotacgdes
Estas G1timas podem ser caracterizadas por um infco nimero i,
que assume valores intefros ou semi-inteiros de 0 a » . O espa
¢o base para a representagdo de ordem j tem dimensio 2j + 1.
Desta forma, as representacoes 1rreﬁutTveis de dimensdo finjta
do grupo de Lorentz restrito podem ser caracterizadas por dois
inteiros ou semi-inteiros (J,§'), que aSsumem valores de O a ©,
# cujo espago-base correspondente tem dimensido (23+1)(23'+1) .
As representagdes (1/2, 0) e (0, 1/2} definam spinores a duas
componentes: spinores a duas componentes sio objetos que
se transformam sob matrizes de Lorentz das representagdes (1/2,
0) e (0, 1/2). A representagdo (1/2,1/2) corresponde 3 repre-
sentagao usua) das matrizes de Lorentz 4 x 4 e atua sobre veto

res de 4 componentes. A representacido (0,0} & a representacio

* . - -
( )Vanas nos restringir ao grupe de Lorentz homogeneo, proprio (det L=+l) o

ortocrono (Lg 2 1), ac qual nos referimos como grupo de Lorentz res -
trito,



-518-

escalar. Com relagdo 2s operagdes de invers3o espacial e conju
gacdo compiexa, temos: (1) se um objeto se transforma sob uma
matriz da representagao {j,j'), apds uma inversiao espacial ele
vai se transformar seb (j',j): (i1) se um objeto se transforma
sob umaz matriz da representagao (j,i'), por uma conjugacao com
plexa ele vai se transformar sob (j',3i). éntio se quisermos in
cluir inversaao espacial e conjugagao complexa. devemos ter um
espaco base de dimensdo 2(2j+1)(2§'+1), soma d1feta (J.3") %
& (i',3) dos espagos base de representaéio (J3') e {j'j). Embo
ra as representag¢ées (0,1/2) e (1/2,0) ndo sejam equivalentes,
pela propriedade (1i) acjima @ sempre possTvel encontrar uma
base de representacdo {ou, equivalentemente, uma transformacaoc
de similaridade) tal que (0, 1/2}" = (1/2, 0), onde » indica
conjugacac complexa. Neste caso a representacao (1/2, 0) & di-
ta representaqio coenjugada de (0, 1/2) e, neste sentido, temos
dois tipos de spinores a duas coﬁponentes que, "na literatura,
sap geralmente chamados de spinores pontuados e nao-pontuados,

sendo um o complexo-conjugado do outro. Spinores a quatro com-

ponentes sio objetos do espago base de representagio (0, 1/2 )
@& ({1/2, 0). Sob o ponto de vista de transformagio, ndo existe
distingdo entre um spinor de 4-componentes e sey complexg-con-
jugade. E este o espago base onde estao definidos os spinores
de Dirac e no qual as matrizes constantes de Dirac (YA 3 A=
= 0,1,2,3) constituem uma representagao da algebra de Clifford

AB

associada & métrica de Minkowski n"°, e que tomaremos como uma

estrutura Jocal independente em cada ponto da variedade.

Spinores de Dirac num Espaco-Tempo Riemannianc

Vamos tomar, independentemente em cada ponto da va-
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riedade, uma estrutura spinorial local de Dirac. Definimos spi
nores de Dirac como objetos de 4-compenentes que, sob o grupo
das transformagdes de Lorentz locais (3.3), se transformam co-

mo o$ seus correspondentes em espago plano

vi{x) > ' {x) = S{L{x)}w(x) (3.5a)

¢ seu conjugado correspondente

L

$ix) + V(x) = U(x) STV (L{x)) (3.5b)

onde S(L(x)} @& uma matriz 4 x 4 representagdo da transforma

¢io de Lorent:z L“B(x). com a restrigdo

det 5 = 1

Em termos de componentes, podemos escrever {3.5a,b) como

Vx> v tx) = st x) wPix) (3.52")
By (%) + 90, () = vy (x) (s7HP, (3.5b")

Spinores de ordem mais alta se transformam como produto direto
de spinores de primeira ordem do tipo (3.5a,b).
Sob transformagdes de cpordenadas sobre a variedade,
L

1 V&0

X7+ X (x), o5 spinores se transformam como escalares

vH{x') = w(x) (3.6)

Neste caso n3o existe ralagdo entre o grupo de transformagdes

gerals de coordenadas sobre a variedade e o grupo 1ocal de Lo-
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rentz (3.3}. Diferentemente da variedade plana da Relatividade
Restrita, onde o grupo de transformagdes (3.5) pode constituir
uma representa¢dc do grupo de transformacOes lineares e hamoge
neas sobre a variedade, no caso de um espago-tempo curvo a es-
trutura Lorentziana local existe independentemente em cada pon
to e as transformagtes locais (3.5) n3o podem constituir uma
representagao das transformagdes gerais sobre a variedade.

0 campo de matrizes de Dirac pode ser definido da se
guinte forma. As matrizes constantes de Diracg

Aah o)

satisfazem 3 relagdo de anti-comutacgdo

A_B B A

Yy  + vy y =271 1 (3.7)

onde ¥ & a matriz identidade 4 x 4. Com a operagdo (3.7), es
tas matrizes constituem, na base dos spinores de Dirac, uma re
presentagio para a dlgebra de Clifford associada 4 métrica de
Minkowski Tlocal AR - Usando a base de tetradas (ein)(xj}. pode

mos definir sobre a variedade o campo de matrizes

ix) = ety 0 ¥ (3.8)

que satisfazem, devido a {1.34) e (3.7),

YOOYY(x) + ¥y (x) = 2 g"V(x) T (3.9)

constituindo uma 3lgebra de Clifford associado 3 métrica ¢g"™(x)

da variedade.
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Kota 16: Para as matrizes de Dirac constantes, estamos utilf -

zando uma representacidoc onde

(Mt = 40 A0

0123

0)2 = '(Yk)z =1 , k=1,2,3 e 75 = i yoy ySyl.

com (v
Nota 17: Um conjunto de nimeros hipercomplexos satisfazendo

YHyY & Yy = 2g"V & chamado uma a1gebra de C11fford.
Pode-se mostrar que uma 1gebra de Clifford existe para tode

espago com uma métrica g“V.

Sob o grupo de transformagées (3.5) as matrizes
Y”(x) se transformam

1l - ]
()% = st THt S sy s (3.10)

Ne presente formalismo de tetradas, a transformagdo (3.10) &
gerada dando-se 3 base de tetradas uma rotacio de Lorentz lo-

cal conveniente,
(WA ¥ = s A s ) (3.11)

(cf. {3.8) e (3.4)). A condigio {3.11) implica que o spinor
Vo= ¢+YO - onde y* indica o hermitiano conjugado de ¢ e YO 8
2 matriz constante de Dirac — se transforma como um spinor con

Jugado (3.5b), desde que (3.11) implica vOs*y0 = 577,

Notemos
que as matrizes constantes de Dirac yA 530 supostas nao se al-
terar nas transformacoes {3.11}, como usualmente,

Com relacdio a transformagdes de coordenadas, as ma-
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trizes {3.8) se transformam como um 4-vetor contravariante

r P
YU (x) = A v (x)
ax

Derivada Covariante de um Spinor

Desde que o grupo laocal depende de ponto, o transpor
te de objetos (que se transformam sob o grupe) de um ponte P
para um ponto P+dP deve conter um termo de afinidade de modo
que em P+dP g objeto transportado ainda se transforme sob o gru-
po local. Em outras palavras, devido ap fato de que as matri-
zes do grupo de transformagdes {3.5) sdo fungdes de ponto, a
derivada de um spinor n@o se transforma como um spinor. Assim

somos levados a definir a derivada covariante de um spinor por

Tt (x) = 3t (x) - 1 WP (3.12)

de tal forma que, sob o grupo (3.5), (3.12) se transforme como

um spinor,

vt = st vl (3.13)

a

Nota 18: Na presente formulag3o, a invariancia da equagao de

Dirac em Relatividade Geral sob transformacoes de si-
milaridade (3.5), (3.10) &, de fato, pela escotha (3.11), inva
ridncia sob rotagdes dos referenciais locais defintdos por (2.2),

(2.3) e (3.4). Passando da base de coordenadas (3/3x%) para
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o g ;
a base local Xp * '(M ;;E' {3.12) se& escreve

_ &
onde T, = e(A) Ty
Da lei de transformacgac (3.13) segue que r, se trans-

forma como
, A a d =1,f a -1.,d
ou

rtooasr s I s
A segunda parceta do lado direito de (3.15) & a parte ndao homg
genea da transformagaoc da afinidade. No entanto, sob transfor-
magoes gerais de coordenadas, Pa se transforma como um covetor
(cf. comentirios apts expressdo (3.6)). As guantidades I'u 540
denominadas afinidades spinoriais ou conexdes internas.

A expressio ¢a¢. = ww € um escalar sob transforma -

¢6es (3.5), & 1sto implica {utilizando-se a propriedade padriao
T (AB) = (T A)B + A(V B))

9, (x) = 3w, (x) + wylx) T2, (x) (3.16)

« g%,
ou, na base local X“ e(A) e

N i
4% = X4 (9) + YT, (3.17)
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Para um objeto com Tadices spinorfais e tensoriais
(quer dtzer, com leis de transformages bem definidas, sob
transformacdes gerais de coordenadas sobre a variedade e sob
rotacoes dos referenciais locais) a derivada covariante & dada
por

Aa Aa Ap eBa _ L a -Ad d ¢ha

TaFp = 3 F T Y gt Flip o TPy T BTy . (3418)
que generaliza a derivade covariante usual. Notando que vus‘

bI
= 0, a condigio vuguv = 0 imp¥ica, a partir de (3.9), que

Vaduy = %y (Y (xdv,(x) + v (x)y (x)) = 0 (3.19)
Uma condicdo suficiente para (3.19) &

t}n-!-'yl‘-l‘y = (3.20)

vy, =3y -1 wFa a¥y

a'y  Caly Tty

Usando (3.8) e as propriedades da Algebra de Dirac gerada pe-
las matrizes constantes YA. podeémos resolver {3.20) para ru:-
Ty =A V-3 |}u{3a7u) = gy Y - LR (W - YpYu)]

' (3.21)
onde na 2 um campo vetorial real arbitririo (e que pode eventu
almente ser interpretado como potencial eletromagnéticoe exter-
no, em acoplamento mTnimo com o campo y). Para neutrinos, toma

mgs Au = 0, desde que neutrinos n3o tem carga eldtrica.

Nota 19: Existem outras arbitrariedades na determinacdo de T .
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A imposigdo (3.20) & suficiente para garantir gque Y guv =0

mas nado €, de forma nenhuma necessiria. De fato, tomando

v, . EG'YNJ (3.22)
para qualquer va pertencendo a algebra de Pauli das matrizes
vY(x), a condicdo de termos uma afinidade métrica (Vo9yy = 0)
€ preservada. A afinidade spinorial ru, por {3.22), deve satis

fazer

X
Bqu {uv] 0 Puyu + Yvru Vuyu Yo'y

Contraindo esta expressio, respectivamente, com y“ 3 esquerda

e v 3@ direita, e subtraindo uma da outra obtemos

FI 1 v v
Pu = Pu - Vu + 3 quu + ¥ vuyv) (3.23)
onde riI @ dado por (3.21). Uma solugdo possivel para
(3.23) @
FI
Ty = Ty Yy

que satisfaz identicamente (3.23). Neste caso, a derivada cova

riante {3.12) se expressa

v o - Tl e vy (3.24)

a

Expandindo Va(x) ’

Va(x) = A(x) 1+ B (x)vB(x) + C Byxy + ... (3.25)

agr Y
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onde Bustx) etc., devem ser funcionais da métrica, nio temos |,
em geral, critério para decidir entre {3.20) e (3.22). A esco-
lha (3.20) parece, porém, ser 2 mais simples no tratamento da
interagao neutrino-gravitagac — por exemplo, o tensor momen tum
-energia do campo de Dirac em interacdo com a gravitagio, para
(3.20), tem a sua forma da Relatividade Restrita, a menos da
sybstituigao 8~ Yy _

No que se segue, nossa escolha sera (3.20), com ra
dado por (3.21) e A_ = 0. As afinidades spinoriais {3.21) sdd
denominadas coeficientes de Fock-Ivanenkop.

Com a nogdo de derivada covariante {3.18) em relagio
a transformacGes gerais de coordenadas e transformagdes de Lo-
rentz locais, a equagao de Dirac da Relatividade Restrita pode
ser generalizada para uma variedade Riemanniana pela prescri-

gdo

A equagdo de Dirac, covariante sob os grupos de Lorentz local
{3.5), (3.11) e o grupo de transformagdes gerais de coordena-

das, tem a forma

(v, - my =0 (3.26)
oy

(i y¥(a,-r,) = my = 0
Para neutrine {m = 0) a equagdo de Dirac se reduz a

vWie, - T v =0 {3.27)

1l
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Nota 20: A generalizagho (3.26) da equaciio de Dirac em um es-

pago-tempo curvo apresenta diferengas fundamentats
da equag3o de Dirac em RR. No caso da Relatividade Restrita, o
spinor de Dirac pertence ao espago-base de uma representagdo do
grupo de Lorentz (a representagdo (1/2,0) ® (0,1/2)) que & o
grupo de simetria do proprio espago-tempo, enquanto que, no ca
so da Relatividade Geral, o spinor y & definide com relagio 3
estrutura local de Lorentz, que existe independentemente em ca
da ponto da variedade, sem nenhuma relagdo com o grupo de trans

formagoes gerais de coordenadas sobre a varieadade. Relativo a

este ultimo, y se transforma comoc um escalar, por definigdo..

As Equagdes Acopladas de Einstein-Dirac e o Tensor Momen -

tum-Energia para o Neutrine

A equagdo de Dirac para o neutrino (3.27) e sua con-

Jugada podem ser derivadas do princTpio variacional

an-’g'Ld“x.o

por variagdo independente de y e ¥, ou, equivalentemente, das

equagoes de Euler-Lagrange

a ]
3V (Y=g L) - 3, jrgggy (V=g L) =0

3 g L) -.3 3 T L) = 0
35 (P -, TR (/=g L)
onde

L= 103 (x)9,0 - (V%) v*(x) v } (3.28)



-529-

Aqui, g ® o determinante da métrica e T & o spinor conjuga

do de Pauli, ¥ = w*yo. onde y'

e 70 € a matriz constante de Dirac.

indica ¢ hermitfano conjugado

Se levarmos em conta que o campo de neutrinos nio sQ
mente € atuado pelo campo gravitacional mas também & fonte de
curvatura, a interagdo neutrino-gravitagao & descrita pelo con
junto de equagoes acopladas de Einstein-Dirac. Estas sio abtq-

das da Lagrangeana

/7 (g R+ L(v) + L(matéria) ) (3.29)

onde K & a constante gravitacional, R o escalar de curvatura,
L & dado por (3.28), e L{matéria) € a densidade da. Lagrangeana
de outro qualquer tipo de matéria eventualmente presente e tam
bem fonte de curvatura. Desde que R nio depende de ¥, pela va-
riagao independente de ¢ e ¥ na agao correspondente a (3.29),
obtemos a equagadc de Dirac (3.27) e a conjugada associada, res

pectivamente. 0 principic variacional
8 J /g (% R+ L(y) + L{matéria})) ¢« = 0 ,
para varfagdes independentes de 9,5° NOS da as equagdes de

campo de Einstein

Ryg - % Gag R = K(T g(¥) + T_ (matéria) ) (3.30)

ocnde os tensores momentum-energia tﬁ 530 definidos

[ Taal¥)s 9%B /=g d¥x - & J Liv) /=3 d*x (3.31)
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T g(matéria)s 0% /75 d%x = 5 | L(matéria) /g3 d%x . (3.32)

Notando que a variagao de 9qup S® reftete em variagao das'ya(x]
(de modo que a relacao {3.9) seja preservada) e em correspon-
dentes variagoes daos coeficientes de Fock-Ivarenko, 0 tensor

momentum-energia para ¢ neutrine, de (3.31), & dado por

Tuﬂ = i {EYUva + wYBVali-' = (Vaﬁ)YBIU - (vBE}YGRb } (3'33}

Notemos que a invariadncia da agio

J /g {W(x)vuw - (vﬂh“(x}w} a*x

sob transformagdes de cpordenadas implica

Utilizando a equagao de Dirac para o neutrino, podemos verjfi-
car diretamente que ¢ trag¢o do tensor momentum-energia do heu-
tring se anula. Deste modo, as equagoes acopladas de Einstein-
-Dirac (3.27), {3.30}, {3.33), na auséncia de matéria, podem

ser escritas

R = KT

af of
Y“vaw =0 (3.34)
TaB = i {$T(a VB)w - v(a W YB)W }

0 conjunto de equagbdes (3.34) constitul a base do estudo da in

teragdo dos campos gravitacional e de neutrinos,



-531-

Do ponto de vista de c&lculo, o sistema de equagdes
acopladas de Einstein-Dirac & extremamente complicado. Com o
‘conceito de referenciais de Lorentz locais e o caleculo de far
mas nestes referencials, estamos de posse de uma tecnica mate-
matica poderosa gue nos permite tratar, de modo unificado, nig
somente o campo de Dirac em um espago-tempo curvo, bem como o
proprio espago-tempo. Em outras palavras, descrevendo a estru-
tura do espago-tempo em termos dos referenciais Tlocais e com
2 ytilizagdo do cdlculo de formas da Secdo 2, a equagio  de
Dirac pode ser formulada e calcuiada mais simplesmente e mais
diretamente que em qualquer outra descrigdo do espago-tempo.

Com a escolha dos referenciais Tocais

oh = elA) gx0 (2.3)

tal que (1.34), definimos o campo de matrizes y"{x} por

Yx) = el vt (3.8)

que assume localmente a expressao das matrizes de Dirac cons-
tantes YA. Como ja vimos, a derivada covarfante de um spinor

¢ definida por

A B N (3.12)

onde o termo de afinidade I' ¢ & devido & exigéncia de invaridn
cia da equagdo de Dirac sob rotacdes de Lorentz dos referenci-

ais locais. Expressando {3.12) na base (2.3) temos

a o
Va¥ = &(a)3a¥ - e(a)ToY
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Deste modo, a equagdo de Dirac para o neutrino assume, Jlocatl-

mente, a forma

A o o
Y E(“auq: - e(”ra{l = 0 {3.35)
onde yA sd0 as matrizes de Dirac constantes. De {3.21) e (3.8)

temos

1
Ta™ " 8 {e?ﬂ)eu(ﬂ)la - G "m'o(s)}‘ S

ou
ru = - % e‘{JA)eu(B)Ha (TnYB'YBYA’ (3.36)

Da definigdo (2.8) dos coeficientes de rotagao de Ricci Yagc*

podemos expressar (3.36) por

Ty = =g vage Y0 el (3.37)

onde usamps a propriedade de simetria Yapc * - YBAce Denotan-
o
do Pc = e(C)Pu ]
] AB
Te =" g Yapc VY (3.38)
que, substituido em (3.35),resulta

AEREE Rl (3.39)

e, para a equacdo de Dirac,

A 1 A MN
Y E?A)aaw + T YMNRY Y Y =0 (3.40)
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Analogamente, o tensor momentum-enargia (3.33) se expressa lo-

calmente

TﬁB - 1{ -i'-Y(H vB)'P - ?(ﬁ W'YB)‘,‘ } (3.41)

Assim, de acordo com a Secdo 2, passagens intermedi-
arias no c3lculo das curvaturas do espago-tempo nos fornecem
todos os elementos para um cdlculo imediato de (3.39) e
(3.40), e consequentemente (3.41). De fato, dado g, a escolha

AL tais que g assuma a forma {é.ZJ — nos fornece de ime

dos 8§
diato (eén)) e sua inversa (e?n)); e da derivaglio exterior dos
Bn. obtemos — a partir da primefra equagio de estrutura de Car
tah - os gﬁB e portanto os YnBC' por leitura imediata de mAB=
= vgce”.

A seguir, vamos utilizar o formalisme acima para des
crevar a dinamica local de neutrinos em um universo com rota -
¢do, bem gomo fazer um cdlculo de neutrinos em modelos de Fri-
edmann, e mostrar que neutrinos num espacgo-gempo tipo Fried -
mann ndo podem gerar curvatura compatTvel) com o alto grau de

simetria destes modelos.
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4 - NEUTRINOS NO UNIVERSO DE GBDEL — NEUTRINOS EM MODELOS DE

FREITEDMANN
Vamos considerar o modelo de Gddel, com métrica

1 1
g = dt? + 2 e“% dtdx? + % e?* (ax?)Z-(ax)i (x4

que & solugao das equacdes de Einstein com constante cosmelogi

ca, para um tensor momentum-energia de mat€ria incoerante TuB=

= pvuvs. 0 campo de velocidades da materia Va tem a proprieda-

de importante de ter vorticidade ndo nula (notemos que v“;ag),

wu = (0,0,0,0}]

Tomamos 0 referencial Jocal

1
80 dt + &“* dx2

6 = dx
(4.2)
1
82 = —"22-. e dx?
_83 = dx3

de mode que {4.1) & expresso

g = niggoteB = (69)2 - (61)2 - (6%)2 - (o%)?

De (4.2) podemos ler diretamente as tetradas eéﬂ). cujas compo
nentes ndo nulas sao dadas por
0y . (0} wx

{4.3)

e <1 gt wx e o
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rom inversas dadas pelas expressdes {cf. {4.2))

dt = 6% - 7 42
] ]

dx" = 8
: (4.4)
dxZ = /7 e"9X 42
dx3 ='e3
de modo que
0 _ 0 . -
e (0) 1 e (2) vZ
(4.5)
1
1 2 ~wx 3,
ey ! ®(e) = T e &y~ !

Derivando exteriormente as T-formas (4.2) e usando {4.4),(4.5)

obtemos

de? = VZwo ] A B

ge! = 0

2 1

{4.6)

u
£
@

de

dsd < 0

Os coeficientes de rotagio de Ricci podem ser obtidos a partir
de {2.17}), onde os Cabe sdo lidos diretamente de (4.6}, e tem

componentes nao-nulas

= - =
120 T W Yz = @
(4.7)

_Z
org =7 0w L6723 B S

De (4.7), os coeficientes de Fock-Ivanenko {3.38) sac calcula-

dos
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{4.8)

Nota 21: no que se segue, vamos tomar a representagao particy

lar

consistente com a Nota (16).

Desde que o espago-tempo (4.1) admite 3/3t como vetor de Kil -
ting, tomamos

v o= w(X) e7let (4.9)

que s3o modos de energia do campo invariantemente definidos.
k_a - 0 o _eQ
Denctando v e(k] = y.2", tende em conta que e(G) =8y para o
espago-tempo {4.1), e usando resultados ja calculados, podemas
escrever a equagiao de Dirac para o neutrino, no espago-tempo

(4.1),

- ieyow = - ?.E“auw - % wYOY]YleJ - % Y]w (4.10)

Tomande ¢ <como auto estado de 75.

R B R I . (4.17)

0
e definindo a matriz de spin & = 2497 - *l + podenos ex -

0 o
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(4.10) como

ely = ¥ . (- 1E“aa-12‘931 +f4-zi575:[¢'
ou
ely = Tomy (4.12)

onde

Fe- % s ZHS - deg (4.13)

Aqui % & o vetor vorticidade (0,0,u), no referencial local de-
terminade por (4.2}, e ﬁ] = {1,0,0). De ({4.12) podemos consi-
derar L¥+T como a Hamiltoniana do sistema, expressa em termos
de objetos definidoes no referencial local determinado por {4.2).
Com relagdao a esta Hamiltoniana, Tx & conservado, iste & ,
a projegao do spin ¥ sobre a direcao do momentum T @ conserva
da &, neste sentido, L estd bem definido como a helicidade do
estado y de neutrinos.

Vamos agora determinar o movimento local de =, Temos

T, * 1Efk . Lf«%] , (4.14)

que & uma equagao de operadores sobre os auto-estados de heli-

-iet

cidade e energfa,wL = (fﬁ)e . dos neutrineos. Desde gue T co

muta com Ys, resulta de (4.14)
;rk = 1|.E£ Erk 3 ﬂ!‘]
ou, apds algum calculo,

. L A A A
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Usando em (4.15) os coeficientes de Ricci (4.7) de Gide), 1o
referencial local (4.2}, temos

- | 4 a

LA vZ L D i T (4.16}

Finalmente, levando em conta que (4.16) atua sobre os auto-es-

tados de helicidade e energia dos neutrinos,
FaTelLTal (4.17)

Desde que T.7 se conserva, a equaclo (4.17) nos dZ que, para
um dado sinal de e, o spin b precessa localmente em torno da
direcdio % , com uma velocidade angular proporcional a vZe e
cujo sentido independe do sinal de L (quer dizer, independe de
ser neutrino ou anti-neutrino). Isto estd ligado intuitivamen-
te ao fato de que o spin do neutrino & definfdo relativamente
a um referencial de Lorentz local, e que tal referencial déve
precessar num universo com rotagdo.

Yamos agora discutir neutrinos em modelos de Fried-
mann. Yamos consfderar o espago-tempo de Friedmann com  secdo
plana, e um sistem; de coordenadas no qual a métrica assume 2

forma

2

g = dt? - a(t)(dxPedy2edz?) (4.18)

A escotha mais natural de um referencial local & dada por

= dt

8 = aft)dx
a{t)dy
a(t)dz

(4.19)

=] -]
| | | ]
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de modo que

0,2 _ (g1y2 22 (432 . A8

g = (8 ') - (o nagt’ @

De {4.19%) podemos ler diretamente a matriz de tetradas

cujas componentes ndo nulas sao dadas por
e =1 es?) = are)
e{") = a(t) ef®) - ae)

com inversas dadas pelas expressbes (de (4.19)),

dt = ¢f

dx =_a'] ol

dy = a~l g2

dz = a~! o3

de modo que

0 2 -1
0y = ! 2y = 2
T =1 3 =1
e(qy = @ e(3) = 8

Derivando as 1-formas (4.19) exteriormente, e usando
obtemos

de? -

L=

dg’ =

[
[ -]

de? <

e
o
=
<

3

de” = A 8

ol
@

(4.20)

e(A)
o

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.22),

(4.24)

Uma inspecdio direta em (4.24) nos di imediatamente que as com-
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A

ponentes ndo nulas de w B 520
1 a .1
M 0 = E 9
4 a .2
wo =3 6 (4.25)
w30 2 % e3

Exercicio: mostre que (4.25}, substituida na 12 equagio  de
estrutura de Cartan deA = -wAB A BB. reproduz cor-
retamente {4.24), Portanto, para a escolha (4,19}, o conjunto

(4.25) & Gnico.

De (2.711}) e {4.25), obtemos as componentes nio nulas

dos coeficientes de rotagdo de Ricei,

vlop = isa

v2y, = 472 (4.26)

Y303 = 5/3

Na base local (4.2), os coeficientes de Fock-Ivanenko (3.38)

520 entdo imediatamente obtidos,

Fy = 0
_1a 1.0
hy=z3YY
- (4.27)
14 20
Ta=z3 7YY
ry - 1 i 43,0

Com (4.23) e (4.27), podemos calcular & derivada co-
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seu conjugado de Pauli, v = y*y?

variante de um spinor y

na base (4.2). Temos

vow =y
U _1la 1.0
vﬂ'—;'llx TR YYV
. (4.28)
1 1a 2.0
\Tzlll'i'l*y"g;“f_“rw
1 1a . 3.0
W ra vtz YYY
e
vuw’i'r
1 - 1a-1.0
Wt tza Y
. {(4.29)
- 1a-20
Vzw-;?ﬁy+§§w~rv
1 1 a—.30
93$ iy WZ tz 3 YY"y

A equagdo de Dirac
A
Y VAw + imyp = 0O

no espaco-tempo de Friedmann {4.18) resyulta

0 1 3
b s e vty ey 3230 e -0 (430)

Analogamente, as componentes do tensor momentum-energis (3.41)

sdo calculadas, usando (4.28) e (4.29),
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Too = 28 (W - %)
To] = { ﬁ?‘lﬂl - E’Y]"i' + %' (E‘Y%x - ixh"ow)]

Top = [ﬁvzw - W+ % (Evuwy - EyYuw)]

(4.31)
{@,"v - T ¢ @t - T}

Ty = H{@"v - T+ @ - B}
20 = B @ - W)
Toy = 1 {Txty - B, « Gt - T}

- 2
V- Y, )

A incompatibilidade de um spinor geral w(i.t) como  fonte de
curvatura do presente modelo de Friedmann (4.18) fica evidente
das expressdes (4.31), do temsor momentum-energia do neutrino,
tendo-se em conta o fato de que o tensor de Ricci RﬁB pars &
métrica (4.18) & diagonal. Um spinor y(x',t), i = fixo, cor -
respandendo a uma onda plana se propagando na diregao xi. terd
sempre a componente Toi' do tensor momentum-energia correspon-

dente, naoc nula. 0 caso mais simetrico seria
$(t)
Y = [4.32)
ai¢(t)

correspondendo a uma corrente :]A = WYAw. ao longo dos <comes
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de Tuz na diregdo 1. Neste caso, tamb&m a componente T01 cor -
respondente seria nido nula.

Para finalizar, vamos examinar uma classe especial
de spineres ¢{t} que s3o solucgoes da equagio de Dirac (4.30),
com corrente jA = $yAw nag identicamente nula, mas cujo ten-
sor momentum-energia correspondente & identicamente nulo. Va-

mos expressar

¢{t)
g = (4.33)
nit)

Neste caso, & equacio de Dirac se reduz a

br3dysiny®y -0 (4.34)
A dependéncia puramente temporal'de (4.33) e 2 eguacio de

Dirac (4.18) implicam imediatamente que a unica componente nio

nula de T,p (cf. (4.31)) ]

Top = 4 M W (4.35)

de modo que qualquer solugao da equagdo de Dirac em (4.18),com
m =0 ¢ com dependéncia puramente temporal, corresponde a um
neutrino com corrente 3% = $y®(x)¥ nio nula mas cujo tensor mo
mentum-energia & identicamente nulo. Tais campos de neu -
trinos — que s3o denominados, na literatura, de neutrinos-fan-
tasmas — nzo sdo passivels de gerar curvatura, mas reagem ao
campo gravitacional, sendo de fato atuados por eles. E possy -

vel mostrar que varios modelos cosmoldgicos de diferentes ti-
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pos na classificagdo de Blanchi admitem solugdes de neutrines
fantasmas {do tipo algébrico {4.32)). Desde que o tensor mo -
mentum-energia & nao lingar nos campos, uma combinagdo tinear
de neutrinos fantasmas ndo & mais um neutrinp fantasma. Esta
propriedade foi usada por Novello para construir — com neutri
nos fantasmas — uma base para campos de meutrinos em modelos
cosmoldgicos tendo neutrino como fonte de curvatura.

Para finalizar, notemos que (4.34) admite solugdes

o(t
de fermions {m # 0) fantasmas y(t) = v Para ¢ satis-
nit
fazendo {cf. (4.35)) (
=0
ou
ste = nn .
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