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1 - QUANTIDADES CINEMATICAS

1.1 - Tensor de Projegdo

Seja ¥ um campo vetorial definido sobre uma varieda-
de espago-tempo M4. Em cada ponto P de Mq, o vetor V determina

um sub-espago tri-dimensional constituido de vetores ortogo -

&+
najs a V.
Se V & um vetor do tipo tempo, i.8, vuvvg”“ > 0, en-
tac podemos neormaliza-To
V¥ g" =1 )

u v

5

Se identificarmos o campo vetorial V com uma classe
de observadores movendo-se com esta veiocidade, o sub-espaco
H, determinado pelo conjunto de vetores ortogonais a ¥V, consti

tui um referencial inercial para o cbservador correspondente.

Construimos, a partir de f, o tensor (huu} de proje-
qé@ no tri-espage H, pela expressao
h = g - ¥ ¥ {2}

uv U v

Esse tensor projeta objetos geométricos (tensores}) definidos
em Mq no referencial inercial do observador V.
E simples mostrar que huv tem as caracteristicas de

um projetor, a sabeyr:
{i) h®™ = h
Com efeito,

B _ _ B _yB - - _
hth v oo {guB VGVS)(Q v v Vv) av vuvv B hau
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(1)  h & perpendicular a V.

Temos

h VB a g

6. 8 .
a8 ve - v v vB .o

ap 8

Note ademats gue huu € simétrico:

huv = hvu .

Podemos entdc fdentificar o tensor huv com a metrica
em B pela geometria de H4. Um observador de valocidade ?, loca
lizade em um dado ponto P de M4 de coordenadas x“(P) mede a
sua distidncia a um ponto Q vizinho, de coordenadas x®(P)+ax®

pela forma:

dsé(PQ) = %y dx" dx¥ = b dxM dx¥ + (v, dx¥)? (3)

uv

A distancia de P a Q separa-se em uma parte puramente espacial
de = {hu“ dx* dxv}lfz e um Intervalo de tempo dt = ?u dx* .
~ Assim, huu determina sobre # uma afinidade métrica
(3} e
Puv'
Definimos o operador (3)vu gue atua em ¥ segundo a
expressioc
(3) = h% p B
Vu "k = hu h vu W

A 8

]

Tal operagao gera um tensor hul z (3)vu W, que pertence a 4.

= e também

Com efeito, v* B
HA

u
v Bul =0

Um calculo simples permite mostrar que, a  conexao

{3)P$Jesti assoctada 3 matrica huv no tri-espago #, pois
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(3) -
vu th 0

Com efeito, temos

By h. =h®hhPg n
H [ ]

__Cf-
gr = My fg by =choh

a., 0
h}‘ Va (VGVO) = ¢}

ap g

Teremos oportunidade adiante, ao estudarmos modelos

cosmologicos homogéneos, de voltar a encantrar 0 operador
{3)
vu.

1.2 - Parametros Otiecs

Consideremos um conjunto de curvas T que interceptam
% na vizinhanga de um ponto arbitrarioc p de #. Iremos cali -
brar os valores dos parametros afim 55 sobre cada curva de tal
modo a que em F os valares desses parametros (tempe proprio )
coincidam,

Chamamos vetor conex2o, e denotamos par n, o vetor
que Tiga duas curvas da congruencia [ com o mesmo valer de s.

Ko caso acima, ﬁ consiste em um vetor pertencente a
H, Podemos estender a definigao acima e considerar o vetor co-
nexdo como aguele que une duas curvas com ¢ mesmo valor do pa-
rametro afim s, sem impor necessariamente a condigao de que
tal vetor seja ortogonal as curvas.

Chamando V o vetor fcampo vetorial) tangente is cur-
vas x" = x”(s} gue constituem a congruéncia I podemos constru-
e, a partir de n um vetor EL em ¥ , por meic do projetor h.
Temos, por definigdo,

RN (4)
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Definido o vetor © em uma dada superficie #, constru
imos o campo E(x) ao longo de T , atraves do transporte de

Lie:
% n=0 (5)

Da definicao da operagao derivagao de Lie, temos

a
Al =% vH - v ¥
{; %} T flw "

-4 . -
Dai, para a restricao do vetor n sobre # temos:

- e
£n
¥ _—

n
M pom |

ani e by A
i )] LU/ PR N LI

n
[T

o
- . R TR o by (VR u Ao
”J-“mu"“*“x“l!u“ e s

- g% _yC u X a o A TR
{87,-¥ Vk)Hu VT o+ (67,-VV, ) Il v

- ‘n'a”u {Gul - VHVA} n"

e . bo A oyon A TO_yOy A g0 X "o X
¥ vln ¥ Vln + n =V an ¥ Hkn + ¥ ?An

(usande a eq. (5))

SR A FUMRIE LI A A LI L

- V% (U, v vt

Mas a norma V“Vu =1 implica i“va = 0, Daf
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- o .
E? “J -0y ot e (6)

Convém notar que ﬁl mede o afastamento efetivo de
duas curvas vizinhas em #. Podemos obter a velocidade de afas-
tamento v™ dessas curvas através da derivagao ao longo do pari
Fetro s.

A velocidade de afastamento dos pontos p ¢ p+dp em #
8 obtida a partir da restri¢do de V® em &#:

D {hu

X
V?re]) RERAEETES 13 )

m
o>
=

a N

e notande que temos

=R

Usando a restricao (5) de

0 *H o 0yl A
LT T

a

podemos escrever

a < h® yB U e A D u
Vieet) = Pg" ™ * P B M

. h"‘B'.'E‘”une (6% -v"v_) + h%VBnv_ v 0%t (VRY V)
- h® yb U _E
=k B‘i' |[uh En
Qu seja,
v LA (7)
{rel) B 'l ",

A relagido (7) mostra que & possyvel obter a velocida
de de afastamento de dois pontos vizinhos p e p+ap da CO"QFUEE

c¢ia T através de uma transformagio linear sobre o vetor de co-
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nexio n". Com efeito, (7) pode ser escrita como a aplicagao 1i-
near

a  _ a0 o

v[re1} = { u n (8}
com

@ - .08 A yB

%, =t n VR

T = . o o b v®

Exercicio: Calcule a aceleragido relativa a(reT) = h v B3 (rel)

de uma congruéncia I.

Consideremos .0 tensor Qau que contem a 1informacgao
da variagcdo da distancia entre dois pontos de I. Usando o teo
rema de decomposigao de tensores em partes irredutiveis, pode-

mos escrever

QaB =

(1]
=

af * OGB * Yag (9)

onde 9.8 € tensor simétrico de trago nulo e Wop g tensor an-

ti-simetrico.

Temos
“ag * % (Qup - Qgy) = % h[ﬁu hB:r Yl (10a)
% = 3 " h@’\\ru”A - 1o hog (10b)
8 = h% Vol = Vi _ (10¢)
Vemos que os tensores g e uw pertencem a ¥ . Com

uv Hv
efeito, das definigies acima segue:
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v
Uu\l ¥ 0
w y* =D
jTRY
Podemos entao escrever
& LM = 8
ho% 07 Vallw = 7 Pax * %an * % (1)

Desenvolvende ¢ lado esquérdo temos

@ _ ya (TR
(8 VG (EY, - V) Y

8 ofu ”

o (8% M % yMy L y%y g oyl
(8 BG A § BU vy v ¥BG 2t vy VBVA)

Y R a Y o

Mas
Yalx v® = 0
Dai
h“e Wy Valu = Vel ° Gﬂvx (12)
Note que Yape = = Ypac: Temos entdo
°2nu T YABc eBa °Cu (13}

0 vetor v“. em repouso no sistema de tetrada, se escreve

A A
Vi =69

Entido,
Vo = Map

Assim, podemos escrever os pardmetros na base de te-



trada, ou

ZUAB
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seja:

B:

a af _ A o
Via = Yag? = (&g Va)p 9

A aB A 8 C .,af _
= VA [ oll & g 5 = - va Yac®a®gd

A BC
"~ Ypcan
8 = - ype n°C | (14)

qua-o tensar OaR

u A e« B _2 a _B
h (u h B) vuux e A e B 5 E haB e A e B

pox 0 a B _ 2
=h et ate) "3 Pag

WA 0 M N a B _2
hh™aY uy € ) &y @ (a gy ~ 3 6 bap

1}

Y N (e“u - vuv“)(e"s.- va") EG(A eBB) -

2
"3 % Mg
M M N
= - YOHN (6 A = an )(6"3 - va ) -

0 N My cN oy Ny 2
Yoy (87 - VgV )(874 - VaV') - 3 8 hyg

0 0 N 0 M
=~ yaptYan VgV oty mg Va¥ -

0 M N 0 0 N
Yoan VYV VAV - Yga t vy Va¥ ¢
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0

M
* Y

M 0 R 2
\'BV -YHvavﬁVB-gehAB

0 0 0 0
2008 = " Y pag " Yga*tYao Vet YopVac-
0 0 0 2
- 2%90¥aV¥s * Y goYa * Yoa VB 3 @ Mpp
0 .0 0 0 2
200 = " Y ap " YBAa* Y a0 "Bo * Y80 Ma0 " 3% Mag

(15}

Para o tensor "’AB:'
- u A a B
ZmnB h El hB] Vu" A e A e B

o B u a0
-e#\ethl hB em“:[

0 M K o B gu A
"tYwn g *agtacBMals

= - e”[é e"ij (e 4 - VWV, (e - Vivp)

_ .0 M N u X p _
scvmemegtate Al Ve

A M H oyi
-eBV VA+V ¥ Vﬁ"lB}

0 M N _ M N M
R 2 L R T S BRI S T

N M N N MoNy v -
6 ¥ Vg = VU Wy g 4 VTV, 8T+ VIV WYy

N M
-V, vB]
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0 ] 0

N
* Y VO Va o Yy

veov,

0

0 0 0
Yag " Yea*Yao Vs YoV

ZWAB = A

0

0 0 6 .0 0
Yag* Y BAtYao S8 Yo S a (16)

ZUJAB =

Para a aceleracgdo, temos:

Y AN

y 0

v = - 1% (17)

Assim, podempgs usar essa expressao da acelerac¢io e

re-escrever o tensor sob a forma

“AB

__ .0 o _ 0 . 0 '
EmAB = Yot Y BA VA 5 g * VB § A (16'}

1.3 - Propagagde das Quantidades Cinematicas

Vamos examinar as equac¢ées de evolugao dos parame -
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tros 6, S & Uy ao longo da.congruﬁncia r.

Da definigdo de tensor de curvatura, temos

- = £
Yollgiy ~ Yolviie = Raesy ¥

“Multipliicando por vY temos:

- - Y. EY
Vaned = Valylle V' " Raesy VY

onde, como sempre nestas notas, 0 ponto significa derivagao na
diregao Vu

Mas,

Y . Y - Y =
Yalviie ¥ = Yoy e T Valy Ve

= (¥ - vY
Oodie ~ Vally Vs

ou, notando indistintamente Vu = au: escrevemos:

.. Y - EyY
(More)” = %l * Vally Ve " Roesy ¥V

Projetando no espago H, tem-se:

WM oWV TR \
hy' Mg igy) = Mo Mg 2y * ha Mg Yy iy k

= R vE yY p¥ pY
HEVY a B

Ou, usando (12) ¢ a definigac (8) de Quu :

TR R TR
hy hg (Qu * 3y, Yy) he Pg v



SR N T
we A A M g ha Py e Y

PV ¥ TR e
+*hy hg Quy O, + b, kg oy v, 0, -

- € yY
Royepy ¥° ¥
Lembrando que a qu =« 0, obtemos finalmente,
U, v - pMpV Y . ) §
ha hB qu + a8, hu hB v + QuYQ 8 RuEﬁ? L {18)

Esta express3o (18) contém toda informacdo necessd -
ria para a obtengdo da evolugao dos parametros cinemiticos, co

WO veremos a seguir.

1.4 - Equepdo de Evolupao de @

Contraindo a equagiao (18) nos Tndices o e 8 , tem-se

2uv @ _  pv ua TR
h ¢ +a_ a h au"v + u“u Q Ru\l L AN

Mas
Uv 5 = (R¥V ‘b uv _
" ouv (h qu’ huv ¢
o U A LA TR M A R A
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Lembrandec a expressao de qu, temos

ah VpY
Qug = My hg VUHU
af uv u Uy W
= x h v = - = H

U= Qg 0 N R R T

isto &,
Q=6

PaT, temos

3+aau__all + Vvu_'. IJG- u,.v
" u * Al Y Oy 077 = Ry V7 ¥

Mas

r",a'.l-lnmx " (38- huu * cull * ""uu){‘g huu * Uua to

va)

2 _1 v
a ='2'qu0
mz z % muvmu“
Daf,
Q Qve . 92 + 2 2 2 2
ap —3- g 1]
Entdo
8+ 32 + 2g° - Zuz =AM s a ¥V =R, V¥
T hlu * P % T Ty
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3 V¥ s (a ¥M)" - 3 aF = - 2 ¥
Y u " u

Tem-se, finalmente:

s, 8 2 _ 52 0 Ly
B+ 5+ 29 2w a Iy RUV VEy (19)

A equagio {19) determina a evolucdo do pardmetro 6
ao longo da curva. A equacao (19) & conhecida, em Cosmologia ,

como equagdo de Raychaudhuri,

1.5 - Fquagdaoc de Evolugdo de %y

Simetrizando a equacao (18) podemds escrever:

u, v ot o, v 8 L) oy v
h Yh Ty + hu h 3 h + aa 3 ha hB (ap”v+av"u) +
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Dat

M v 2,2 4
Quuq 8 + QBuQ a ™3 8 huB ty a % + anuo

H - u
B * 2wy, Wy

Para simplificar esta expressao, usaremos a defini-

-g80 do vetor de rotacde dado por

PR

wo= aB p
cuja inversa & dada por
U v
Wop "uBuv w v
Tem-se, sntio:
L P w9  uB E yT
. Naupg © Y5 v er ¥ ¥
. cBET D g
aupa u e v VT
claB 2E T B e T _ B € T _ B e T
[%a Gp GG 6u 50 GD & Gp 6& 50 60 60 +

1]

pois, w B um vetor em ¥ , isto &,
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Coletando esses calculos, obtemos

My, V4 ] g v .
ha hB 8 + P ha hB (au”U + aUHu) +

=2
=]
=
—
™
<
o
+
“_ﬂ

- 2 TR Y _ _ € yv
+ g h + 3 [t} Sy8 + anpa 8 + mum hOLB Wty = Raer V=¥

Usando a equagio de evolugdo {19) temos:

2 .
T 1 o 8 z 2 ) Ayd
hy hB oyt 3 hy hﬁ (- = - 20° + 20" + & I + Ry aV7y )hud*
+aa, - ] h ¥h ¥ {a + 2 )} o+ 92 h + =8 a +
a8 " Z "a B uff v vilu 5 "ap " 3 a8

™3

£ 4V
ag " mama = Raeﬁv ¥= ¥

ou afnda

U, v = 1 _ 2 2 A -
ha hB %hu t 3 huB {- w 26" + a ”{] + 2.3,

2] v 2 v -
7 M Mg {au"v * av"u} Yy B gug t TayT g T Ut

- E v _ 1 VIRV
R LR k| Ruv VE VT h (20)

aeBv 8

que & a expressdo da equagdo de evolugdo de %y
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1.6 - Equagdo de Evolupdo de 0y

Anti-simetrizando a equagdo fundamental {18) tem-se:
Boov o
2 ha hB ™

-h¥pV -
" ha hB (au”“ av”u) +

U H
+ 0y, Qg = Qg Q¥ = 0

Mas
Qau Qpﬂ - Qﬁu qum * % 6 Yap + 2°uu muB - zuﬁu wuu
Entao
htg b, - 3ht h (ayy - o) *
+ % 8 Wop * Ty mus - %y w?u = 0 (21)

que & expressap da equacdo de evolugdo de @y
Exercicio: Calcule a equacaoc de evolugiio de w” para uma congru

éncia geodésica.

K M o

2 g W

Sotugdo: L % 8w a

Aleém das equagdes (12), {20}, (21} que descrevem 2
evolugdo dos parametros cinemdticos de uma congruéncia, exis-
tem certas relagides entre estas quantidades que devem ser sa -
tisfeitas independentemente do valor do parametro afim sobre a
curva x“ = x“(S). Tats relagdes sio, dessa forma, chamadas equa

¢Ges de vInculo, Passemos agora, 3 tarefa de demonstrd-las.
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Da relagao de definigdo do tensor de curvatura,

£
Yalelly = Yallvllg ™ Raepy ¥ (22).

Contraindo o, 8 & projetando em Z, temos
hY @ - hY, y° =R _vE WY 23
A ety TP Vil T Rey A (23)
Mas

Y o - (L o
h A ¥ HYNG (3 h ¥ + O +a Vv J"G

t
[=1
it
-+
£
—
ey
=
-
-
-
+*
(.g'_l
)
=
2
ke
+
wy
r
=]
=
=]

I
—
Q

'l
—
[+
2
-
g

Da¥, usando esse resultado na equacio {23) teremos:

) = R . ¥* n® (24)

2 VRN T Y _ .«
3 e!p h 3 (0 Y+W YJ”u h A 4a {UYG+NYG ua - A

que consiste na primeira equagdo de vinculo.
Passemos agora a segunda relagdo.

Temos,usando a equagao (22) sucessivamente:
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- = H
Volglly - Vollvlie = Rapsy ¥

Valvite = Velloly = Reuya ¥

; - - H
Yilalls = Yyliela = Ryuas v

_ Somando,
Oate = Yelially * Ve = Valivlis *

- - H
e VYHS)”G (Ruays * Rugay * Ruyga) V¥

0 lado direito dessa expressdo & identicamente nule, devido as

.propriedades do tensor de Riemann R Usando a eguagao {12}

afuv’
temos
Vu"B - \'B”a = wU-B + aa VB - mBu - aB Vu
= Zwas + a, VB - aB Vu
Entao,temos

_ aByh _

ou ainda, devido ao fato do espago ser Riemanniano { isto &,

guvﬂl = 0)

(agg n*H Ny + tag Vgl T 0 (25)

Multiplicando ainda por v‘ temos

aBya afyh
(ogg 7"y Ya 20 Vg Ya T °

T

Lembrando a definigdpo de w = % noBpt

v odemos escrever
“ap Yo *P
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oy - aByA aBYA .
(g " iy 7 Pas " Vally * % Ya Ygy ™ 0
isto e,
a - aByi aBYA |
- 2w o = Yp " (wlY + a8, vY) tag L3 {m6Y + anY)n 0
ou
. aBly _ 5, . a
=2w e = Yagry N 2w” 2y - 23w s 0
ou ainda
tﬂanu + 2wa au =0 . (26)
Finalmente vamos procurar a terceira equagao de vin-
culo.
Multiplicando a equagdo (22) pelo tensor npYBE v, .
temos:
Valaly " Ve " 7 Rausy Vo Ve (27)

Desenvolvendo o lado esquerdo obtemos

YBe - (8 YBe .
v“”s"Y nD VE (3 huB + oaa + mus ta, vB]"Y np Ve

YBe 1 vBe
ve + 3 (e h V£ +

= (0,0 * muB)ﬂY N, GB)HT n,

2 YRe -
tay (3 Mgy ¥ oogy tugy tag Vi) n TV

= YBC ‘ Y € -
{UGS + NGB}”Y np VE + K} eIY np o vs

- 3 YBe YBe .
5 6 (VGVB)HY hp VE + au NBY np vs
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yée 1 Y e -
Y + T el n Ve

(94p*9g )1y Mp y "o a

2l 8 vBe
T ] \ru [3- hBY * UBT + Wgy + 3g V{] g \fe + Z‘u”p =

YBe ' T vE -

= (9p + ¥aply Mo 81y Mo ac

1 'rBe .
-q® ?a MBY e + 2aump

v8e ] Y ye .2
vV + ¥ %8 Vuwp+2aum

= (0gg * Uugly P T ¥y " ac p

Usando esse resultado na expressio {27) temos:

Y £

YBE 1
y +!9|anag\'

(048 * “agl|y "o

yWy_ q Yée

.2 ad
] 8 vu”p.* 2aump 4 RGHBY e Mo

Simetrizhndo em o, p:

- y8e _ 2
[EB(G wB(é}”Y M) Ve~ 38 V(G “o)

yBe vuv
E

(28)

. )|
t 2, 0 7 7 7 Rayuga M)
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2 - FONTES DA CURVATURA DO ESPA(CO-TEMPOQ

2.1 - Introdugao

Uma das questdes mais fundamentais em Cosmologia con
siste em procurar estabelecer as propriedades do fluido casmi-
co responsavel pela curvatura do espago-tempo global. A exis -
téncia de processes dinimicos e a propria dependencia com o
tempo cosmice das propriedades globais do Cosmos sugerem a ca-
racterizagao de distintas epocas na vida do Universo. Cada uma
dessas epocas estd associada a um particular tipo de estrutura
energética que domina sobre as demais e € assim a principal
responsavel, naquele periodo, pela curvatura do espago-tempo .
Embora a caracteriza¢do final dessas @pocas naoc tenha sido es-
tabelecida definitivamente, podemos com boa aproximag¢do distin
guir algumas fases no Universo representadas por distribuigodes
especificas da energia.

Neste Capitulo, apresentaremos a teoria geral do
fluido cosmico, bem como estudaremos a expressao da energia ge
rada por campos escalar, vetorial, etc., em um espage de Rie’
mann arbitrario. Deixaremos a discuss3ao da caracterizagaoc das

diversas fases do nosso Universc para outro Tugar.

2.2 - Decomposigdc do Tensor de Energia

A distribyigao de energia de um fluido, medida por
um observador com velocidade propria v caracteriza-se pelas

seguintes partes:
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(a) densidade de energia tota) do fluido (o}
) 2oy y (1)
1]
(b) pressdo isotrdpica (p)
Tﬁg} = - plo,, -V V) = -ph (2}
{¢) propagagdo de calor (q")

(3) .
Tuv = quvu + qu\fu (3)

(d) pressao ndao isotrbpica

4
LA (4)

pv

Assim, um dado observador YV decompoe o© tensor de

energia Tu em suas diferentes partes irredutiveis sob a forma:

W

+ T (5)

v]) uv

Tuv = pvuvv - phuu + q(u ¥

Consideremos o vetor ¥V (tipo-tempo} normalizado

V“v“guv = + 1

A decomposicdao acima nada mais & do que a separacao por um ob-
servador de velocidade V" de um tensor simétrico Tuv em. suas
partes irredutiveis. DOs tensores qu e satisfazem os vincu-

uy
las
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Tal decomposicdo de Tuv ndo se 1imita a um fluido es
pecial mas pode ser realizada indistintamente para qualquercon
figuragio, mesmo se estivermos tratando com energia associada
a campos de radiacio. Adiante mostraremos como realizar  essa

decomposicdo para campo eletromagnético, escalar, atc..

Exercicio: Mostre que para um tensor energia-momento arbitrs -
rio Tuu podemos decompt-lo nas distintas partes in-

dependentes p, P, Qs 7 para um observador qual-

uv?
quer (V¥) através das relagdes

. pHV
HVh

gV - -1
p = Tuvv ¥ HI 3 T

LS h8 + ph

9 " Tas " aB’ uw v pv

2.3 - Congervagao da Energia

A expressdo co-variante da conservacdo local de ener

gia, se escreve

=0 (8}

Vamos projetar essa equagdo vetorial, paralela e or-
togonaimente ag vetor v¥ obtendo dessa forma as equacies de va
riagGes da densidade de energia com ¢ tempo {medide comp para-

metro ao longo da trajetdria do observador de ve togidade vH oy
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e a generalizacdo para o espago de Riemann da equagdo de

Navier-Stoke.
Muttiplicando a equacio'{3] por ?u e substituindo a

forma geral (1), temos
yVy o oy . uv HyV Vyu u uv -
TS TR MR (Lias TNl +q USTM LI SN 0

"Desenvolvendo por partes, temos:
uyv - 5
{oV"Y )uv V=Pt b
onde
o = 0|u“u .
Fap MV - Uy Y | yHyv - -
{ph }vau P|Uh v, +r (9 vy )Hv Y, pe

MY 4 VM . oM v Yy - oM M
SRR N AR A TR R PR A T

Pois, temos
H = (g¥ u yH =
VY, e et e Y ) v .0
£ o quarto termo dara

v . (VY ) - RV
e Ve = e T T Yy
w o MV Y
= T {euv + ©y + vuvv)

a - gtV euv

Colectando os diferentes tdrmos, tem-se a equacdo de conserva-

cio de energia:
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prerp)or v v ay - e a0 (7)

Yamos agora projetar a equagio (3) no 3-espago orto-

gonal a yH {isto @, em # (conforme Cap. 1}).

(1Y .
™y Pue = 0

Por partes, temos

_ Hv e = v HyV -
(PR Ny g = = Ppy Mgt IV Mg

By v T “u
@'V, by = at em, o+ a¥h

vyl .
(qQ°V )ﬂv oo = 4

Hw v - g HV
¥ "\) h]Jﬂ = wa "\F L “V Vuvu
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Calectando o5 termos teremes

y U LRI v, U v v
(p+p)‘fu-p!uha+quhu+eqa+qB\,+qwm,+1r(,“\,+

uv .
e vV, 0 {8)

As equacoes (4) e (5} constituem a expressdo da lei
de conservagio de energia e momento e seraoc utilizadas ampla -
mente nas Segoes a seguir.

Particular enfase seri dado a fluidos perfeitos, is-
to &, iqueles em que & pressado & isotropica {ﬂuv = 0), e nao

ha fluxo de calor (q, = 0}, isto 8, quando pudermos escrever:

-Tuv = p.Vqu - p huv (9)

Neste caso, as leis de conservagdo {4), (5} reduzem-se is far-
mas simples:
b+ (p+p)e=0 (10a)

u o _
]J1u h a " 0 (10b]

Na jpvestigacdo de um modelo idealizado capaz de re-
presentar o fluido cosmico, somos levados a considerar equa-
coes de estado gue estabelecem dependencia funcional da pres -

sao com a densidade de energia. Pomos

p=pie)
De modo geral, consideraremos dependencia linear de p com o:

P = Ap
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limitando o valor de X no dominio 0 < X < 1. O valor A = 0 cor

responde 3 matéria incoerentemente distribuida (p = 0) & o 14-

mite A = 1 @& dado pela condigao de que a velocidade do som
r

v, = (%%}entmmia nao pode exceder 3 velocidade de luz {c=1).

constante

2.4 - Fluido de Stokes

A possibilidade de relacionar grandezas dinamicas
{tais como pressOes anisotropicas, fluxo de calor) com quanti-
dades cinemdticas associadas ao fluido galatico (tais como di-
latagao e“v. vorticidade m”uj.-constitui o chamado Principic
de Viscosidade Generalizada [_Novello, 1877 7.

Un exemplo bastante utiTizado desse principio consti

tui o chamado fluido de Stokes e consiste precisamente na defi

nigao de fluido dada por Stokes.

Chamamos fluido de Stokes aquele no qual o temnsor de

i3 2 uma fungdo continua do tensor de dilatagdo 0§

Tal fluido representa uma classe de substancias cuja resposta

tensoes n

Ehdeformagﬁo @ um funcional das alteragoes provocadas no flui-
do pelas deformagbes. Representamos esta situvacdo pela expres-

530
e ® Fuy E’ae:l (1)

EscoThendo sistemas de coordenadas onde v¥ = Guo e
notande Tndices latinos i, j, Xk variande no dominio {1,2,3} ,

podemos escrever

n .= A8 . + BO

; j g4 ce‘kek , (12)

3
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onde A, B, C sio polindmios dos invariantes principais da ma-

triz eij. Tais invariantes sao dados por

i - 311 =Tr s z8

1 o= g (8% - e1jej1) (13)
_ i

111 = det o'

Exercicio: Mostre (usando um conhecido teorema de Cayley de ma

trizes) que da dependencia (11) podemos inferir {12).

Escrevemos assim a forma mais geral de um fluido de

Stokes como sendo:

ﬂ{j . an top 1+ (ap 1240y I1)) »

3 [} " 1
+ (“3 I+ o 3 11T + a 3 I11) + ..{] 6 j +

2

+ (éo + B] I+ (32 I" + 3'2 I1) + ..{1 91J +

+ Fyo by T4 (v, 124 40, 11) 4 :[ o 0%,

onde ¢s coeficientes As BK. Y, podem depender eventualmente

da energia do¢ fluido p.

2.5 - Fluidos Nac-Stokeaianos

Chamaremos fluido nao-Stokesiano todo fluide cujo

tensor de tensio T'].1 € um funcional ou da matriz de vortici-

i

dade nij ou da matriz de aceleragido Aij onde Q je Aij sdo
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definidos por:

i i 1 2,1
Q g Wy tzw § j {14a)
j j Y 2.1 r
onde u! & o vetor de rotagdo, al & aceleragho i1. wl § a nor
ma —w1w_i e 82 = -a1ai.

EmBora ndo conhegamos em laboratdrios terrestres, ne
nhuma substancia capaz de se comportar como um fluide nao-Sto-
kesiano, teremos oportunidade de encontrar ao longe do nosso
curso, solucgbes cosmologicas cuja fonte da curvatura constitui
exemplos de tais fluidos. Yeja, por exemplo, os exercicios que

seguem.

Exercicio: Mostre que o modelo cosmoldogico com rotagao  local

descrito pela metrica:

ds2 = dtz-drz-dzz+g(r)d¢2+2h(r)d¢dz
com

g(r) = [i;f%] cos2 mr -1

h{r) = - 2V¥y~-2 cos nmr

{com ye m constantes), tem como fonte um fluido ndg
-Stokesiano cuja pressdo anisotropica “1j g do tipo
-rotagio:

2
LA I T

Mostre em seguida que tal fluido pode ser interpre-
tado como um campo eletromagnetico mais uma densida

de incoerente de matéria neutra. (Solugdoc de Novel-
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lo-Rebougas).

ExercTcio: Mostre que o modelo cosmologice descrito pela mEtri

ca
dsz = (Qr)'2 [Etz-drz-rzdsz-rz sinze d¢2 ]

tem como fonte um fluido n3o-Stokesiano tipo-acele-

ragao:

Mostre em seguida que tal fluido pode ser interpre-
tado como um campo eletromagnéticeo (solugao de Ber-

totti-Robinson).

No Universe, além da materia concentrada sob forma
de galaxias, estrelas, etc., encontramos energia sob formas de
radiagao, fotons, neutrinas, ondas gravitacionais. Estas for-
mas,de um modo geral, sac descritas por campos relativisticos
cujas equagoes e distribuicdo de energia passaremos a const-

derar agora.

2.6 - Campo Escalar

A equacdo de movimento de um campo escalar ¢ dada
por
Do +ul = o (15)

onde m = uﬁ/c @ a massa associada do campo escalar e o opera-

dor [] @& definido pela expressio:
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:..1_. iy og
[] $ = 75 (V-9 ¢|ug )[B

A equagdo (15) pode ser obtida a partir da densidade Lagran -

geana:

- ag _ 2.2
L, ¢1u¢|59 T (18)
De posse dessa Lagrangeana podemos obter a expressao

do tensor momento energia (gravitacional) pela relagio
4 v 4
§ | /~gLdx=1| /g T8 d'x

Exercicio: Mostre que para L, obtemos, variando g
- - 1 i
Tqutb:] = ¢lu¢Iv F I L (17}

Solugdo: Use a expressao

§/g = - % 9,, /96 g"V .

A expressio {15) da eguagao do campo escalar & cbti-
da por generalizagdao da equagido correspondente para o caso do
espago de MinKowskil. Se a curvatura ndo & nula, tal generali-
zagdo consiste ne chamado acoplamento minimo, que permite ob -
ter a partir da equagac de movimento no 25pago de Minkowskii
uma equacac no espago riemanianp, sem introduzir nenhuma fun -
¢3o da curvatura. Claro estd que qualquer termo do tipo f(R]¢a
para uma fungao f arbitraria, acrescido & Lagrangeana no espa-

¢o plano poderia ser admitida como gerando um bom sistema de
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equagao capaz de conduzir no limite Rquc + 0 3s equacgdes do
campo escalar no espago de Minkowskii, Infelizmente, essa arbi
trariedade nio & possivel de ser resolvida sem a introdugao de
um critério adicional como por exemplo, com uma nova 1nvari§nj
cia para o campo escalar.

Alguns autores, seguindo este caminho, propuseram al

terar a Lagrangeana escalar para a forma

= @B _ R 2 _ 2.2
Ly = $1a%p 9 ge - ve (18)

A principal motivagdo para essa alteracio esta associada 3 in-
variancia das equagdoes de movimento obtidas a partir de Ly »
quande y = 0. Variando-se L¢ obtemos

D¢+§¢+u2¢=0 (19)

Exercicio: Mestre que a equagac (19} @ invariante por transfor

magao conforme, no limite y = 0.

Solugao: Fazendo a transformagio

~ -1
>+ ¢ =0 "¢
v > Iy = Y Ihv
i 2] Q|l ai
v 1] H T 9 guv

o

Um calculo direto permite obter para o escalar R de

turvatura a transformagio

[TIe

n -2
Ro= "%(R + 6 —5)
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Temos tambem

u
[:]z--n'4¢[jﬂ+n'3]:]¢

Dai

[Je +

é
4
e

¢ - 9'3[ Cle+§ ¢]

Vemos assim que a introdugdo do fator % na Lagrangea
na gera uma nova simetrifa: a invariancia da equagdo do campo

escalar por transformacdo conforme.

2.7 = Campo Vetorial (Mazuwell)

A equagio do campo vetorial (sem massa) e na ausén -

cia de carga e dada por

F”“’"\J =0 (20a)
.'* )

H -
F¥5%y = © {20b)

A equacgdo (20b) pode ser pdsta sob a forma

+.F + F G

Fuslia * Foallu * Fagglo =

Ela permite definir um vetor potencial WY pela relagio {ver a
respeito o curso sobre Eletrodinamica e Espago de Cartan Res -

trito por M. Novella, nesta Escola)

Fav ™ Wllv = Yoqie = Mgy~ Yopu
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A equagao (20a) pode ser obtida a partir da Lagrange

ana

L=-qgF FW (21)

Exercicio: Mostre que o tensor momento-energia para o cam-

po vetorial se escreve

uwv FuBFua (22)

™~
-—f

]
-
-

=
+
F
w

Solugdo: Temos

¢ [ 5 () FooF atxo- - }f 8 [f-_gj FLof* dtx -
B 7} [ g8 EquaB g'uang] adx - - ’ (- z)F FHY a859“8d4x
B % J &l FUuFavégua dqx B % I -9 FGUFGS 8 gVB d‘x B

- 1 - ny al 4 14~ v ap 4
[El_gFuuF 9 89 dx+~2-J/'§FONFBGQ d”x

Da¥

o -
ZTuu = FuuF vt

F
k=]
-
171
hr -]

HV

Temos entao que para o trago T

m
-
7=
il
o

Exercicio: Mostre que as equagdes de Maxwell s3o invariantes

por transformacao conforme.

Exercicio: Considere um campo vetorial acoptado nao-minimal -
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mente com a gravitagdao e cuja equagio pProvém da La

grangeana

=1 o )t ) - uv
petvg e R-d g ey (23)

onde Lm éa Lagrangeana que descreve os demais cam
pos materiais,
Obtenha a equagdo de movimento a partir da varia -

¢ao dessa Lagrangeana.

Solugao:

2 1 . 2 2
(1 + 2% W )(Ruv 7 R gpv) X[ Jw 9 * 2 uru"U +

(24)

+J\RNpHv=-KEuv-KHuv

onde Muv e o tensor de energia-momento da matéria e Euv e oten
sor de Maxwell, dado pela expressio (22).
A equacdo para F'V & dada por:

wv A ! "
F lHv - R W+

onde J" & uma corrente externa.

A lei de conservagao da carga assume a forma

B2 u -
e = RWy,, =0

Exercicia: Usando a decomposigdao do tensor Fuu em suas partes
eléetricas (E ) e magnéticas (H,} (para um dado ob-
servador YY) escreva o tensor TuU em fungao de € ,

H,- Identifique suas componentes o, Ty € qu'(con-
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forme notagic anterior)}.

Seja o observador caracterizado pelo vetor tangente
3 sua linha de Universe v¥. Normalizando o vetor
yHyY g, = 1+ podemos escrever (Novello, 11 Escola
de Cosmologia, CBPF 1978)

F =~ quu + VvEu +n

po
nv vau

By

onde os vetores eletrico (Eu] e magnético (Hu) sao dados por

- a _ 1 pa o
Hu Fu;V =3 hua Fpuv

0 tensor momento-energia @ dado por

_ a 1 af
2Tuv = FuaF MR - FuBF

Calculemos primeiramente o invariante FuBFOIB em termos dos ve-

tores eletrico (Eu} e magnetico (Hu)'

FFoB -

ap

com E
res do

Da¥

uv teB Bea afpa
(-VGE + VBEa * Nug VNHU}(-V E¥ ¢+ ¥Y'E” + n VpHo}

B

2 2

_ R Hv_aB pyo
E E® + Nyp n puv H quV

_spl - TRV T GV Py ud . _opf 2
2E° + (-2){67,87, 67,8 p)vuv H ™ = -2E° + 2H

2 -

[+ a
- EGE e H- = HO’.H

(obs.: Note que E® e H® sio veto-

tipe espago. E assim temos EaE“ < 0e HH, < 0).

a _ 1 2 _ 2
ZTuv = FuuF I (E H7)
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Usando o exercTcio anterior temos as expressdes pro-

curadas:

Densidade de energia:

e o w _ _ ] HV_ylyV
p % T . h 5 Tuv[9 ¥VyYT) =

uv _
pois Tuv q =T

Fluxo de calor (vetor de Poynting)

- B pa _ 1 H g ,a _1 2_,2 B .o _
q:\ TGBV h.'\ ?FWFB‘V h)\ IguB(E H]V h)l—

1 uoyB ]
sFanfeY -7

2
.l H Yy o v E

Mas

vl po b g2 upa
FapE (<VyE  + VEy + 0y, V Hy) E ES v, + 1, \"‘,Ht,liu

Dad ) WS E y ok
9% =7 M uw'p '@
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Finalmente, a pressdo anisotrdpica se escreverd:

a. B
h u h P hpu =

Tow = Tag
e _ 1 2 _ 2 B _
[EueF B 7 YaB (€ H i] h uh M huv =

uv o

1
Z

< ] e ] e yBy _1 £ 4G
s Fef v 2 FueF gV Y, -7 Facl v ¥ ¥y ¥

1 £ yOy8 I P
+ 3 FusF 8 ¥y vuvv 3 (E=-H") huv + phIN

e _ €y _ 1 E 1,2 -
. FusE V, = 7 Fet Vu +gt vuvv + phuv
2

5
]

1
v z Fy

] 2
-3 (2 - Wy

Calculando por partes:

€ _ . po £
FLEs = (-V,E + V.E +n Y Ho) E

Ue

Y Epa . g2
£ Vp +ny Ee Vp Hy E Vu + 2 q,

€ af _y€ €
F__F v > {- #HEE + \IE:E]_l + e quB)( ¥ Ev + VvE +

ue "
» 0 VOHO) = uuvuzz - VPN - EE
+ "uEGB EsvaHBvu + nuauﬁ quB'“svpu vac
= B2V, - BB+ N0 ESVOROY 4
+ g ESVOHOV, 4 n* E niope Yol HaH”
Mas

n n

afu L€ B 1 T R B N LV L
e ' vpg 6vpc =8 69 60 8y 8 6p

. &® B M 6 (B LU @ G H B _ L0 B LU
ép s, GU + Gp 6y Gv + 60 6p 6v 6U Bp 6v
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pal

aB & Py HOx z R
NS NegpoVal Hgh = YV H HH, - 0 g

Entdo

(5 - 2
FueF v E vuvv EuEv + 2qv Vp + unVv - H 90 *

z
+ VRS - H

Colectando os termos, obtemos:

eo_1 g2 . .
2m = m BB - g BTN - HH - g
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3 - MODELOS COSMOLIGICOS

Na investigagdo das estruturas métricas do Universo,
encontramg dois tipos caracteristicos de modelos que denotare
mos simplificadamente pelas expressges

2) - Modelo Convencional

b) - Modelo Niac-Convencional

Chamamos modelo convencional aguele que admite como
fonte principal de curvatura um fluido perfeite {incluindo o
vazio}: e denotamos modelo nac-convencional os demais.

Nao deve causar espanto o fato de que modelos conven
cionais, possuindo uma fonte t3io simples, tenham sido histori-
camente descobertos numa primeira fase da investigacdo cosmold
gfca, e que os modelos do tipo b tenham uma historia mais re-
cente.

Neste CapTtulo trataremos somente de alguns modelos
convencionais, descobertos por Einstein, Friedmann, Kasner e
Gbdel.

0 tensor momento-energia do fluido cosmico & descri-

to por:
T = P quu - p tguu LY I (1)
onde:
P e a densidade total de energia;
¥ & o quadri-vetor velacidade do fluido; e
p & a pressdo fsotrdpica.

Nestes modelos, o estado de movimento da matéerifa &

caracterizado de um modo bastante simples atraveés do valor de
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seus parametros cinemdticos. 0 Quadro 1 & elucidativo.

Quadro 1 - Quantidades cinemdticas associadas a modelos cosmoldgicos.

Modelo - - _

Cosmalagico Expansao Rotacao Deformagao
Einstein Nao Nao Nao
Friedmann Sim Nao Nao
Kasner Sim Nao Sim
Gldel Nao Sim Nao

3.1 - Modelo Cosmeoldgico de Einstein

3.1.1) - A Geometria

A proposta de descriciao do Universo por Einstein
{1817) partiu da hipotese apriorTstica de que o Cosmos & estl-
tico. A mat€ria, fonte principal {e tnica) da curvatura do es-
paco-tempo quadri-dimensional & descrita por um fluido incoe-
rente {isto &, sem qualquer interagao entre suas partes)de
densidade p, velocidade VY = 65 em um sistema de coordenadas
co-movente caom o fluido.

0 Universo de Einstein nao possue nem rotagdo, nem
expans2o, nem deformagdo. Ele & estdtico. Nao tem comego, ndo
tem fim.

0 Cosmos ndo evolue. Tal modelo estd associado a uma

visdo do Mundo de caradter imobilista, cujas 1longTnquas raTzes
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filosoficas vamos encontrar no eleata Zenao.

Comecemos por mostrar que um universo com tais carag
terTsticas & incompativel com as equagdes de Einstein da gr§91
tagao.

Com efeito, a equagao de Raychaudhuri {Cap.1{19)) para
un fluido sem aceleragio, sem deformidgdo, sem rotagio e sem

expansao, implica

HyV
vaF ¥* =0 (2)

A equagao de Einstein se escreve

Ruw = = Ty # % LI (3)
Dad,
R VWY = - T'wv“v" ‘3
Mas cemo
Tuw =P V¥ =vp 5 63
temos
Ruvv”v“ = - g = 0

mostrando que aquelas propriedades cinemdticas 520 incompati
veis com uma densidade de matéria distinta de zero.

0 desejo de fdentificar tal modelo como o mais repre
sentative do nosso Cosmos, levou Einstein a alterar suas egua-
¢es originais da gravitagio com a introdugdo de uma constante

cosmica fundamenteal A. Assim, as equagles que descrevem & gras
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vitagido a longas distancias deveriam ser distintas das equa-
¢oes gravitacionais local (para distancias nio-cdsmicas).

0 modo mais simples de alteragao das equacdes origi-
nats (1816) de Einstein nos conduz 2 expressio:

R, -3Rg

- +Ag =T {4)

uv uv Y

onde A tem dimensao {comprimento)-z.

Equivalentemente, escrevemos:
T '
R « - T + 7 g + A g (4')

Note que para gque a energia se conserve (isto €, para que a di
vergencia covariante de Tuv se anule, ITuqu =0) & preciso
que A seja uma verdadeira constante.

Com a nova expressio {4'), a equagdo (2) dara
{T;v -Ta,, v hg) VWY -0

uv Wy

isto e,
p =20 , (5}

mostrando assim a possibilidade de compatibilizagac das novas
equacdes com um fluido estacignario.
0 elemento fundamental de comprimento na geometria

de Einstein & dado por

ds2 = dt2 - uz {;xz + c?(x} {dez + senze d¢2] ] {6)

onde o & uma constante e o{x' Jma fun¢io (a Gnica a ser de -

terminada.
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Um calculo direto, defxado como exercTcio a0° Tedtor,

nos da as componentes nao-nulas do tensor R”v:

R] e .. 2"
1 ;? ]
2
2 1 o 1 a
RGy = = 5 (&= - G+ 5 7
2 ;E a ;? o (7)
3 2
R3‘R2

Obtemos entdo o tensor de Ricci Guv =R . - % R g .. cujas ini

uv
cas componentes ndo-nulas sdo:

g0 . - 3¢
0" 2
] ]
6y = - ;% (2 =+ 3¢)
(8}
2 1 g"
G, = — 2
2 ;7 a
3 2
onde ¢ & dado pela expressio
g = - % (3)R . {9)
A curvatura espacfal (3)% & dada por:
SR ED PR U TP 1L (10)
o ;7 ;7_

De posse desses valores, podemos escrever as equa-

¢coes de Einstein:

—m *p+A {componente ¢ - 0) (11a)
o
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fz [zg-+ 33:[-- A (componente 1 - 1) (11b})
—1!2—"= - A {componente 2 - 2) {11¢)
[+ 8

Da equagio (11¢) temos

a = seny {12)
1

A=— (13)
[+ )

Usando esses valores em (1ib) temos

e = 1

e de (17a) a relagdo j& encontrada (5), isto a1
p = 2A

Assim, a positividade da energia 1mpﬁe que A > 0,

Finalmente, a métrica de Einstein se escreve:

as? = at? - 1 [Exz + senly (d62 + senza-dozi] . (18
o dominio das variaveis sendo dado por -» < t < 4= 0 < y < 73
0 <9<y 0 < p < 2T,

Uma tal geometria pode ser caracterizada como corres
pondendo 3 metrica da hipersuperficie de um cilindre circular
"imerso em um espago euclideano a cinco dimensdes E5.

Em E¢, a métrica se escreve

ds? = dt? - dr® - r? (do? + sen®e do%) - du® .  {15)

A equagio do cilindro circular tem a forma
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r + w =g (]5)

onde o & uma constante.

Derivando a equacao (16} tem-se:

do = - £ dr
1]

A métrica (15) induz na hipersuperficie £ do cilin -

dro a forma dI dada por:

2
dz? = dt? - dr? - % (do? + sen?e do?) - —Ffm dr?
(e -r" ).
dr = dat? - —2—2“2 dar? - r% (46 + seno ds?)
a -=-r

‘0 dominio de r € dade por -o < r < g. Isso sugere a substitui-

cao da variavel

r = aseny

com
“Fex<i
Tem-se entao,
das? = dt? - o’ Exz + sen®x (de? + senZe d¢2):[ .an
Comparando com a expresszo (14} da métrica de

Einstein, cbtemos a interpretacao geométrica de A.

2

a = {18)

=) —

Nesta representagdo, o inverso da constante cosmol1o-

gica estd associado ao quadrado do raio de um ¢ilindro circular



-252-

imerso em E5; o espago-tempo de Einstein coincidindo com a hi-

persuperficie deste cilindro.

Exercicio: Mostre que o volume do universo de Einstein g dado
2 3

por V = 2n"a”.

Vemos assim que o velume & finito e independente do
tempo. A interpretagiac geométrica acima e esse valor dao volu
me, permitem afirmar que o universo de Einstein & finito mas
ilimitado.

Una propriedade notivel do universo de Einstein estd
associada ao fato de que seu tensor de Weyl & identicamente
nulo, isto &, o Universo & conformalmente plano. Com efeito ,
isso pode ser demonstrado diretamente por transformagdo de co-
ordenada.

Facamos a transformagdo (t,X) =+ (p.q):

t =3 (p+a)
X=5(p-4)

A metrica de Einstein ds% no novo sistema assume a forma:

)

2 ? _ 2
ds(E) o dp dg o

2 senze {p-q) (de2 - sen" e d¢2)

Definindo novas variaveis (V,W) pela relagao

Vetgp
W= tgq

tem-se,
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2 2
as? o SN o2 v-§ (462 + senle dg?) .
a+vZ)(1suh) (T+¥E) (144°)

E, finalmente, uma y1tima transformagao para coordenadas (n,r)

definidas por
1
no= o (V+ W)
1
re=x (V- W)
nos conduz & expressdo

2
dsE =

dr2 - rz {da2 * senza d¢2£[

uz [%né _
E+{n+r)z]E+(n-r)z:[

o que prova ser o Universo de Einstein conforme 20 Universo

(19)

de Minkowskif,

3.1.2) - Perturbagdc

Uma das razbes que conduziram os cosmglogos a abandp
narem o modeloc de Einstein comp representagao do Universo em
que vivemos, estd associada 2 sua alta instabilidade. Com efei
to, comp mestraremos a seguir, pegquenas perturba¢des presentes
neste modelo s3o amplificadas por um fator dependente da densi
dade p presente no Universo de Einstein, que cresce exponenci-

almente com o tempo.

-

A perturbagio do fluido & gerada pela modificagao

na densidade
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Po * Pg * dp
e nas quantidades cinemiticas, que no caso em que a quebra de
simetria do modelo & minima, & dada por

8y By * o,

onde 8y € 0p sdo os valores do cosmos ndo perturbade (no caso
do cosmos de Einstein, 8y = 0).

As expressoes {I.19) e (II.7) perturbada, permitem

ascrever:
(8p)" + pg = O
- uv
(68)" = 8 (R, VVY)
Mas
Hyv _ T Hyv
va VrYy" = Tuv 3 Iuv + A guv) vy
=--§»+.ﬁ.
Dat,
Hywy, . _ &
& (R, VW) -f
e entao

(s0)" = - 9

Derivancs a equacio de (ép) temos:

(6p)°" + pgy(s8)" =0

Substituindo o valor de (88)° dado pela equagiio de Raychaudhu-

ri perturbada, tem-se
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s 9069
(60)"" - % » 0

cuja solugdo (pols pgq > 0) e dada por

= (S0 e T,

como haviamos antecipade. A amplitude de  perturbagdes inici
ais da densidade de energia (sp)i aumentam sensivelmente com
o tempo.

A instabilidade depende t3oc somente da densidade de

matéria presente no modelo original.

ExercTcio: Analise o caso em que a perturbacdo & tal que alte-
re o equilibrio térmico do fluyide gerando, conse-
quentemente, um fluxo de calor entre distintas regi

des do cosmos de Einstein.

3.1.3} - Campo de Prova no Universo de Etnetein

Consideremos agora o efeito da curvatura do espa-
co-tempo de Einstein sobre a propagacdo de um campo escalar.
A equacio (conformalmente invariante) de um campo

escalar ¢ & dada por

[Je+Be=0 (20)

No Universo de Einstein, temos



~256-

R=1T+ 4p = BA
L (T ey, 9%B), + A =0
/g | |8

A equacio do campo escalar & separdvel na geometria

de Einstein, Escreveremos

¢ = F(x).P] (cosp) e!M g-tut (21}

onde Pz € a fungio de Legendre associada. Substituinde essa

expressdo em (20) temos

2,m
d“p
2 1 F" _ 2 cotgx F' _ 1 £, 1
- w° - ___?_3_ - "?'__"?"_("33_) -
o ] a” sen"y Pz
: d p" 2
- 1 cotgh £, m + A e.D
az senzx Pg dg uz senzx senze

onde F' = dF/dX .

A equagio de Legendre tem a forma:
d? pf d Py w2
——2-—+cotgeT-——+ £ (R41) - —| Pp = 0 (22)
de ¢ . sen-@ .

Usando essa equagdio na expressao acima temos

cwl - L E" 2 cotgx F' . a(f + 1
i —uzir*‘é_zl”"’

o a” sen‘y

iste @,
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L] 1 2
42 cotgx - - Eif:ﬁ!il +af (Wl-n) w0 (23)

ou, usando resultado da equagac (13):

F"+2cothF'-l:£-0'—*z'—”-+a2w2-‘l:|F = 0 (23")

sen X

Escrevendo
L
F(X) = sen"x W(X} (24)

obtemos a equagfo diferencial para W:

2

W'+ 202 + 1) cotgx W' - (22 + 20 - B A1) W =0 (25)

Esta equagdo, apds a substituigdo da varidvel X por z defini

da por

Z = cos¥X

se transforma na equa;io

2
(- 2% §;§ NUREIES 22+ 22 -o8 ¢ )W =0

cuja solugcio & dada pelos polinomios a dois pardmetros de Ge -

genbauer (tamb@m chamados polinomios ultra-esfericos) do tipo
(A}
cn-l

com
A= 4o+

na-1+ auw

cnde o espectro de valores de n sdo os niimeros naturais
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n=0,1,2,...

As auto-frequencias Wy sao entao dadas por

w = Nt 1 (26)

Notando que n-% > 0 vemos que para.cada n, ¢ pode variar des-
de 0 ate n. Assim, a degenerescencia do estado n & dada pela

soma dos n primeiros Tmpares, isto &,

(25 + 1) = (n + 1)8
0

[ s o |

L
. pois a degenerescencia dos polinomios de Legendre & dada por
{22+1) para um dado & fixo. Assim, sendo w, @& energia do esta
do n de muttiplicidade (n+1)2. a energia total deste estado se

ra dada por:

3
E:(n+])2wN:_(n__t_.]_)_N

n

onde N & o niimero de ocupagdo do estadoc n. Para calcular o va
Tor médio da energdia, podemos utilizar a expressio de <N.> da-

da pela estatistica de Bose-finstein, a saber

<N » = ]
n wnﬂ
¢ -1
1
<N > =
en+ o -1

Dal, para a energia média total temos

18

<E» =

<E >
n n

0
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3
{n + 1} ]
<En> " o en+1/uT . 1 (27)

Trata-se entdo de calcular a expressao

o 3
{n +.1) 1 -
nZD o g1/l <E> (28)

Para realizar este calculo & conveniente wutilizar a

formula de Poisson

-]

3 F0) + nz} Fo(n) = /'Z?FEZ £(0) + mzl f(Zﬂm}:t (29)
onde Fc(n) & a transformada de Fourier {via coseno} de f(t).

pa¥, no nosso caso, com

n3

Fc(n) = WET—-'[_

temos, usando {2%):

2 __n Ry
= * +
nel e-nluT - o exfuT -1

o 3 .
+2 ] Re [ L NALLLIFP
m=1 0
Calculemos estas integraijs separadamente. Para isso,

vamos langar mao da fungio Zeta de Riemann, definida pela re-

lagao

c(s] = Z K-s ™ L x_s;1. dx
sa1 ITs) o &
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para s > 1.
0af,

(4) = 'T%T x’ dx
¢ r 0 P

ou, substituinde varidiveis na integral X por X/aT ,

3
1 1 X
c(4) = dx
INC] Jo L INT L) S

Temos entdo

S g e(a)r(r) otrt
U;mrt—,

Mas sabemos que (Abramowitz-Stegun, pag. 807)

T(4) = 4! = 24
4
{4) = 35

Resta calcular a outra integral

x3 eZimﬂx dx
Oexu'll

A fungdo Zeta de Riemann a dois parametros pode ser escrita

como
(5.9) 1 [ x5 1em0t dt
e(s.9) = Frey —_—
’ sl ], 1-e
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Fazendo
q=1- 2imrT
s = 4
temos
® 3 21m x
1 1 x" e
g{4, 1 - 2imwal) = dx
T [o ILELISET)
E daf,
3 _2immx
L) 4.4
dx = z{4, 1 - 2immaT)r{4) a'7
JO ex}u| - 'l

-

Da¥, finalmente, a energia total (28) & dada por

4
24 © 3
<E>p = g 7T

% 448 o1 T Re g (4, 1 - 2immeT)

Dividinde pelo volume do Universo de Einstein V =
2.3

= 2n°a” obtemos a densidade media de energia para o campo

escalar:
2 4
cprp = G Th 4 22T 5 pe ¢ (4, 1 - 2immaT)
[ importante notar que essa expressiao para <p>y ndo

inclul 2 energia do vacuo 4 temperatura T = (0, Se levarmos em

conta o vazio a T = 0, obtemos

1

(p‘) =
T=0 ~ 480 nla”
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A densidade de energia total se escreve assim,

2
o>z —y B 1t s 24 1P FRe £ (4,1 - 24mmaT)
480 7t o

Exercicio: Estude a equagaoc do campo escalar numa métrica

tipo:

d52 = dt2 - azxz - azczfx){dez + senze d¢2}

(Einstein: ¢ = seny). Discuta o caso o = shx.

Selugac: Temos

]:|¢+1§R¢=0

" 2331_1+a'2
-z 2T 7
[+ o) +1

Separando a dependéncia de ¢(X) sob a forma

imé _-lwt

¢ = F(X) Pg (cosé) e e

Temos

2 aB R
—?—w—a* a” s5end ¢ g + ¢ = 0
send [ e ]IB §

au
F ¢ 3%— F' - {Eiizg—ll'+ ol % - azwf} F = 0
Especializando para o = shX, temos:

R = =~
o?

do
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Note que no caso de Einstein {Universo fechado) a
massa do campo ¢ cedida pelo campo gravitaciona) & positiva
(% ) lluz). No presente caso (a topologia ndoc & a de um Univer
so fechado, come no modelo de Einstein, mas sim aberta) temos
que a massa de ¢ & imaginaria (% < 0).

Fazendo a substituigao
F(x) = sh* x ¥
temos para a equagio de Y:
Y + 2(8 + 1) cothX ¥' + [}2 + 2% + azuz + u{l Y =0

Substituindo a varidvel X por z atraves da relagio

Z = coshX
temos
0 - 2% a%y (ze+3) 29 - 122 s 200 a?? v o2 v 0
PR a

cuja sblucio @ dada, como no caso do Universo de Einstein, pe-

Tos polinomios de Gegenbauer

L+1
Cn-z
com

n=-14+V 1-u2{1+w2)

E importante observar que, contrariamente ao caso an

terior, onde o estava associado ao raio do Universo de Einstein,
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o pardmetro o agora nac admite interpretagido analoga pois a
topologia da nova geometria em questido ndo @ fechada.

Escolhendo-se o = 1 temos para a energia w, © va
lor

wﬁ 2 - (n + ])2

Tt | o (M)t o0 & periddica

Isso significa que a fungio e~
ne tempo, mas sim uma expressdo mendtona de valor crescente,

cuja taxa de crescimento depende do valor de n.

ExercTcio: Mostre que a fonte de geometria do exequc1o anteri
or nao pode ser um fluido perfeito que satisfaca as

condigoes de energia usuais.

3.1.4) - Universo de Einatein Deformado

Vimos na Segdo 3.1.2 que a seqdo do cilindro gerador
da geometria de Einstein & uma circunferéncia de cTrculo.Vamos
estudar aqui a possibilidade de deformar a sec¢do ao longo de

um eixo, tornando-a uma elipse de equagdo dada por

{com ¢, 8 constantes)

ou, em notagcio anterior,
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Derivando, >
dy = = ﬁ fz dr
Chamemos
8:
x

€ serd dita a excentricidade da elipse.
Um tal cilindro elTptico mergulhado em um espago Eu-

2 L g o p2 402 o b2 eonlayalog.

clideanc de métrica ds’ = dt r® de6" - r® senady

“duw
herda a geometria

2
dz? « qe? - I} s 5-{—!;} ar? - r2 (d6? + sens de¢l)
ac-r
Note que:

wz = ez {a” = r7)

so @ possTvel, se r for limitado 2 regido

=2 < Pr <

Pondo
r= o seny
temos
dz? « at? - &f [(1 - v sen?x) dx? - sen®x (d0% + senZe d¢2)],

onde definimos y pela relagdo

‘com
0<e< 1
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Tal geometria, coincide com o Un1verso de Einstein no limji
te y + 0.
Un calcylo direto (deixado ao leitor} permite obter

as compenentes nao-nulas do tensor R““ :
. N -2
e 2050 [1 . mzx}
RZ, = - -(—‘j—ﬂ (2 - v sen?x}{1 - y sen?x)”?

As equagoes de Einstein se escrevem:

20 _ 1 -y (3- ¥ senzx}

T + A
0 uz (1 - v senZX)
T]1| L ] y—+ A
o 1 - v sen X
TZZIII-Y L —2+fl
a (1 - ¥ sen”X)
3 2
T3=T7

Exercicio: 0 tensor T“\J acima_ representa alguma distribuigdo

de energia que voce reconheceu ? Qual ?

3.1.58) - Soilugae Estdtioa Inomogénea

Vimos que a solucao apresentada por Einstein, € estd

tica e homogénea. Embora ela ndo represente o Universo em que
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vivemos, tal modelo permite iJnvestigagdc tedrica de algumas
questdes de modo particularmente simples. Dessa forma, ela tem
sido utilizada como laboratdorio matematico na qual interagdes
entre o resto da fisica ¢ a gravitagao podem ser investiga -
dos globalmente, como um estagioc preliminar a investigagoes
mais realistas {e certamente, mais complexas} a serem feitas
usando o modelo expansipnista de Friedmann.

Analogamente, fremos agora estudar um modelo cosmolid
gico estatico, nio-homogeneo que pretende desempenhar um papel
semelhante ap modelo de Einstein, ja agora com respeito a solu
¢bes mals realistas, isto &, expansionistas e inomogéneas.

A geometria & dada pela expressaso

2 2 z . a?(x} (de2 + sen’s d¢2}
coma no modelo de Einstein.

M7, tinhamos obtido para o escalar de curvatura

R = J% s constante
o

para g = senX.

Yamos agora procurar obter nova geometria com
¢ # senX de tal modo que a curvatura escalar dependa de X. Is-
sg significa introduzir inomogeneidades na metrica.

A fonte da geometria inomogenea considerada serd um

campo escalar ¢ que satisfaz 3 equacao

Je=0

isto €,
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— v/~ =0
Comc a geometria € estatica e esfericamente simétrica, ¢=¢(X).

DaT, a equacdo de ¢ se reduz a2 forma:

oz¢'-= vZ M = constante

(o fator /2 & posto por conveniéncia).
0 tensor momento energia do campo escalar ¢ @ dado

por

- _ 1 AT
Tuw = O ®py = 7 90 O|a 9 9

As iUnicas componentes n3o-nulas sao:

As équagﬁes de Einstein se escrevem:

Componente 0 - 0

Componente 1 - 1
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Componente 2 -2:

030“ = -_Hz

c -

A solugdo & imediatamente obtida:
o(x) = ¥V x°-R
o que dara para o campo ¢ o valor

1 xX=-M
¢ =~ 109 oW

0 escalar de curvatura R vale, entdo

isto &, ,

Vemos assim que, como haviamos antecipado, a geome -
tria nao & homogenea. Note que, para X -~ M o escalar R diver -

ge., Neste pohto a geometria desenvolvé uma singularidade.
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4 - UNIVERSOS DE FRIEDMANN

4.1 - A Geometrta de Friedmann

0s Ultimos anos fizeram aumentar a confianca dos cos
mélogos de que vivemos em um Universo homogéneo e isotropico.

A descrigao matematica de um tal universc foi elabo-
rada ha sessenta anos pelo matemdtico russc A. Friedmann.

A geometria de Friedmann possue um elemento infinite

simal de comprimento dado por
ds2 = dt? [&x + X)(ds + sen28 d¢ ) j {1}

A isotropia do modelc pode ser demonstrada do seguin
te modo:

Consideremos um observador gaussiano, isto &,tal gque
no sistema de coordenadas (t,X,8,¢) seu vetor tangente tem com
ponentes

U Ll
LA {2}

Definindo o projetor no tri-espago ortoganal a v" como anteri-

ormente
huv = guu-vuvu
temos
hog = 0
hgs ¢
Pij = 9

Da expressao (10b) do Cap. 1, temas

WA _ 8
hay™ Yuirn = 3 Nas
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isto e,
= 1 u ) - . B
%ap Z h(u FB) Tyr Ve = 3 haB
ou
0 ]
%95 =~ Tig - 3 hyj
ouo = 0
Mas
0 _1 0Oa, ) Lo
Pig =29 (94415 * 95a(1 ~ Yijia’ 7 94j}0
_ A
T3 x 945
E tambem

Isso significa que para o observador co-movente v =

= 6"0 0 Universo ge Friedmann & isotropico.

Exercicio: Mostre que V¥ = 6"0 € uma geoddsica para a métrica
de Friedmann.
Mostre tamb&m que a congruéncia gerada por essa ge

odésica nio possue rotacdo.

Vamos agora calcular o tensor de curvatura desta geo
*
metria numa base de tetrada inercial( )

&)

Veja a respeito as notas de T, Scares neata Escola,



Escrevemos

A.B

2
ds™ = 88 urys

onde

Derivando

Tem-se:

de

de

de

de

dé

dé

A

-

Ll (]
T L= Ime

n
EVEN

- W

Uma simples i

tes de Ricci:

A dtadx = § e°he’
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60)2 - ()2 - (62)2 - (63)2
60 = dat
ol = dx
(3
02 = As(x)do )
93 < Ac(X)senods

0

dtAodo + Ao’ dXAde
0,,2 L, ¢ 1,2
6 A" + i 8 A8
dt Ac sendd¢ + Ac' dXA senodo +

Ao cose doAde

0,.3 g' .1,.3 cotge ,2,,.3

G ADY + v 8 A" + - 0" Ag
A, B _ A C B

8 A& = Y gt 8" AB

nspegao dara as valores dos coeficien -

A
Yo1r ™ %

-
=]
Lt
T T o



E entao para os “pg®

Derivando esses

[ ]
i 3
o]

dwo1

| |
P
(=]

dmoz

dw03 = i}

2o rm 4
<

dW]Z = =

woy '%31
992 “éez
g3 '%93.
P 'i‘éez
%3 ’%33
upy = gt o

Wy exteriormente, temos

12
nel o (2+iy) e as
' A



dw12

dw]3

dw13

dm23

23

Temos

H

1 e2
Azoz
Finalmente, para a 2-forma curvatura

ﬂaB = deB + wAc A ch



288 = 80202 (%)

A8

-

= |

(AT
o |

. ”
1 1 1 0 1 2 A "
Q 3 duw 3 + w 0 Aw 3 + w 2 Aw 3" [;2 -

2
2z 2 2 0 2 1 A 1 _ ¢ 2,.3
Q 3" dw 3t wy Aw 3t e A w 3" ;7 + ;7;2 ;?;é] 8A8

Obtidas essas formas, podemos calcular as componen -

tes de tetrada do tensor de Riemann, pela formula

1 oA C, .0 A
-z Rpgep @ A0 =07y

R0 * - %

R%02 - &

R%03 = -

Rlys = - %; + i%;

R2505 = - %; - ;f&z + fé;z

De posse desses valores, obhtemos os RAB:
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c
Rap = Race
] 2 3
Roo = R o160 * Rp20 * Rps0
Mas
|
Rg10 * = Rigro = - Roror = = Rypq
Da7
_ A
ROO =+ 3 x
0 2 3
Ryp = R7ygy + Ry + RYyg
Mas
2 ' - 1
R7121 = = Ryy0 = - Rygpp = Rigyp
+2
A A g
R R - 2 +
1 ] aZ 2%s
0 1
Raa = Riggz + Ripyp + R7y5p
" -2 . 2
A A 1 o" o' 1 1
R,y = = £-2 + — + - =
ez R @l T 7 "o |
R33 = Ryp

Exercicio: Mostre que as demais componentes de Rag sao identi

camente nulas.

0 escalar R de curvatura € dado por

0 1 2 3
R =R ot R 1 ¥ R o + R 3
¥ b 2
A A 2 |20 o' ]
R=+6y+6 - —_ + -
5 2?32 K 2 ;7:}
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Chamando (313 o escalar de curvatura do 3-espago t =

e« constante, temos'

¢ pondo ’
€ = ] (3JR
temos
n.s[xk SN —%:l (4)
L

or -3 -3y
SRR RN 21
PREES RECEE
&3, = 6%,

4.2 - Tenaor Momentc Energia

Vamos considerar aqui um modelo simples para repre -
sentar o conteiide energético do Universo por um fluido perfei-

to de densidade de energfa p e pressio {isotropica) p. Sendo
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VW & yelocidade do fluido, temas

T » p¥ ¥

v wv " P h

Hv
gnde

huv

gw - \"u\"v

Na base de tetradas, as componentes do tensor TﬁB sao

T g = F
1 2 3
T =Tg=T3=-p

As equagBes de Einstein com termo cosmoldgico se es-

crevem
A 1o A . _ LA A
| R g "7 R & g = T B * AS B
isto @,
LY EEEN (5a)
2A (A)Z SR - (5b)
X ) rC P :
2k A2 . 3¢ 2 g"
+ + 5 2= m -p-A 5¢)
3+ ) A I p {

Subtraindo (5b) e (5c) tem-se

1

a . + = 0 (6)
R

Esta equagio possue trés solugoes simples, a saber:

o = X | (78)
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g = sen X (7b}

g = sh X {7¢)

Tais valores de o correspondem aos seguintes valores

para c:
e =0 {8a})
e =1 (8b)
e = -1 {8c)

isto B, a turvatura da tri-secdo corresponde a

(3)g = 0 (9a)
Blr >0 (9b)
(3r <0 (9¢)

respectivamente.

A inica fungio da geometria a ser ainda determinada,
B A(L).

Obteém-se uma grande simplificagao, ao resolver as
equacoes (5), fazendo apelo 3 equagdao de Raychaudhuri que, no

caso em questdio, Se escreve

p+ (p+p)6ed

isto &,

T |2 e

p+3prp)l=0 {10}

Considerande um fluide de equagdo de estado dado pe-

la relag@o linear
P o= Ap
com 0 < A <), temos de {10} a dependencia de p com A(t):
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g = sen X (7b}

g = sh X {7¢)

Tais valores de o correspondem aos seguintes valores

para c:
e =0 {8a})
e =1 (8b)
e = -1 {8c)

isto B, a turvatura da tri-secdo corresponde a

(3)g = 0 (9a)
Blr >0 (9b)
(3r <0 (9¢)

respectivamente.

A inica fungio da geometria a ser ainda determinada,
B A(L).

Obteém-se uma grande simplificagao, ao resolver as
equacoes (5), fazendo apelo 3 equagdao de Raychaudhuri que, no

caso em questdio, Se escreve

p+ (p+p)6ed

isto &,

T |2 e

p+3prp)l=0 {10}

Considerande um fluide de equagdo de estado dado pe-

la relag@o linear
P o= Ap
com 0 < A <), temos de {10} a dependencia de p com A(t):
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onde o4 @ uma constante arbitraria.

Yamos agora examinar os casos especlais de um fluvido
constituido de radiagdo (A = 1/3) ou de matéria incoerente -
mente distribuida (A = 0), a que chamaremos de poeira cosmica,

e onde a constante cosmologica & nula.

Casp I: POEIRA (1 0)

Distinguiremos os tres possTveis valores de € enm se-

parado.

Caso {Ja) e = 0 (Secdo Euclideana)

Keste caso; oebtemos de (11)
-3

p=pg A
A Gnica equagao que precisa ser satisfeita & dada por (5a) gue

se reduz neste caso a:
3 - 0
pu seja, '
A(t) = Ay t2/3 (12)

E, entado,

p = % ¢?

Caso (Ib} e = 1 (Secao Fechada)

A equagdo {5a) reduz-se a expressao

2, 3 Po

cuja solugdo sob forma paramétrica & dada por
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A=Ay {1 - cosn)

t = Ay (n - senn) (13)
.Eﬂu 6

e el Prasvwee:
A% A%(1 - cosn)

Caso (Ic) g = =1 (Secdo Aberta)

A equagio (5a) se reduz 3 expressao

k2 3 _Po
U Y

cuja solugdo pode ser escrita

A = Ay (coshn - 1)

t = Ao (Shn - n) (14)

p . 6
Ag {coshn - 1)3

Vamos agora estudar 0s 3 casos em que a matéria do

fluido galatico consiste em radiagdo.

Caso I1: RADIACAO (A = 1/3)

Neste caso, a conservacgao de energia dara
-4
p=pg A

Consideremos os trés possiveis casos

Caso {Ila}: Secdo Euclideana (e = 0)

A equacio (5a) nos da

p
3(p)? - ;%
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cuja solugdo & dada por
A(t) = Ag t1/2
e consequentemente,

o{t} = % é%

Caso (IIb): e = 1 (Secdo Fechada)

Neste caso, tem-se

A P
ot 8

e a sotugde dard

A = Ay senn

t = AO (1 -~ cosn})
Da¥

p = 3 1
;g sh'n

Caso ([Ic): e = -1 {Secho Aberta)

A2 3 Po
R

cuja solucgdo @
A .AU shﬂ
t = ﬁo {coshn - 1)

e entdo
3 1
p = IE - I
n

(18)

(18}

(16)

(17)
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4.3 - Densidade Critieca

Quando a constante cosmalogica A € nula, podemos ca-
racterizar a topelogia do modelo cosmoldgico, através de wuma
medida da densidade de energia contida no Universo,

Com efeito, da equagao (5a) temos (A = 0)

_ A.2
pe = 3{x) {18)
podemos escrever {5a) sob a forma
2
A
e =3 (o - p.) (19}

Vemos ‘entao de (19) que o sinal de p-p. caracteriza

a topologia do modelo. Com efeite,

p)pc=‘b5>0—bg=]
p=p, => €=0
P < D =» g <0 = g = -]

A densidade Pe caracteriza assim uma situagdo limite. A topolo
gia do modelo (isto &, o sinal de e) depende da quantidade de

energia contida no Universo.

4.4 - Modelos Cosmolégices de Lemaitre

Por volta de 1920, o belga Lemaitre estudou modelos
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cdsmicos homogéneos e fsotrSpicos nos quais o fator cosmolégi-
co A nso era desprezado.
Vamos examinar aqui algumas propriedades desses mo -
delos.
| Comecamos por considerar o caso no qual a densidade
de énergia da hatEria 'Y desprez?vél, comparada com o valor da
constante A, A razdo de discutirmos aqui esse caso limite &
simples: somente estes modelos permitem um tratamento analiti-
co completo. As equagdes que descrevem o modelo permitem solu-

§Eo fechada sob forma de fungdes analiticas conhecidas.

As equagOes neste caso se escrevem (cf. eq. (5))

32 i; - - A (20a)
2%4.(.2.)2-;}2%:--}\ (20b)

Analisemos separadamente os trés possiveis valoresde

Caso I: Secdo Euclideana { e » 0 3 o = X)

Temos, neste caso:

3‘;)2 - A {21a)
L L (21b)

De (21a) vemos que o modelo serad compativel se A < 0.

As equacdes (21) sdao facilmente integraveis. Obtemos

/A (22)

Al{t) = no e
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Neste caso, a expansio 6 = 3 % s5e¢ reduz a uma constante:

8 = V=38

Esta geometria & conhecida com o nome de Universo de de Sitter
e constituiu durante bastante tempo um modelo cosmoldgico com-

petitivo com os modelos expansionistas.

Exercicio: Calcule os vetores de Killing (10) da geometria de
Sitter.
Calcule em seguida as algebras associadas. Compare
com a algebra das isometrias do espago de Minkows-

kii.

Caso Il: Se¢do Aberta {e = -1 ; o = senhX )

Temos (de (20)):

3(%)2—;%--n
2%+(-§)2-£2--A

cuja solugao depende do sinal da constante cosmelogica.

Se A < 0, temos:

ary
Aft) = /1T§I sh (i —— t)

€, consequentemente

8 =V 3|A| coth| / 1Al N
3
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Se A > 0, a solugdo para A{t) & dada por:

Alt) = V/%q sen (V/_g t)

e para a expansio:

o nV o catg[/?t}

Caso Il]: Segdo Fechada (¢ = 1, o = sen X)

Temos as equagoes:

3(%}2+E—3.‘,=-ﬁ

A A)Z 1

ZI+(I +;23-A

A solugdo & dada por

A
A(t}'f’mSh( "l'-s—l-t)

Note que como consequencia da equacdo,

a constante cosmologica, neste caso, nao pode ser positiva.

Exercicio: Nos modelos de Friedmann (com A = 0) vemos gque apa-
rece uma singularidade para um dado valor de t{iden

tificado com a origem t = 0). Esta singularidade ,
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aparece tanto na geometria {o raio do Universo A{t)
se anula para t = 0, os invariantes gecmétricos di-
vergem) quanto na matéria ( a densidade p de ener
gia diverge para t = 0). Mostre que a presenga da
constante cosmolégica, no modelo de Lemaitre, evita

o aparecimento da singularidade.

4.5 - Desvio para o Vermelho
Escrevamos a métrica de Friedmann na forma

2 2 2 2 2
dSZ - dtz . Az(t) dr” + r" (de” + sen"8 d¢7)

7
(x5

A propagagao de um raio luminose nesta geometria e
dado pondo-se ds = 0 apo longo do caminho do foton,

Para um raic luminoso radial (d® = d¢ = 0) temos:

at _ _ , dr
L B

0 sinal depende do sentide da diregio de propagagao do foton.
Integrando esta éxpressao desde um tempo te { tempo

de emissdc) até um tempo t, (tempo de observagadc), temos:

to re
dt  _ dr  _ £{r )
jt LI N Er &
e 0 1+ 5

Consideremos um segundo raio luminose deixando 3 es-

trela em questao um pequeno intervalo de tempoc apds o primei-
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Este segundo raic chegard até nds no tem-

! =
ro (te ty + Ate).

po to + Atg, onde
toﬂ.\to
dt _
= f(re)
te+Me

onde a fungao f{re) € a mesma nos dois casos.
Subtraindo essas expressdes, e considerando as apro-

,» temos

At <« te

€<
' t:lii ¢ e

ximagoes At
hto ) &te
I!tto] “zte)

€ a frequencia

Se v, € a frequencia de radiagdo emitida e Vo
observada, temos
vo Aty  R{t,)
v ”f_ ET__T

Considerandec o desvio espectral medido por I

temos
R{t )

Un desvio para o vermelho implica que a funcao R(t) e crescen-

te: o Universo se encontra em expansao.

4.6 - Horizonte na Métrioa de Friedmann
Consideremos a métrica de Friedmann sob a forma:
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as? = at? - aZ(e) Epz + % (402 4 s;nza d@z):l

(n+3 r?)
Seja o caminho de um foton radial dado por ds = 0, de = d¢ = O, -
isto &,
dt e dr
ATt 1+ rZ

- onde o sinal + @& para um foton emergente e o sinal - para wum
foton incidente.
Vamos seguir Rindler e definir a variavel ofr) para

medir distdncias, dada por

r
. dr'
otr) IO T + % r'z

A distancia real” entre a origem espacial e uma partTcula situa

da em r;, no tempo t, e dada por

r
1 dr
MO A |y
0 11'1-1’

isto &,
a{t) = ﬁ!t) o(ry)
Um foton emitido radialmente (de@ = d¢ = 0) em dire-

c30 & origem tem sua equagio de movimento dada por

onde t, 2 0 tempo de emissio de um foton situado no ponto de

coordenada r,. DaT,
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t r r
4t E & dyt L dr!
LYE3)] 2 T g

£ daT,

. t
a(r) = o(ry) - I Kty
t
e

Vamos supor que a integral do lado direito & limita-

da, isto El

e converge para o valer finito ag-
Loga, para cada valor do tempo, digamos t , existe

uma distancia o tal que
U(To) = 50

isto &, tal que o foton emitido em ro "o instante t0 atinge &
origem (o observador ali colocado) em um tempo infinito. Com

efeito,

g(r) = 0 = o(ry) - ] I%%T = a(ry) = 95 = 0
£
]

Fotons emitidos no instante t , e afastados da ori -
gem de uma distdncia o{r) > o(r,) nunca serdo observados pelo
observador situado na origem. Dessa maneira, u(ro) = 0, defi~
ne uma regido chamada horizonte, pois ela separa eventos obser,

viveis de eventos para sempre inobservaveis.
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Exemplo de Universo onde esse fendmeno ocorre & dado
pela geometria de de Sitter, cujo elemento de linha pode

Se escreyer como:

ds? = dt? - oM (4x? + ay? + 42?)
Neste caso, com H = constante,
it -Ht
dt E-Ht = e ° L )
H [V
to

Vamos agora voltar nossa atengdo para fenomenos ja observados
~ desde a origem dos tempos (t = 0), até um dado valer tye

Um fenomeno arbitrario terd sido observade por um
observador se a distancia o(r) se anulou.

Temos agora

t
° 4t

a{r) = o{r,}) -~ I 1 Y631

0

Para o instante tye as partTculas afastadas da origem por um
valor ofr,) > JD° dt/A{t) ainda nd3o foram observadas ( pelo
observador na origem).

A regido definida pelo valor I = I:“ dt/A(t) ca -
racteriza, como a expressdo andloga anterior, um horizonte.

A medida que o tempo passa, mafs e mais particulas
vio sendo observadas. Se todas serdo observadas, isto &, se ¢o

nheceremos no futuro toda a regiao espacial para um dado t ,

depende do valor de J dt/A(t) ser convergente ou ndo.
o
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4.7 - Taoria das Parturbapoes

Nesta Secao iremos estudar a questdo da estabilidade

de modelos cosmologicos.

Perturbacdes do tenso, momento-energia RN geram modj
ficagoes na geometria. Devido 3 ndo linearidade dessas equa -

coes, a metrica perturbada 9,y*69 nao satisfaz necessariamen

uv
te as equagdes de Einstein.

Nesta Segao, no entanto, limitaremos nosso estude a
varfagdes GT““ do tensor momento-energia que estdc acopladas

a metrica Bguv através das equagoes de Einstein perturbadas:
W] L ¥
s8R¥ - 5 (8R) &% keTV (1)

As quantidades basicas perturbadas com as quais tra

balharemos sdo:

4N

(i) Tensor Metrico: g . +49g +6g =g

uv uv uv uv

(i1) Densidade de Energia: p + p + fp = z
M.
{(i11) Velocidade do Fluido: V¥ » ¥¥ 4+ sv¥ = ¥V
(iv) Pressido: p+p+ép = E

Nessas expressdes, &p, 6p, &V" e 89¥¥ serdo considerados quan-
tidades pequenas. Isto &, (5p}2 << §p, (ap)2 << &p, etc.

Como consequéncia dessas modificagdes, quantidades
funcionais associadas sofrem alteragbes, que serac Sempre con-
sideradas na aproximagio linear da perturbagiao.

Ha basicamente dois esquemas perturbativos:
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{a) - Geral

{b) - Conforme

0 esquema geral, mais direto, usa as equagbes de
Einstein perturbadas, sob a forma (1). No esquema conforme, as
equacdes da gravitagao s3c escritas na forma quase-Maxwellia -
nal*),

' Ao tratar perturbagao de modelos conformalmente pla
nos, como por exemplo, no caso do Universo de Friedmann, & par
ticularmente conveniente usar o me&todo (b} de perturbagio.

Acoplada as equegdes quase-Maxwellianas, as modifica
¢oes induzidas sobre as quantidades cinematicas (expansap,etc)
e consequentemente, as equagdes de evolugdo dessas grandezas,
permitem obter uma informacaoc completa sobre o estado de movi-
mento da matéria perturbada. Examinemos primeiramente, as quan

tidades cinemdticas.

4.7.1 - Perturbapdo das Quantidades Cinemdticas

Expansdo 8 :
n
a4 =8 + 58

Pela definigaa,

Ay N '
g = ¥ = BuV“

fin

na qoal o sTmbolo ~ sobre o operador derivacido covariante sig-

nifica que a derivada deve ser tomada na geometria perturbada
b

Iy’

(*) As equagces quase-Maxwellianas foram apresentadas ns 1 Escola de Cosmo

logia e Gravitagho do CBPF. Ver Referencias em Ellis, M., Novella, J.

M. Salim,



-295-

¥ = (v sv“)lu . ?gp (v + &v&)
= V“’u + (5"“)1p + (I“g’u + GPEH)(vE + §VE)
- v"]u + (sv“)lu + r‘s‘uvE + rguav‘ + {argu)vc
Dai
80 = cv“lu +-r§u5v€ + tsr‘e‘u)vE (2)
Rotagdo w o ¢
Ay
mu“ = wuv + Gmuv
muv = % ﬁulﬁve a‘]:Ale';] *
-y h R ?Eklél

iy
onde o projetor pertuyrbado huv & dado por

Yo A Yo

RN A

hr e s X e v e (v e vt
u ] ] u

N -
Note que definimos o vetor co-variante Vu pela expressao:

v “a a a
Vo= Vg, = (v & &%) (g, + 8gy)

% o o
V" = vu + ¥ Ggau + (8Y7) 9au
ou

= a ® 3
v, (6% )gau + Vg {3)

que poderia ser notada

a [+3 o
6v, = 8V, ) = (8V%)gy + ViEg,,.
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pat,

Y

hux - au* - (v, ¢ (8%, 4 v“aguu)(vA + V) -

oA Ao Ao Ao_ yhyeyo _ gy

W =s - vy v et - v tyg ) - viveeg
isto &,

%X X A A

hu hp VUGV ¥ Gvu

- v .
Usando na expressao de By temos

£c
]

1 Ao Ao oyt £ _ € _. e
N (hu vuav ¥ 15\*u)(h\J v, sy ¥ avv)

(VEA + GVD“E:[

~ o ] A £ _ A e _ Aye - EyA -
Wy =7 (hu hv hu vvav hu v GVv h\J v GVu
- h By sV (Ve + 8V, )
v [x D/l €]
L] A £ 1 A E _
) A £ 2 Aye -
21 € A -1 £yh
Dai

un

_ - _ 1 A, € 2] A €y _
Gmuv = mu\) muv = 'E hl-' h\} ﬁvglej . '2' hu v]:kra 6{“\)‘0’ )

-3 h® Yaig sV,

(4}

(5)
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1% %
~g 8 oy

w =2 E‘u“’“"u"“’]E‘vs’“"v“ﬁ’]ﬁ(uns} *

n,
Oy * Oy * Gauv
1 B o a 8
-1 -
GULI\J = z N, G(V]Jv ) \'(a"B) hl-l G(VUV )V(QHB) +

1
* 3 hu 6¥(

]
- (GB)huv -

Aceleragio (a = ﬁuJ

¥ . ?”"*V1

PL l:(v”wv“)l“ « (r¥
FL v”"A + y¥ nxsv
¥ = a¥ 4+ sa¥

sah = vH eVt 4 eV

a, B €
all 8) s h R8TV -

:
3 0 8h)

LS L] [V

¥ H eyEyh
+ &Y |A + PEAGV ¥

+ (oh, VeV ,

- €y
+ (Breklv ¥

(6)

(7)

onde, como sempre, o ponto significa derivada direcional na di

recio ¥M.
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4.7.2 - Perturbagac dae Equaples Quase-Mazwellia-

HQB(*)

Consideremos o problema de estudar perturbagdesdo
Universo de Friedmann.
Usando a 1iberdade de gauge do sistema de coordena-

das, imporemos a condigao
895y = O (8)

A normalizagdo do campo de velocidades v impoe

HyVy _
G{qu VYY) = 0 {9)
Dat,
Uy v HeyV
{Gguv)v ¥' + Zguv YHSYY = D
Mas como
u W
\'850
temos
v
5900 + ngv V" = 0
isto &,

sv0 « 0 . (10)
Note que embora o Sistema de coordenszdas continue

sendo gaussiano {isto &, 994 * $9p4 = 0) ele ndo & mais co-mo-

(%)

Eata Segdo pode ger deixada para uma leitura posterior por aqueles que
nao possuem conhecimento da forma quase-Maxwelliana das equagoes da
Einetein. Esees leitores podem passsr diretamente ao estudo (independen

te) da perturbacdo da denaidade,na Secao seguinte,
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vente, isto &, &V! 5 0.
Usande a gauge (B) nas expressges perturbadas das

quantidades cinematicas, temos para a expansao

= sy¥ (" € ! E
L] &V ( + reu sV° + (arau) v

i + GT“

68 = GV Kk + F &y Ou

Mas, na métrica de Friedmann r?o = 0, entao

k k i
86 = &Y' + Ty 8V« GPEU (1)

Para a rotagido:

Sw

1 A, € 1 b
i3 =2 h, hj ”[jqe] -5 hy vmﬂ 5(vjve) -
] 3 A
- 7 hy v[}lé] s(VVy)

(12}

Sw

|
i5 =2 *'aIg

Para a dilatagao

1 B 1 B
Sopg = =g MyT SUGVT) Vigrgy T 7 TSN (g gyt

1 o, B B
tg hthyt eV ey - hi“hj (ar;B)vE

L1 h1j -5 é(hij)

]
Q

n
o
u

It

o

S

Na geometria nac-perturbada (mmJ

temos

B _

Vale * 3 Mg Voo =
i I
Vopg = O Vits = 3 94y
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Da7,

__1,.« 21 o
Soi5 =~ 2 M (85 Vegloy "~ 2 My (Y a0y ¢

1 a0 L] 1 1
5., = - & BV V,iparm o SVLY, i sV, -
iJ 2 %3 T(iloy Z ity T CU(El3)
0 1 1
- Grij ] (53) gij 3 g 691,']
.. B -1 1 - ar9

Podemos ainda simplificar mais essa expressdc, escrevendo Gr?j

em termos de ég Com efeito,

af’
I RPN -
P55 = 2897 (94013 * Iaaps - Yigpa) Y

1 0x
v 9 (8945 F 9y T S945)

isto e,
0 _ .1
855 = 7 72 %%j10
pois ég°° = 0, segue da relagao 899, = 0- DaT,
so.. = - S 6q.. -Lag. s+ ) sy N (13)
i 3 %95 7 3 Y4 Z *Thla) T T %Sigta

Para a aceleragao temos:

sa¥ =« WYy, svh 4 (sVM) wrart ) vEyA
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W, sv? & (

A

A

- yH
VoV,

E para o modelo de Friedmann

H!S.

ko1 ke
STgo = 79 (289551078900 4)

Da¥,

Mas

syMy)" 4+ argo

com Vu = 6“0, temos

8

3 svk + (sv%)" 4+ sk

00

+

1 . k2 i
7 897 (2909 19790p|y) = O

svk & avk”

wi

0

k

E
0 sV

k

k k 1

k

A
LA

3 vk + G”k[o + 8ok

(1)
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Lembrando que & = 3 ; . temos
sa¥ = 2 i sk o+ sv"lo (15)

Isso encerra a questao das perturbagoes das quantidades cinemd
ticas.

Vamos agera considerar as modificagoes induzidas no
sistema de equagoes quase-Maxwelliamas.

Comg a métrica niao perturbada & conformalmente pla -
na, as componentes elétrica e magnética do tensor de Weyl se

anulam. A primeira equacio{*) nos di:

TRV o ovyB e _ ] v
Eau”v h""h y * 3Hukw + nABEUH Ve v 3 p|a h A *

onde Eau = Hau e, =0, T 0.

Perturbando essa expressao, e chamando

GEuu S euu
GHau H Hau
obtemos
pva 1 o 1 o
Y PLALIPTE B TPILISTRS SIPILILIPY I
ou,

ik _ a ] 0 '
eijik M =g (80 My - g e SV}

isto &

PR SRR EE1F (16}

*
(*) Ver em M. Novello - J. Salim.As equagoes de Einstein na forma quase -

-Maxwelliang.
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Consideremos agora a segunda equagdo projetada:

TAVIE . S TR Byh |
Haqu h™"h"e 3B, Nepar E " v (o +p) Ye
Temos
v o _
aplfv W™= = {o+p) Su,
ou
B s (o4 p) (7)
r i
com
Bwi = % njkOi ijk = % n{jk ijk

Para a tercelra equagdo projetada. temos

ko, op P 1 U {o_p)raB pa _ 1} {(p.o0)v _
H hu hl + E ES "ahu T vh + GH E HU 9

1 {p o)v _ {p_o}iaB ovkﬁ puuB
Hv W aaEﬂ n VA quHa6 BU 0

Perturbando, temos:

Au g, p {o pYiap po _ ] (po)v B8 _
h h + ? B ”u h V + OH ) Hv h 3

[ =]

ovlé puuﬁ B _
"xvuﬁus 3 hBu =0

éij + % Eﬂu”a 6 (1nj)xaa VA + BHij - Hv(jgi)v -

o<

-8 alvom Jon Lo

Mas, .

r]1\.!(?rmn‘j0r|\J . _nvioanOnv . gij mn in mj
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Mas
mn
mn 0
nos dard
I R A (18)

elj’, ) (i
H t 3 e, ”m

finalmente, a quarta projecdo se escreve:
B NPR%C + gE%P - % EU{U LA Ev(U WPV -

ovét_ ¢ v

- n M hag '8

Aea g _ 1 ey, {p o) A
¥ ET 8 Vv Vi H hu M hve V& o+

+

6
avBOonP) L e - J (pep) o

Perturbando, temos

Eauhuohuo . 8e%P - % ev{ﬁ eIV, HOv0T "puua ETa % th -
- % Huunuhu(an)Uvu = - % (p+p) 807
Isto &,
ARINCOE I Hl“llm Gdiome g (19)

_ As equagdes (16), (17), (18) ¢ {19) constituem o con
junto quase-Maxwelliane que descreve perturbagoes da geometria
para um fluido perfeito.

A essas equagdes devemps adicionar aquelas ohtidas
perturbando~se a evolugdo das quantidades cinemdticas, que fa-

remos a seguir.
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Vimos, em CapTtulo enterior, que & equagio da expan-

sip & dada por:

2 .
s ;) 2 2_ o ¢ 4B
0+—3-+0 + 2w a“u-Ruu\' ¥

No caso do-fiuido perfeito

uu‘__ Oy U T
Ruuv ¥y = Tuuv ¥Y o+ i

e yu -3 ;'3
RN AN LR LR R X

Particularizando para o modelo de Friedmann:

ayl
guuv ¥

- 92

§efa-5-3

Da¥, perturbando:
(80)" + § 058 - (sa®) = - 82 - 3 op (20)

A equagio de~gvolugio para a dilatagdo Oy & dada por:

: 1 k
AT b B CTTE DI TR B

2 1 2 _
-&.:3'901‘1 - m‘im:} + 3 gij Eu"u + o - O'Z] =

- . gy _ 1 Uyv
Temos:
' Wyv L 1 -
Ringo? ¥ [Eiujv g laggRuy + 9, Ryy

R UyV
- g‘IuRuJ-gujR‘Iu} ] (91,191.1\; B gh,guj)]\‘ v
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Por partes,

Miugo V7 0 - Eyy

g1jnuvv“v“ =gy (T, v 79,,) UAa'Ad
-9y l:pvuv”+ +L‘23J’-gm] yiyY
" 94 [E % - % %]

9,0R43 vHyY . Rys

4R, Lia AP Rj yH

9.5 Riy vEyY = Vi Ry '

Da¥:

Yyv - 2l .
Riujv vHy = Eid I (p 3p) 91J +

i u ] wy . R
+ 7 Rid - E RuJV ¥i - z Ru1¥ ¥j E g1j +
R ]
tE¥y¥y ot - EgmgeVyYy -
1
-3 R

i R R
LA LW vevd. & 515 + 5 Vi¥y

Perturbando e usande as relagoes anteriores, temos:

SRy 5 VYY) = - 8Egy - ¥ 8944 ° Lol %y *

- - oeyy - {23 g,y - (s3] 943

Dat, temos:
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byv _ ] HyVy . _ {e-3 _
LTV S BT AR T 894

- % (59'369)913 94y 1921%521 + % {o+3p) Ghij =

= - GEiJ + pﬁgi‘1 + (ép) gij

Finalmente, a equagio de Gcij ficari sendo:

. 1 2 1 k
(GU,IJ) - ¥ Ga“"“ + -3' -] GGij + k] gid éda "k = "ﬁEiji-ﬁ(pgiJ)

(21}
A equacdo da perturbacio de vorticidade Wy g ficara sendo:
. 1 2
(6&113) - -2 GOD”ﬂ + 3 2] thlij = 0 (22)
0 vetor Sw; e definido por
i T
1 wnoi
n Gwmn
ou, fnversamente:
Sw = n Gmi
mn mni0
Daf,
(8*)" - 3 884y, RS N (22')

Exercicio: Calcule as equagdes de vInculo perturbadas.
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finalmente, para completar o conjunto de equagoes necessarias
ao estudoc da evolugdo das perturbagdes em um Universo de Fried
mann resta somente estabelecer a perturbacao das equagoes de
conservacdo do tensor energia-momento.

Da equagao de conservagdo de energia de um fluido per

feito, temos

p+ (p+ple=20

(8p) + (p + p) 68 + (6p + &p) 8 = O (23)

€ a equagdo perturbada.

A equacdo de Navier-Stokes generalizada & dada por:

- u‘
(p +p) 2, Ply Mg =0
isto 8, peérturbandg
(o4 p) sa - (8p)) +PeY, = O (24)

0 que completa o conjunto de equagoes necessdrias ao estudo

da evolugdo das perturbagoes.

4.8 - Fquagdes Bisicae de Perburbag&q da Densidade de Eﬁergia

De um mode geral, ocorre n3o estarmos interessados
no conjunto completo de equagdes da perturba;id; mas sim em so
mente um sub-conjunto capaz de conter 1ﬁformaqio fechada sobre

uma determinada variavel {ou conjunto de varidveis). Isso acon
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tece, por exemplo, quando estudamos a questio da evolugao
das inomogeneidades presentes em nosso Cosmos, com o proposito
de entender o mecanismo de formac3o de galaxias, estrelas, etc.
Nesta Segdo veremos como & possivel conhecer a evolugdo do pa-
rametro de contraste definido pela razdo 6p/p que mede a per-
turbagao da densidade de energia por densidade nac perturbada.

Consfideremos um caso simples onde o fluido galatico
& constituido por um gas incoerente sem pressac (p = 0).

Sela Q(xi)uma base completa de fungdes no 3-espago
t = constante(*). Por exemplo, no caso da sec¢do ser euclideana
podemos identificar Q(xi} com a base de Fourier.

A densidade perturbada &p e a perturbagdo da veloci
dade 6?1 podem ser expandidas na base Q. Escrevemos para ca-

da components desta expansdoc a forma:

§p = H(t) Q {252}

BV = M(t) Q) {25b )
{onde Qlk T %%Y)‘
Temos
vl = (v o) = (ov,) o*F

o [+
pois ¥~ = &4,

A expressio de aceleragio nos da:

(%) Estas fungOes sao chamadas esféricds harmonicos quadridimensionais.ver
om Novello~Soares.
Note que o slfabeto latine {i,j...} tem o dominic eapacial {1,2,3} .
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sat =2 g 8V eV g s 2 B av) o™+ (av g 9 Me(aY, 8™

Mas

pav,
sal = ﬁclm M (26)

Usando a equagao {23) temos

ﬁ + p§0 + N8 = D

66 = ‘;Ep—"e] 0 | (27)

Dal podemos escrever

A equacao de Raychaudhuri perturbada (eq. (20)) dara:

[AE N

(s)" + 2o 66+ 3op=0

Dai, usando o valor de &6 da eq. (27) temos,

[
=
o

o+ g Ne + -~ Np =0 (28)

"Yemos assim, que a eguacdo de evolugao da densidade
se desacopla das demais equagdes.
Consideremos o caso ém que a geometria ndo perturba-

da tem a secdo espacial euclideana. Neste caso, temos
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ps-g-t-z

o =2t
E a equacdo {28) se torna

s .2 16 &
Bt s Fhts a8 = 0

-

cuja solugdo & dada por

4/3 -3

N(t) = a t~ + 8t

com ¢ & B constantes.
Podemos entao escrever para o fator de contraste
- 8p _ 2 2/3 3 -1
].l_p Iut +-4-Bt
Vemos assim que, alem do fator evanescente, existe

um termo que cresce com a poténcia 2/3 do tempo, responsave]

pela. instabilidade do modelo de Friedmann.

Exercicio: Calcule §p para os casos da secadc espacial aberta e

fechada.
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5 - MODELO COSMOLOGICO DE KASNER (1821)

Embora o estagio atual do nosso Yniverso seja bastan
te isotropico, um perioedo ndo~isotropico pode ter ocorrido na
historia do Cosmos.

Argumentos nesse sentido foram dades, entre os quais
podemos destacar o sequinte. Vimos que modeles homogeneos iso-
tropicos possuem horizonte. I[sso significa a existencia de uma
regido espacial na gual distintas regiGes (do espago) n3ap pode
riam trocar informagoes e consequentemente homogeneizar seu pro
cesso de isotropizaczo. Assim, o mecanismo pelo qual essas re-
gides calibram sua taxa de jisotropia nao poderia ser regulado
por leis fisicas usuais,

Uma possTvel saida dessa dificuldade seria admitir
uma fase anisotrﬁpica inicial que (devido a processos fTsicos
.a serem determinados) evoluiria no sentido de eliminagio da di
latagdo. L

Um modelo anisotropico tipico foi encontrado pele
russo Kasner, ja em 1921. Ele representa uma regiio do espago-
-tempo no gqual a participagdo da matéria na criagdc de curva
tura & desprezivel: a curvatura se sustenta a si praopria (ndo-
-linearidade em jogo).

A metrica de Kasner se escreve sob a forma:

ds? = dat? - aZ(t) ax? - b2(t) dy? - c2(t) d2? (1
Escolhendo as 1-formas diferenciaveis eA como
00 = dt 62 = b(t) dy
1 3 (2)

8 = a{t) dx " = ¢{t) dz



A

onde 9A =e, dx“;

cada ponto da varjedade.
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Derivando e Tembrando qoe

obtemos

de

E

E
WO ND —-OD

w

A__ A _B
= W B 8

»
Ao oo miwe
D

Berivando uwma vez mais, e notando que

obtém-se:

Dal, obtemos as

na base de tetrada:

dmAB + mAc A ch
_a 0,
s 0 A0
--Ee"’nez
c .0 3
= T 8" A S
=226 a6l
ac.l, .3
= 3 c & A B
Bty gl

componentes nao-nulas da

e {eA“] censtitue uma base de tetradas em

(3)

(4)

(5)

(6)

curvatura
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0 a
Rion = - 3
0 b
Rooz = " b
0 _ _¢
R30s = = ¢
L ) (7)
1 _ ab
Ro1z2 =35
1 __a¢
R313 B ac
R ..b¢
323 B¢
Contraindeo,
0 _a 5 ¢
Ro=3*s5te
R‘I=£+é{é+£)
1 a a ‘b c
- L] L] (8)
2 B . b ,a . ¢
Rz =5 +5 (3 *¢)
3_¢,¢ 2,6
Ry = cte Gty
As equagdes de Einstein para o vazic sio
Ra =0 (9)

AB

Kasner propds uma solugdo dessas equacoes sob a for-

ma de poténcias de t. Ponhamos

Py
aft) = t
bt) = t 2 (10)

c(t) = ¢ 3

onde p,, Py, P3 sdo constantes. As Unicas relagdes entre ETas.



-316-
impostas por (9) dio (faga como exercicie)

Py + Py + Py = L {112}

2

()% + ()% + (pg)? = 1 (116)

Podemos observar logo que um desses Py & negativo e
0s outros dois positives. Ademais, o dominio deles pode ser
descrito facllmente analisando-se a eq. (11). Vamos denotar
os nimeros Py em uma ordem tal que sempre teremos p, < p, < ps

Entio devemos ter para o dominio dos p, os valores:

- % Py z0
0<p, <% (12)
% 2Py 2

Note que quando (pl. Pos p3) = {0,0,1) a geometria
se reduz ao espago plano de Minkowskil (isso se vé trivialmen-
te, substituindo-se esses valores em (10)).

Vamos agora calcular os parametros de congruéncia
da geodésica vo . sg’ .(Deixamos ao leitor a demonstracido de que
essa curva € realmente uma gepd@sica da geometria de Kasner.)

Temos, da definigio da expansio 9:

o [+ ) [+ € a
g = v“a . 'llu + rm V© = I‘Ou
a 5 E abe)’
@ *3*8*C " “2be

Da¥
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onde definimos o volume V = abe.
Calculemos agora a dilatacio u1j.

Temos
Tuv = % Mgy * V\;iiu) ) g’ Py
iy = - ry = -ad
IR TN,
UT] = - ai + 3 g a

ou

vy
]
orfoe e
1
Wy —
o et

e, analogamente

a
~
n
oo -
1
qd
L-E

]
e

—
L= 1]

)
Note que o{ + c% + og = 0, como deveria ser.

Da definigdo de rotagcdo, temos imediatamente que:

'—l )

Assim, a geometria de Kasner representa um Universo
sem matéria {o campo gravitacional se auto-alimenta) com ex -
pans3p distinta segundo trés eixos ortogonais, iste &, possue
anisotropia, mas ndo possue rotagio.

A analise do comportamento do Universo nas vizinhan
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¢as da singularidade admite duas atitudes, a saber:

(i) Admite-se que o modelo de Friedmann do Universo

atual pode ser extrapolade para o passado sem gualquer limfte.

(ii) Admite-se que o modelo de Friedmann & um astz-
gio ulterior de um processo inicial (eventualmente) cadtico no
qual todos os possiveis cowmportamentos deveriam/poderiam co -

-~existir.

A posicdo (i) tradicionalista choca-se com a eviden
te dificuldade de representagao do ponto singular — e a total
ausencia de continuidade de leis fisicas. 0s niumeros que carac
terizam nosso Universo (como por exemplo, o numero total de
Baryons existentes, etc.) sao condigoes iniciais e estao pa-
ra sempre fora de nosso controle. Procurar suas “"causas" niao @
entdo tarefa para os fisicos.

A posigdo (ii), menos convencional, requer a elabora
¢cao de um modelo eficiente de processos fisicos que condyziri-
am {univocamente ? )} o Cosmos de um possivel estigio cadtico

- *
ao sen estagio bem-comportado atual( ).

) Ver a respeito M. Novello "Algumas Questoes Cosmolagicas” CRPF/1979.
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6 - UNIVERS(CS EM ROTAGHO

6. - Modelo de G8del

Em 1949, K. G8del apresenta um modelo cosmolagico que
viria a desempenhar um importante papel na histdria da Cosmolo
gia Relativista. Neste modelo descreve-se um Universe contendo
materia incoerentemente distribuida no espago, cujo estado de
movimento, independente do tempo, possui a propriedade de ter
rotacdo nao-nula. Como veremos adiante, o modelo de G8del pos-
sui propriedades particularmente interessantes e que coaloca
uma série de questoes profundas sobre a estrutura topologica

do espago-tempo.

0 elemento de linha da metrica de Gddel em coordena

das (t, x, ¥. z) Se escreve

2 2

(. dtz + 2e%% dy dt + % eZcx dy™ - dx

ds - 422 ()

Assim, o tensor métrico tem a forma matricial seguinte:

1 0 et* 0
0 -1 0 0

uy * o<* 0 % 26X 0 (2)
K 0 0 -1

A sua inversa 2 facilmente obtida:
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-1 0 2e"CX 0
0 - 0 0
uy
g = - . (3)
2" X 0 -2e" 26X 0o |-
0 0 0 -1

Daf, o determinante g tem o valor dado por

goe - et (4)

AL

e
Vames escolher um sistema de tetradas de tal modo a

podermos escrever a métrica (1) sob a forma Minkowskiiana.

AB

as? = ohePa, . = (672 - (0117 - (e7)? (5)

As T-formas diferenciivels sao dadas pelas relagdes

o? = dt + &% dy

8 = dx
\ (6)

L e gy
NE.
8" = dz
Um calculo direto permite mostrar que as 1-formas (6)
substituidas em (5} reduzem (5) d expressao (1).

De posse dessas 1- formas. as tetradas e‘( ) sdo obti

das pela relagdo GA = u(x)dx . Obtemos
0 \
=1
30{0) cx
€ (2) =@ {7}

1 .
e(I}']\
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2

1
T -k

(7)
3 -

0s demais elementos das tetradas sio nulos.
De (7) obtemos as tetradas inversas, definidas por

eAu €ap = 9ap- E possTvel tambem obter-se as tetradas inversas

e(u)A pela relagio dx* = e(alaeﬁ. Temos :

It
—

]
RUN

ew}2 = -7

o(1)

"
—
fox]

—

1
e{2)2 . e

e(3)3 =

Derivande exteriormente as 1-formas @A. um calcule

direto permite obter wyp. Os uinicoes elementos nac-nulos sao da

dos por:
w?:-_c_.gz
s 7
‘ wg - IC g (9)
el
m; = £ 00 - C&
vz

Yozr T TYa20

C
Yor12 = “Yig2 = =
012 w02 T
i
vZ (10}

Yiz0 ° Y210 T T

Lal

Y122 7 “Yz12 T
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Finalmente, para a curvatura Qna encontramos:

0 _ o 0 2
2y = dw1 + mz.A Wy

Por partes,

dw?=—c—d02=c ' A @
Ve

) - 2 2
WOaul e ol n|€60 4 ce?| =5 0 a0 - o
/Z Ve '3

2 2 2
0 [ 1 2 [ 0 1 c 1 2
By = — 0 AO - 0T AG ==— @8 A®
1 /7 Z 72
2
sz?=-52—e°ne1
Qg=dwg+w],ﬁm;
Mas

2
w?Am‘z--E-ezn Lg% - c0?] u - & 00 A of
V2 '
Logo,
2
0. _ e 0, 2
o) & ednre
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.
dwz =0
ol ul s o2y (o )e gl e
o Y2 73 75 <
. 2
1 [ 2
2, = S0 p o

Finalmente, as curvaturas de Riemann RABCD na base

das tetradas acima valem

2

0 <

oy = &% (11a)
2

0 ¢

Ragz = 7 (11}
2

1

Rppg = - 5 (1e)

Vamos agora calcular o tensor de curvatura contraide

Rap- Um caleulo direto nos dari

, 05 demais sac nulos. Assim, o escalar da curvatura R assume en

)

/tio a expressido

2
R = ROO = - ¢ (13}

Yamos agora voltar nossa atengao para a fonte dessa
geometria, Dissemos acima que no modelo de Gddel, a fonte de
curvatyra & um fluido de densidade de energia p sem pressao.No
sistema de tetradas que estamos utilizando podemos escrever p2

ra o tensor momento-energia a expressio

= p 89 0 14
Tag = ° 5 Sg {14}
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onde a velocidade VA no sistema fnercial local vale V“ = 62.
A equacdc de Einstein com termo cosmoldgico se escre

ve:
K
RAB = - K tAB +5 T g * A Nap {15)
Constderamos as diversas componentes dessa equagdo,

Componente 0 - 0:

c? -0 (16)

Componente 1 - 1:

0= - xp - 2A (17}

As demais componentes diagonais repetem a expressio de 1-1,
Temos ent#o que

kp = - 24 = ¢? (18)

A posftividade da energiz esta assegurada (cz >0) e
temos ent3s que A deve ser negativa. Para entender o significy
do da constante ¢ vamos estudar as congruéncias de curvas co-

-moventes com o fluido.

6.2 - Quantidades Cinemdticase

Das relagdes acima podemos calcular os parametros ci

nematicos do espaco-tempo de G8del.
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(1) Expansdo:

Da definigap de expansac ©

¢ M
O = YN " !

Temos
21

0 1 0
B = - ¥ 12 n 2 - ¥ 21 n = 0
(11) Deformagio:

Temos
0 0 0 0 2
2008 = Y ap " YBAtTBo Y Aot Yo N0 " 3O Mag

UtiTizando os coeficientes YABC calculados atrds en

contramos Oap *° 0.

(iii) Rotagao:
Da definigdo
_ .0 0 0,0 o 0
2uppg * " Yag * YpatYao %p Yo fa
© unice termo ndo-nulo serd dado por

.. 0 0 -
Qojp = s Yty = lc

isto &,
N 4 19
m.lz =7 c (]9)
Para o vetor de rotagdo wA encontramos

ot = (0,0,0,5,,) = { 2,0,0, - ﬁ% ] (19')



-326-

Chamando de -2 a norma de wA {lembre que mA g vetor
do tipo espage), teremos
2
a? = - oty = (20)

Assim, escreveremos

P = (0,0,0, -9)

Esse resultado permite escrever entao que vale a relacao
. 2 '
kp = 28 (18')

isto &, a densidade de energia do espago-tempo de Gddel mede a

intensidade de sua rotagaa.

6.3 - Sistemas de Coordenadas Cilindrice

Algumas das propriedades da geometria de Gfdel apare
cem maijs evidente quando estudadas em um sistema de cocordena -
das cilindrice. Vamos assim considerar a métrica (1) no siste-
ma {t,r,$,z} onde o elemernto infinitesimal de linha assume a

forma

as? - a? Jae? - 0 - a? e g(r) 0?4 an(ey do ae] L g2n)

onde a & uma constante.
Escolhamos ¢ seguinte sistema inercial local de te -
tradas dado implicitamente pelas 1-formas

o

a (dt + h d¢)

6 = a dr
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2

5] a A do

93 = a dz ’
onde definimos A pela relagdo A = Vﬁz—g .

Explicitando ei temos:

0
eoto) = a
e](z) = ah
'y - (23)
é
93{2) = ah
€73y = 3
E tambeém as inversas
0 1
el o= 3
0 h 1
el )2 T a3
etV -1 (28)
Fd 11
e®) =33
REDI

Um calculo direto permite obter as formas mab:

0 _ .1 ht g2

Wy T7Zad

0 _ _ 1 h' 1

Wy =935 °

1 _ 1 h 0 _ 1A' 2
Wy =373 729 “a8 ©

onde h' = dh/dr.

Ds coeficientes de Ricci valem:
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1 h'
Y012 * " Y02 "2 F
. - I N
Yo21 Yeor T T 7 R
{25)
.- N Ny
Y120 Y210 T 7a E
= - = LAl
Y122 Y212 ¥ 3.

Calculemps agora as curvaturas QAB.

Temos:
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Calculo de nlz

I
1 _ 1 | 0, 1 h' 0 14 2 )
dwz—ﬁ|}él—}dl"ﬁe+aTde irdl"fle--&-
O D I KA 7 Ul PR R S 281 4 o2
- Y SN w2 | &
2a A 22" -
1 0 1 h' 1 2
wul\w2=4—-z-3— @ AD
a
Da¥,
1 1 h" h'a'l L0 1 1 A" .1 2
92---2-;-2-[—5--—&2—}8 J‘L@':E‘re J.le +
2 ]
3 h' 2
+ —_ 6" A D
sz
Da, obtemos as curvaturas RABCD:
T
101 ;‘;2' A
RO, .o 1 [h" _ hlal
12 2_;2 A 62
2 T n'?
202 ;;‘2 A
o . a3 [ne]?
212 :Z [ T I'E
Paraos
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Ro2

R L . h®  hA
02 'é"‘? A ﬁz

1) - ] hlz - R
7.7 n

n-'J_.
D-Ib'

0s demais termos sao nulos.

6.4 ~ A Sclugdo de Gldel

Vamos procurar encontrar solugdes das equagdes de
Einstein para a geometria acima. Estudaremos aqui, primeiramen
te, o caso de um fluido perfeito {estudado preliminarmente por
G#del) e depois consideraremos o efeito da existéncia de pres-
soes anisotropicas.

A inexisténcia de fluxo de calor impode

02
De (27) temos

g& = constante {28)

As demais equagbes de Einstein se escrevem:

TERE % N



De R33 =0 e de p = 0, seque

kp = -2A . {30)

Ll 1 2
%— - % P%} = 0 (31)

Uma selugdo de {31), encontrada por Gddel, & dada por

e tambem

h = /Z sinh? r (32a)

=
n

sinh r cosh r (32b)

Assim, temos da eguagao 0 - 0:

2
-.1 b—:. :-KD+A
g?[a] 7

IR L
IREIL

h' = 2V/Z2 sinh r cosh r = 2 VZ A

Mas

e entao,

Ckp =y (33)
a .

Lembrando gque & rotagao wA vale

A 1 ABC
w--z-e

Ype

e que o tensor de rotagac vale Wy = - E% bé , temos:
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A for0i0, - L8] (0000, - Z ] (34)

De 92 = -m'qwﬁ « temos:

2
ot - (35)
a
e, dai
2
kp = 28 (36)

que foi o resultado obtido anteriormente (cf., eq. (18')}.

6.5 - Outrae Solugdesg

Vamos considerar aqui solugoes das equagdes de Eins-
tein para a curvatura (27} com tensor momento-energia mais ge-
ral.

Consideraremos que T, & dado por
Tap =0 Va Vg~ P hpg + Mgy {37)

onde a matriz de pressao anisotropica tem a forma:

“ |
HAB = 43 ! {38)
~{a+8) J

Neste casoc, as equag¢ces se escrevem:

Rap = - 5 - 3P+ a
K ] (39)
Ryp =~ Frgep-a-



{39)
Ryg = - %f + Bl s a4+ 8-

Usando (27) temos que R‘1 = “zz implica

a =g

Construamos agora a matriz de rotacdo naB dada por

g = whuy + % 02 Wiy (40)
2 A
onde §° = «y Wy
Teremos:
3 o°
QAB . }nz (41)
2

Da relagio a = g8 a matr1z de anisotropia se escreve
-a

Za

A

Vemos entdc que HAB_E proporcional a @"p (Isto &, um fluido nac

-Stokesiano). Escreveremos |
A 2 A
I g "y Q,B (42)

Da¥

a=ly? ol

As equagbes de Einstein se reduzem as seguintes:



QE = constante
-.’E;i—%-ﬁ:%yzﬂz
Uma solugdo desse sistema de equagdes pode ser obtida fazendo

A = sen (mr}
(44)
h = - ——— c¢cos (mr)

Com efefto, temcs

m = constante:

Vamos fazer aqui a = 1.
Isso ndo introduz nenhuma alteragdio nas equagbes |,
pois se trata somente de ume graduagdo das coordenadas.

Temos entdo

ko m = A+ (1 + ky?) a2

Kp = A + E-g- yz:lnz

L (mrz - 2) 92_

(45)

R positividade da energia e da pressao & garantida

se, come no caso anter1ur. tivermos a constante cosmologica
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negativa (ou nula) e se o coeficlente de viscosidade v satisf{

zer a desigualdade

2

2 <xyf ey {(46)

De (44) e da defini¢do de A

temos

g = hz - nz = —;— ::r.-s2 (mr) - sin? {mr)

4 2
= 1 '.1
e oo

2
g = I:ﬂz"—z:[ cos? (mr) - 1 (47)

Ky -2

6.6 - Acausalidade e Universos am Rotagao

Uma propriedade particularmente intrigante da geome-
tria de GOdel est2 associada 3 existéncia nesta geometria  de
curvas do tipo tempo fechadas.

De (32) e da def1n1gié de & temos que, na geometria

de Gédel

2 2 2

g = h? = A" = ZIsinh4r = sinh™r cosh'r
= 2 sinh‘r - sinhzr (1 + sinhzr)

- sinh‘r - sinhzr

Seja R, o rale eritico tal que sinh Re = 1
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Para os valores de rp tais que 0 < rp < Rc temos
g < O,Ee para ry; < R, tem-se g > 0. Isto &, o cTrculo nulo
(g.= Of,definido por z = constante, t = constante, r = Rc se-
para o espago-tempo de Gddel em duas regides que chamaremos C

e A (infciais de causal ¢ acausal, respectivamente}. Na re-

gide internz a Re» isto e, regido C, as curvas fechadas sio
do tipo espago. No entanto, em A, os circutos definidos por
t = constante, r = constante, 2 = constante, sio do tipe tem-
po. Isto &, um observador real poderia nesta regiio Tnfluenci
ar o seu passado.

Comp a geometria de G8de) & homogénea, devemos con-
¢luir que por cada ponto passa uma curva acausal. Considere ,
no entanto, ¢ observador centrado em 0. Pelo que vimos acima,
as curvas fechadas s0 ocorrem para r > Re-

Como conciliar esse
resultado com a homogeneidade
da geometria de Gddel ?

Seja P um ponto
vizinho de 0. Existe,pelo que
vimos acima, um; curva de raio
constante passando por P cen-
trado em 0' tal que para o ob

servador em 0', a curva por P

esta além de seu raio critice

Ré. Ocorre que 2 curva por P que viola causalidade cruza du-
as vezes a fronteira Rc de 0, penetrando assim na regiao acau
sal de 0. Se Vimitarmos nassas abservagdes em 0 ao interior

de seu rajo critico, ndo podemos verificar viglagde de causa-
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lidade pela curva em P, Isto estd evidenciando o cariter glo ~
bal, isto &, ndo local, da causalidade. Dificuldades nessa geo
metria de G8del ocorrem se o observador caminha alem de seu
raio critico. A7, a questdc da violacao da causalidade apare-
ce inevitavelmente.

Vamos agora investigar a questao da causalidade na
geometria dada por (44) - (47).

A& linha nula g = 0 & dada pelas solugoes n da egua

2
517—1—3 cosé{mr) = 1

ky - 2

As solucdes dessa equagao sao dadas pelos P tajs que:

1

_ © - 2
mr, = arc cos —12———5 +nT

Ky +

Concluimos que a geome
tria em questdo possue regides
concéntricas onde causalidade e
nac-causalidade se alternam.

Assim, podemos distin=
guir:

regido I: 0 < r < ry =>g(r) < 0
(regido causal)

regido II: rg < r < ry=—=>g{r) >0

(regido ndo-causal).

regido IIl: ry <r <r, —»g(r) < 0, e assim sucessivamente,
(regiao causal)
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as regioes causal - nao~causal vao se alternando. Note entre-
tanto, que como a solugdo & homogénea, vale a mesma observagao

feita anteriormente com respeito a geometria de Gddel.

ExercTcio: Calcule as curvaturas do elemento de linha

. 2
2 2 2 2 2 sin"@ d¢2 + 2h

ds® = dt” - dr” - r” do" + g - d¢ dt
Splugdo:
Escolhendo
ol = dt + % dé
8] = dr
92 = r dg
o® = ad¢
Com
A = % \/h2 -9 sinze
teremos
wol = o 03
mos = -0 B]
”]2 - . % 92
m13 = 60 - %L 93
”23 =T % %g o°
onde
)
o ()
aes%g
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0 vetor de rotagdo vale

A a0, 0,a, 0)

As cupvaturas contraidas na base de tetradas acima valem

Fd
R00 = -~ 20

N
RI‘TI.ZG +E-
R a ) oo 14
22 ;? = TFYE

33 = Ry1 * Rep

i
o
[71]

L]
]

Q

[}
i

=
-
@
(=

e
ra za

-

Impondo que 0s elementos fora da diagonal se anulam,
escrever:

A =1L rcosg

h =L rz

pad,

fote que g > G sempre. Isso {mpiica que as
g = Cte. t = Cte, r o= Cte, s3o do tipo tempo fechado.
Escrevendo para a pressdo anisotropica
A 2 A
e = = ¥ o B
encontramos, via equagdes de Efnstetn:

' 3
p-—z-—-T
r-cos o

podemos

curvas
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pe )

vy = 2/2

1

& =7 ¥ Ccoso

Observacdo: analise as curvas Techadas acima. Verifique se exis
te uma regido acausal {como em Gddel e na solugdo

-1 acima).

Dos exemplos examinados acima, podemos concluir a de
pendéncia da existéncia de violagdo da causalidade com a topo-
logia associada. Com efeito, a ndo-causalidade estd sempre (nos
exemplos acima) associada 3 uma variivei c¢iclica. Em Gbdel
por exemplo (e nos demais casos acima verifica-se que 0 MesRo
ocorre), a identificacdo dos pontos ¢ = 0 e ¢ = 21 £ responsa-
vel pelo fechamento da curva tipo-tempo acausal; Se pudéssemos
abrir o cilindro, que € a geometria de G8del, poderfamos impe-
dir 2 existencia de curvas ndo-causais. Entretanto, as simetri

as da métrica de G8del fmpedem tal coperagdo.

Exercicio: Calcule os vetores de Killing da meétrica de Gddel.
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7 - ANALISE QUALITATIVA DE MODELOS COSMOLDGICOS

Nos capTtulo anteriores, introduzimos alguns mode-
1os cosmologicos que sao solugBes exatas das equacdes de Eing-
tein. Tais modelos constituem idealizagdes de configuragoes
simples que permitem tratamento matemidtico através de fungges
analiticas simples. Modelos mais realistas certamente afastar-
-se-jam de estruturas tipo fluido perfeito. Neste Capitulo dis
cutiremos uma classe de solucdes das equagdes de Einstein na
qual a fonte de curvatura & um fluido com viscosidade. Ao in-
ves de procurar solugtes exatas, estudaremos o sistema de equa
¢bas diferenciais resultante usando para {ss¢ o método de ana-
lTise qualitativa. E, sem diivida, um fato notiavel, que as equa-
goes da gravitagao possam se reduzir em alguns casos a um sis-
tema autenomo {c¢f. adiante)}, permitindo a discussac do compor-
tamento das curvas integrais em um espago de fase associade ,
sem o conhecimento explTcito da forma analTtica daquelas solu-
¢oes,

Comecemos por considerar a métrica correspondente a

um modelo homogéneo e isotrdpico:
/

- 2 2,2 2
d52 - dt2 - Az{t) dr” + r do” + r

2 2
r

O+ F
onde ¢ pode assumir valgres +1, -1 ou 0.
0 tensor momento-energia & dado por um fluido visco-

so do tipo de Stokes:

Ay
Tag ® P Va¥p = P (ngg - Vp¥p) (2)

Iremos restringir nossa anadlise, neste curso, ac caso é&m Que
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os

$=p-a8

se gscreve segundo a relagdo linear de Cauchy:

Para a geometria (1) e um observador co-movente V™ =

6“0 temos para a dilatagdo 6 o valor 6 =

As equagoes de Einstein para este sistema se escre -

vem:
3 (%)z + i% =0
B

pu, usando a expressao de 8

2

T+

L —
[+
+
N
1l
i

(3a)

(3b)

Ao invés de discutirmos esse sistema utilizaremos a

equagdo proveniente da conservacgao de Tuv (que j& estd conti-

da no sistema acima) dada por:

o6+ {(p+Pro=0

ou seja, o sistema agora se escreve!

6 =p - % w - ET + % L
boe - wh + a8’

2
p:gj—i-i—g

onde definiu-se a entalpia w = p+p .

{4a)
(4b)

(4c)
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Posto sob essa forma, nas varidveis (6,p), o sistema

assume forma autdnoma, ndo-linear, de tipo

-1

= F{p,9)

= G(p,0)

T

permitindo assim um tratamento qualitativo de investigagido de
suas solugoes no espagco de fase (98,0).

0s pontos singulares desse sistema, isto &, aqueles
pontos (po,eo] que anulam simultaneamente o lado direito des -

sa5 equacoes, sio dados por

0.,
%o

°
fo = 3

Da teoria dos fluidos viscoscs, podemos extrair que o pode pos
suir dependéncia na densidade p de forma determinada pelo pro-
cesso viscoso. Iremos assumir, genericamente, uma dependencia
do tipo potencia, isto #,
a=mp" (5)
/
onde-m e u siio constantes arbitrarias, comm > 0. A equagao
de estado que relaciona a pressdoc p com a densidade ¢ sera da
da por:

W= Yp (6)

onde y & uma constante de valor limitado ao domTnio 1 < v £ 2.
Note que os pontos singulares do sisteme (3) estdo

situados sobre a parabola 82 a 3p.

ExercTcio: Trace os grificos, no espago de fase (@,p), do s15
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tems de equagoes de Einstein na auséncia de visco-

sidade.
Solugdo: Calcule explicitamente as solughes 8 = 8(t) e p =p(t)
e tendo t como um parametro trace 8 = 8{p). 0 resylta

do & dado abaixo

°4

O s

Observacdo: Neste caso, © inico ponto singular & a origem
(Bo.po) = (0,0). A curva p = 92}3 que consiste
{de acordo com & equagdo (4c)) no caso Euc)ideano,
{sto &, € = 0, separa o comportamento das curvas
em duas regidés. A regido interna, comp- gf < 0
consiste uma série dé modeTos abertos (pois da re
lagio p - %r --i% < 0 zegue que ¢ < 0) e a re-
gido externa, com p - %T > 0, que zonsiste numa

série de solTugoes fechadas.

Note que quando & = p = 0, isto &, no ponto (0,0) os

diferentes modelos fechados desenvolvem uma singularidade. Is-
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50 & consequencia direta da equacdo (4c) pois para ¢ $ 0, quan
do 8 = p =0 concluimos que o raio do Universo diverge, 1{sto

e, Al = pu () mw,

Vamos examinar ¢ ponte singular distinte da origem.
Desenvolvendo as funcies F e G nas vizinhangas de

(6gspp) temos:

Flen) = (35) 0% (3, 0 + o
6(6,0) = (), 0+ (%%)0 D+ .u.

onde o subscrito { )o significa que & fungio deve ser calcula
da no ponte (65,04}

No caso geral, temos

Fleo) = (a-§0), 0400 -3 +3ae), p+... (70)
6{0,0) = (-w + 208), + (- w'6 + o' 6%) p+ ... (7b)
."ll .
onde Q} z dw/dp.
Formemos & matriz 5 :
3 2 3 ., .3,
7% "3 % 1-gzuy+ 37098
= | _ {(8)
- UJO + 2“080 "I'.I.'léeo + ub Bg

No caso especial em questdo, usando as relagdes {5)-
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-{(6), e substituindo em (8}, obtemos:

Pt it o]
- 73
1 =

~Ypy + ZmpHBo - Y8y + M 1.1(.'!5-‘| Bg J

Mas notando que ypy = mpy 6,  escrevemos:

3 Y 2 1/2 3
Mpg = —— P 1+ 5% y(u-]
A B z )
l =
YPg Y8y (u = 1)

o determinante 0 = det ¢ & dado por

el

0
= % mSﬁJBD{u-IJ - ;% 7% voo{u-1) - veg - % ;R( (1)

= = Zypglu=1) -veq

=

Lol

= ypp (1 = 2u)

A andlise da vizinhanga desse ponte pode ser feita

usando os teoremas (cf. apéndice). Obtemos:

Se u > % entio G <0 : isto &, a singularidade & um pon-
to de cela,
Se u < % entaio f >0 : a singularidade & um no com duas

tangentes.

A demonstragio de que quando u < % trata-se de um

no com 2 tangentes, estd 1igada ac caleulo do sinal de 12-a0 s
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onde I = Tracgo ﬁ.

Temos
teeg[v -3 -%]

2
12 - 4q = o} E} (2p-1) - %:[ - 8 62 (1-2y)

Fara que I2 - 40 > 0 temos a condigdo

V¥w-3ntedy@u-negeo

0 que & correto, como se pode verificar facilmente.

Note que ¢ no & estivel se [ < D, e serd instavel se

0 tragade dos graficos que correspondem a solugoes
do sistema autdnomo requer o conhecimento das curvas onde a de
rivada de/dp & constante. Chamamos de Jq a2 curva dos lugares
em que dé/dp = q = constante.

Particularmente importante s&o as curvas J, e J

onde as solugbes autonomas possuem derivadas paralelas aos ei-

Xx0s ortogonais.
/
" Estudemos agora o comportamento do espago de fase na

vizinhanga da origem. Meste caso, temos

9(0’0) =0

Quando o determinante da aproximagao linear se anula
nhoe ponto singular, dizemos que se trata de uma singularidade
multipla,

Um exame das curvas JO e Jw permite representi-Tas
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graficamente, como na figura abaixo:

Fig. 1 - Representagas das curvas d6/dp = q = constante, para ¢ = 0 e gz,

8 ] . . :l_z
0 ponto P & o ponto singular.'A constante L = Tl

Para simplificar a andlise do espago de fase ma vi -
zinhanga da origem, iremos examinar somente o caso em que p =1,
Uma analise semelhante {embora um pouco mais Vonga), podera

ser feita sem grahde dificuldade para os demais valores possi-

veis de u.
Temos
2
3 ] 3
- d6 _ p{) - 7 ¥) - =g + 3 mod
HE -ypl + mpe2

A curva J_, onde q = =, corta a curva p = 62f3 no ponto singu

lar. Com efeito, temos

a;:m
implica

- ypl + mpB2 =0

isto &,

@
n
5|
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ou
8 =0 .
Mas, no ponto P, temos tamb&mn que vale:
Yo = M 0y 8y
1sto E,

8 = % .

A curva Jg, onde g = 0, e dada por:

2
p (1 - % Y) - %y + % mpd = 0

SRINER

Esta curva tamb&m intercepta p = 82/3 np ponto singular.

Com efeito, as duas curvas siao dadas por:

2
o=
9%/3
1 - % v + % mo

p‘

e da¥, no ponto de contato temos:

.
=X

% *

Consideremos a figura 1. Ao atravessarmos J, no sen-
tido de p crescente vemos que q troca de sinal: de negativo pag
sa a positivo. Assim, conforme o teorema das equagdes diferen-
ciais (Andronov et. al.} as curvas que se aproximarem da ori- -
gem, ou tendem para ela permanecendo tangentes ao eixe el ou

nado atingem a origem,
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De posse dessas informagbes, podemos facilmente tra

car o grifico no espago de fase.

-

-V

Fig. 2 - Espago dg fase do sistema de Universos de Friedmann com viscosida-
de linear. :

ExercTcio: Complete 2 analise acima para a reglio p <0 (CFf.

artigo Novellp - R. Acieli}.

Yamos examinar um pouco esse grafico. Comecemos por

notar que cada curva deste grafico @ uma integral do sistema
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autbnomo. Assim, cada curva representa uma determinada solugao
das equagbes de Einstein, isto &, um modelo cosmoldgico,
Podemos distinguir na Fig. 2 alqumas regioes tipicas,

que passaremos a analisar.

Regiao 1: Limitada inferiormente pela curva SMR, estendendo -
-se até 8 = o.

Tais solugdes representam Cosmos que se inicifam abrup
tamente com um certo valor de & e com energia nula. Com o nas-
cimento desse Cosmos aparece a energia que pode ser pensada co
mo tendo sido criada pela geometria do Qspaco} 0 modelo evp -
1ue com valores de p crescente e terminando caom 8 e o infini -
tos.

E talvez importante notar aqui gque nestes modelos
(bem como em varios outros que discutiremos a seguir) a 1imitg
¢3o da investigagao do espago de fase (8,p)} 3 regizo de p posi
tivo torna diffcil a compreensao do aparecimenfo desses mode-
los. Principalmente se notarmés que para p = 0 =2les nao pos-
suem singularidade, Em verdade, a compreensdo desses modelos

(*)

depende intimamente do modelo de viscosidade

Regido 2: Compreendida pela curva RMG.

Um modelo tfﬁico de Universo desta regiao pode Ser
descrito como tende inTeio (t = -=) com 8 > 0 e p infinito. A
densidade de energia decresce, atinge um valor minime (no pon-
to M) a partir do qual comega a crescer. B segue crescendo.No

final {t = =) desse Universo p e 6 asumem valores infinitos.

*
{ )Ver in Cosmologia Relativista: M. Novello-I.D. Socares.
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Regidp 3: Compreendida entre o eixo 6 = € e a curva SMO.
Modelo tTpico: o Universo “nasce® abruptamente com
um valor (arbitrdrio) de 8 positivo e sem energifa. Comc na re-
giao I, energia aparece concomitantemente com a evolugao de mo
delo. A energia cresce entdo a partir do zero atéZ um valor ma-
ximo (distinto para cada moedelo) e a partir dai, decresce até
atingir novamente o valor zero para t = =. Neste ponto o mode-

lo tem uma singularidade (A + =),

Regido 4: Compreendida no interior da curva QMOL.

Modelo de Universo desta regido tem inicio (t = - «)
com densidade infinita e 6 finito positivo. A medida que o tem
po passa, energia decresce, até atingir um valor minimo a par-
tir do qual comega novamente a crescer, mas o modelo passa a
entrar numa fase de colapso {8 se torna negativo). O futuro
desses Universes (t + +») corresponde a um valor infinito para

a densidade de energia e uma contragdo infinita.

Regidio 5: Compreendida entre LOPN
0 Universo nesta regido tem seu inicio {(t = -») na
singulartdade p = 8 = 0, A = w, A partir desse infcio, ele co-

mega a se contrair (0 < 0) indefinidamente.
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8 - UNIVERSO HOMOGENEC ISOTROPICC NAOQ BINGULAR

8.1 - Cfoemos Ndo Singular

A comunidade dos cosmologos acredita em que a exjs
tencia de singularidade nos modelos expansionistas de Fried -
mann constitue uma grave dificuldade {nerente a estes univer -
50S. .

A razido dessa dificuldade estd associada ao fato de
que a singularifdade requer o abandono da descrigdo contTrnua e
completa do Universo ao ltongo de sua historia.

Embora o significado desta questao nao esteja total-
mente compreendida, alguns cosmdlogos continuam por se questio

nar sobre a inevitabilidade daquela singularfdade(*}

8.2 - Fotong Nao-Linearae

A gravitagdo curva o espago-tempo ¢ afeta consequen-
temente 2 propagagdo de fotons em sua trajetoria. Come se mani
festa 2 1n51u§nc1a-desta curvatura sobre o campo eletromagnéti
co e vice-versa 7

De um modo bastante geral, os fisicos tem se manifes

tade de comum acordo em.aceftar como hipGtese de trabalho que

2 {ateragda eletromagnética com a gqravitagdo chedece ao princy

pic do acopTamento minimo,

L -~ -

(*) Nao iremos aqui discutir essa questso, Deixaramos {eso para cutre lu-
gar. Veremos somente em seguida, como & posaival gerar solugac expan-
sionista ndo-singular como consequéncia da exist@ncia de f5tons ndo -

-lineares no Universo.
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Tal principio requer que a alteragdo, devido 3 curva
tura do espaco-tempo, na dindmica de qualquer processo fisico,
seja feita somente pela substituicdo das derivadas simples por
derivadas co-variantes, na funglo Lagrangeana que descreve O
processo. Isto #, exclui-se da Lagrangeana qualquer funciona?l
da curvatura do espaco-tempo.

Para o campo de Maxwell, este principio {nduz @ equa

W g¥
P, = {1}

proveniente da Lagrangeana

L= /§ {- T PP+ } (2)

onde
F]-l\’ = Hulv - N\Jh.l = "'l.l[IV - H\}"u -

Entretanto, pode-se argumentar que na presenga de cam
pos gravitacionais intensos, acoplamentos envolvendo funcio -
nafs da curvatura poderiam aItérar o sistema de equagdes do
Eletromagnetismo. Essa idéia foi desenvolvida reéentementepor
Novello e Sai1m. Eles argumentaram que, para campos fortes (is
to &, quando.a curvatura do espago-tempo & grande) a dinamica

do processo @ descrita pela Lagrangeana nao-minima:

LAE

- _ ] uv uv
L = /g [ FwF + =R Huuvg +

y

(3)
TARY)
+ 8 Ruv Lot LE

+

nnde
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dimx = Cx] = Ck]
Cel=0
Lg @ a Lagrangeana de Einstein = /=g %

& a Lagrangeana que descreve os demais campos.

bt
1]

Vamos examinar aqui o casoc em que a constante B e nu
la. 0 termo adicional ndo-mnimo da Lagrangeana , iste & ,
Rwuu" pode ser interpretado como um termo de massa m, para o
foton (gerada pela gravitagio), com m, /R .

As equagdes de movimento induzidas pela Lagrangeana

(3) reduzem-se 3 forma:

2 1 z
(1 + Ad%) (Ruv - % R gqu ~Aa[Jwu guv +

(4a)

.
+ AW lu”\-’ + kRHqu k EU\J k "IJU

v o A puu u
P = = % RHY 4 (4b)

ext

onde Eu 2 o tensor de enargia de Maxwell

Y]

. = o af
ZEuv = FuaF v + gquuBF

] —

My @ 0 tensor de energia da materia, e
/l .

W2 = WMWY g

uv
ngt representa a corrente nido-gravitacional que gera o campo
eletromagnético,

Tomando a divergencia de (4b) temos

u - A u
Jextfjy = & (RH" )y,
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Impondo a condigdo de Lorentz generalizada
(au“)”u =0

vemos que a corrente ngt 2 conservada.

Tomando agora o trago da equagio (4a) temos:

R=k M- 3x[]w

onde M = Muvg“.

Substituindo esse valor de R na expressio (4b) temos:

2
uv L u o, 3 2,u u
F "\J A MWY 4+ “ D WENE o+ Jext

(5)

(6)

(7}

A equacdo (7) exibe explicitamente o cardter nzo~linear da in-

teragao eletromagnetica induzida pela curvatura do espago-tem-

po. Vemos dessas equa¢des que para campos fracos, o modelo de
Wovello-Salim cofncide com a teorfa usual (A = 0}, que nesse
esquema constitue uma primeira aproximagdc da interacdo entre
05 campos eletromagnético e gravitacional.
8.3 - Solugdo Céamieca Homogidnea e Isotriopica

Vamos procurar uma solugio do sistema de equagodes

(4a,b) tal que a geometria seja descrita pela expressiao

ds? = de? - aZ(t) E”‘z + of(x) (de? + senZe d¢2)]

Como n3o existe direcao privilegiada no espaco na qual os cam-

pos elétrico e magnético possam estar dirigides , concluimos
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que estes se anylam. Consequentemente, na auséncia de matéria

(e corrente externa), 0 escalar de curvatura se anula:
R=0 (8)
A equacao (4) se reduz 3 expressao:
2 2
+ ) W = 0
.(] + AN } R]-lv [11"\»‘ (9}

Yamos definir a varidvel @ pela relagao

a=1 ¢+ (10)
ba¥, a equagao {9) se reduz a
Ruu = - gl%ﬂﬁ ’ (11)
onde, por (8)
[Ja-=0 12)

As curvaturas calculadas anteriormente e substituin-

do em (11) conduzem &s equagoes:

3-§=-% {13a)
] .28 2 o A
’ YRV T T " T Ea (13b)
AL 2A% 01 0", a'ia AR
S St Sl At e St & (13¢)

De (13b,c) vemos que o s0 pode assumir os valores
X, $eny ou senhy .
Substituindo esses valores, nas equagoes (13), vemos

que as$ solugdeg para 2 e A podem ser postas na forma:
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At} = V -etz+bt+c

at) = n, {=2eLr.B)

com

2
1 (3 1 a" a' 1
€=y ]R"§|}E”+;2_'_‘Z]

3

Vemos da eq. (14) que, por exemplo, quando

2

b™ + dec < O

a fungdo A(t) ndo se anula.

Consequentemente, o raia do Universo
nite, assim como o5 invariantes do campo.

Uma inspegdo na fungdo A(t) mostra que
sd pode existir se o modelo for aberto {e = -1).
no limite t + =, a geometria tende para o espago

0 modelo acima mostra um comportamento
consequéncia direta do acoplamento nao-minimo do

gravitagao.

{14a)

(14b)

mantem-se fi-

um tal caso
Neste caso ,
de Minkowskii.
nao-singular,

foton com a

Um tal exemplo, sugere a necessidade de se desenvol-

ver mpodelos menos simp]istés da interagdo gravitacional com a

materia.
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