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1 - 0 CONCEITQ DE "STRING"

Para descrever fisicamente um contTnuo unidimensio-
nal {corda) & preciso conhecer suas variaveis cinematicas
x“ = x"(TO,r]) e suas variaveis dinamicas, densidade de mas-
sa, tensao, temperatura etc.(]}. x“ = Xu(TD,T1} representa a,
trajetdria da caorda no espacao de Minkowski {(folha-mundo). TD e

1

T sdo dois parametros nao necessariamente invariantes ante as

transformagoes de Lorentz. rD representa um parametro de evolu
1

gdo e T um parametro que descreve os diferentes pontos da cor
da.
°
[ ]
o' x"
T° = Cotanm
x2
1 1" = Constonte

Figura 1

Uma descrigao de cordas,alternativa a da mecanica

usual dos meios continuos, € dada por uma agcdo da forma

1 = J L (X", aaxM. aAan“, Pya?e (1.1)

a_u A

apx" = ;0T (10.11}

11
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a2z = 047!

Postutando que A acdo & um ponto estacionario para
uma variagdo da folha-mundo, pode-se determinar as equagfes de

u

evolucdo dos x . Logo, pode-se determinar o tensor de energia-

-momentum e da¥ as varidveis dinamicas, Obviamente a escolha

de um L particular descreverd um tipo de corda particular.
Agora imporemos A acdo as seguintes condigoes:

{i) Invariancia de ] ante uma reparametrizagdo

da folha-mundo, i.e., invariancia ante a transformacio

N s (1.2)
Esta invariancia denomina-se também, invariancia de <calibre
ou "gauge".

(ii) Invariadncia de I ante uma transformagao de Lo-

rentz.

“{1ii) Que as equacdes 61 = 0 (Euler) sejam equagoes

de segunda ordem em x".

Resulta que L deve ter a forma
Ly = WY (1.3)
onde

Y = det YAB H YAB = “uvanuanv - (]'4)

M & uma constante com dimensdes de agio por unidade de compri-
mento ao quadrado. Para descrever uma folha-mundo como a des -

crita na Fig. 1, temos que aox" 2 um vetor tipo tempo e a1x”
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um vetor tipo espago, ambos vetores como caso Timite, bo -

dem ser nulos, i.8.,

u
Yoo = 3gX 3gx, > 0 (1.5)
u
0 determinante vy e,
2
Y = YooY11 ~ ('YU]) <0 (1.7)

A corda particular descrita por (1.3) — (1.7) denomina-se
*string" (fio de Nambu).

0 estudo dos "strings" na fisica emerge da fisi-
ca de partTculas, em especial no estudo dos modelos de_resso-
nancia dua1(2). Trata-se de descrever o espectro de excitacao
dos modelos de particulas como um espectro de vibragzo de um
"string"{z}. Também as cordas jogam um papel nas teorias que
descrevem monopolos magnEticos(s) € como um mecanismo para con
finar quarks{4), em geral estas cordas nio sao "5tr1ngs"(5). E
interessante o fato de que superficies minimais tenham sido am
plamente estudadas pelos geometras, mais o espago base onde as
superficies estdo submersas & um espago euclTdeo ou riemannia-
no, € nao um espago pseudoeuclideo ou pseudoriemanniano que sio

0s espagos com maior interesse fTs1co(6).
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2 - "STRINGS" LIVRES

Antes de estudar as equagoes de movimento para um

"string" explicitaremos os intervalos de variacao des parame -

tros 0 e t'. 0 intervalo de 10 & — = < 10 <= ¢ p intervalg

de 1) & a < g para um "string"” fechado e o < t! < B pa-
ra um "string" aberto. Para um "string" fechado tem-se que
x“(ro.a) = x“(TO.B) e para um "string" aberto  y"(1°,% ) e
x“(ro,ﬁ ) sdo0 as bordas da folha-mundo, neste caso restringi-

remos a liberdade de gauge requerendo que

1 1
A ¢, (2.1)

3T T] = 5.8

n

para que ante uma transformacac de gauge as diregdes a]x” se -
jam preservadas.

As equagdes de movimento dos "strings" obtém-se re -

]

querendo que a agao 1 = I!Lo| seja estaciondria diante da va-

riagﬁo(y)
U GRS IR Tl IR S (2.22)
sxP (% =t w2l = 0 (2.2h)
5XU{TO,T1 = ) = 6xu(T0,T] = B) {(2.2¢)
sx* (0,1 = wE) £ 0 . (2.2d)
As variagdes ox"(<0,7! = @), GX”(TD,T] =B e sxMtiPy e

geral sao independentes. Ademais nds supomos que
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i.8, que o5 "strings" fechadoes ndo tenham "cusps” (“"kinks").

A variagdo 10 g

| )
10 = J d2x M {;‘2‘! E-y)? a"‘xuax“] -2 xu}» s (2.4)

onde

1

o E Y)© v o8 X]
(YﬁB YBC = ﬁhc}
0

Das condigoes 81" = 0, {2.2) e (2.3) para ‘“strings®

fechados obtemos

M2 =0 , (2.6)
- e para “strings" abertos a mais de (2.6) temos

1
Mi-v)Z 3ty : <0 . (2.7)
T = a,8
A equagao (2.5) & a equagdo de onda escalar no espaco de Rie-
mann de duas dimensoes da folha-mundo para as equacdes paramé-
tricas da folha-mundo mesma.

A equagao (2.7) implica que os extremos de um string
aberto movem-se com a velocidade da luz. Isto pode-se deduzir
da seguinte forma: M e a]x” sdo diferentes de zero, ji que M
& uma constante e 3]x” _ _ & um vetor que aponta fora da folha

. B
~mundo (ver.Fig. 1}. Nota-se que a diregio de M & invari-

=

ante de gauge, portanto tem-se que o
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Y =0 (2.8}
T =Eg

wl|

De {1.4) — (1.7) e 72.8) resulta que,

1 - -
Yoo = agxuaoxu =0 em 1 = a,f {2.9)

A condigao (2.7) disse-nos que 0 momento candnico nao
escapa da folha-mundo, i.e2, o sistema @& fechado(?).
As solugbes gerais das equagdes (2.6) e (2.7) conhe-

cem-se(z)

. As mais simples sao um anel de raio oscilandg harma
nicamente com amplitude 1/w ("string" fechado} e uma barra ro-
dando em torno de um eixo que passa pelo meio da barra tal que
sua velocidade angular e seu comprimento estdo relacionados per
wl = 2.

Na "gauge" ortogonal definido por

Yo1 = O (2.10a}

Yoo * Y97 = O (2.10b)

As equag¢des (2.6) e (2.7) sao equivalentes a

X 52
UL S {2.11)
3t ar]

H
? =0 . {(2.12)
3T T1 = E,E

A equagdo (2.11) lembra-nos da equagaoc classica para uma corda

vibrante. Costuma-se definir as quantidades



=166~

1
= u(-r)? ot (2.13)
1
H(_Y)Z aOxu

o)
T
1]

:
3
3
M(-v)" 3 x¥

=
=
m

TE S LA T (2.14)

1£nt§o as equagoes de movimento dos “strings® podem ser escri

tas como.
Lyt o (2.15)

31 at

{2.15) & equivalente  a

0

} dr' p' - dP ¥ =0 . (2.16)

equagao que representa a conservagao de momentumfa).

Das definigoes (2.13) e (2.14) obtém-se

by = PP+ Mt gy, = 0 (2.17)
vy = PY 3gx, = 0 (2.18)
™, o+ M2 apx" 2gx, = 0 (2.19)

As identidades (2.17) e (2.18) s3o a base da formulagdo candni
ca para os “strings“(a) e (2.19) & uma identidade entre varia-
vels dinamicas.

Os "strings” em interacao tem sido amplamente estuda
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dos. Um resultado interessante € que se a agdo que descreve a
interag3o exige as propriedades (i) - (iii) do primeiro Cap]
tulo, as pontas dos "strings™ abertos ndo sdo freadas, continu

ando a2 se moverem com a velocidade da luz{7).
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3 - "STRINGS" EM RELATIVIDADE GERAL

Temos, principalmente, duas razdes para estudar os
“strings” na Relatividade Geral. Primeiro, os "strings" servenm
para construir modelos de interacdg para particulas elementa -
res; como uma prova da consist@ncia desses modelos, o campo
gravitacional dos "strings" deve ter um comportamente razoavel.
Segunde. 0 Unigerso pode ser representado como uma coelegdo de
objetos estendidosfg), portanto uma cosmologia baseadz no con-
ceito de "string" pode servir para estudar propriedades rela -
cionadas com esse fato.

0 sistema de particulas mais simples estudado na Re
- latividade Geral & uma nuvem de pd, 1.8, particulas gque nao in
teratuam entre elas. 0 tensor de energia-momentum para a nuvem

e

™ = o uHu¥ {3.1)

onde p & a densidade propria da massa e u! @ & velocidade do
fluxo das particulas.

Estudaremos o analogo de (3.1) para os "strings”.Pri
meiramente devemos encontrar o anilogo da velocidade uV para

H

os "strings". u” & o vetor tangente 3 linha-mundo das particu-

las, portanto, para os "strings" o objeto equivalente & ¢ bive

tor
A T & (3.2)
(501 . . E10 = i t_:[)0 - El] -0) .
Tal como no caso das particulas, usamos a velocidade
H

u" para descrever o fluyido; usaremos, no entanto, o bivetor IH¥
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para descrever o fluido de "strings" independentemente de sua
representagac (3.2}, 0 fato de que tHY expanda a folha-mundo
do "string" pode ser caracterizado matematicamente pelas condi

goes,

gle e8] o oo, (3.3)

vuz“[§ LA S (3.4)

[+« ] representa antisimetrizagao. (3.3) € a condigdo para que

o bivetor I*Y seja simples, i.g, ¥V = a["—:I b\":1 e {3.4) & a

condicdo para que este bivetor forme uma suberf?cie(IU), i.€,
tenha a forma (3.2).

A generaliza¢ao de {3.1) para o caso dos "strings" &

i R A (3.5)

Mas, para o caso das particulas temos z mormalizacio u“uu = 1.

Para os "strings" temos que

hiohd Ly = 7 Y {3.6)

isto nos sugere definir um T*Y normalizado da forma seguinté1“

™ =g ¥ g V(-y) {3.7)

Note-se que o TV dado por (3.7) & invariante de gauge. 0 THY

da equagdo (3.7) também pode.ser obtido diretamente da genera-

1izagdo da densidade lagrangeana L, = M(‘T)TIZ

para o caso de
uma niivem de “strings®. p, & a dens{dade invariante de gauge

dos 'strings"{jz}.
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As equagoes de Einstein para uma nivem de “strings®

_ 1
ASEN A T L I I L P29 (3.8)

A condicdc de integrabilidade de (3.8) & dada pelas identida -

des de Bianchi

v, BV - -quos ¥, E"-‘”)/(—v)} = 0 (3.9)

De (3.9) se deduz(]z)
v, (og iy = 0, {3.10)
z“Bvu (Vv ) =0 . (3.11)

(3.10) @ uma equagdo de conservagac e (3.11) @ equivalente a

A u i AB o B _
Vx4 {uB} Y 3 dpx =

o

(3.11")

(m

Esta equagdo & a generalizagdo de (2.6) para um espago curvo
Pode-se deduzir que a equagdo (3.4} & uma consequencia das
identidades de Bianchi e de (3.3). Portanto, 0 sistema das
equagdes de Einstein para uma niivem de “strings" e suas condi-

¢des de integrabilidade sao:

64V = - o M £ %/ (-v) (3.12)
gule pBa] | g {3.13)
v, (og tfVyY Yy =0 (3.14)

SHB VuE“"E i =0 (3.15)
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Agora estudaremos a solu¢do das equagdes (3.12) —
— (3.15) para simetria esférica.

A métrica de um espaco-tempo com simetria esférica &

2 4 2 .2 2

2 v - ex dr® - r”~ d8" - r® sin

ds? = eV dt 2

8 de? , (3.16)

onde v = r{r} e X = A(r}. Além disso Supomos que Q0  eSpago

01 10

tempo & estitico. Um z"Y com a simetria esférica tem L°'=-§

£FO0 e 223 = - 232 # 0, 1.8, a parte "elétrica” e a parte
"magnética" do bivetor ¥V tem somente componentes radfais H
ademais ™V = "V(r}. A equagiio (3.13) e a condigdo -y > Ones
23

da £ = 0. A equag2o (3.15) se satisfaz identicamente e (3.14)

nos da

1
sr

onde "a" @ uma constante de integragio.

De (3.16) e do fato que z““zuv = -2y, temos

by = a/r? . (3.17)

As equagdes (3.12) sdo equivalentes a

Zv' = X' o+ dv'/fr o+ v‘z =0 s (3.18a)
2v" - Ay - aatr e viao (3.18b)
..k . 'l . .

e "1+ zr (v =) -1 =2, {3.18¢c)

que tem por solugde

e = e =1-a-~-2m/r . (3.19)
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E interessante destacar que (3.19) & a solucdo geral
para a simetria em conSideracio(]1). A metrica (3.19) represen
ta uma partTcula centrada na origem do sistema de coordenadas
e "strings" orientados radialmente.

A metrica (3.19) para o caso

m = 0 pode ser escrita como

2

ds? = (1-a)dulezdrdu - r2902  (3.20)

0 que mostra que a = 1 ndo & uma singu

laridade da metrica. Tambem esta pode

Figura 2
ser deduzida das relagoes
_ 2
R = 2a/r (3.21)
2878 _ 4en? | léma , 42’ (3.22)
apys T8 T TE T |

0 "embedding" da métrica (3.19) no casom = 0, &€ da

3, i.&, um hiperco

¢lasse 1 e a topologia do espago @ R x R x §
ne em um eéspago de 5.d1mensaes, no case geral & da classe 2.
Outros aspectos estudados dos "strings" na Relativi-
dade Geral sdo: o estudo das equagdes de movimento (3.7T1') em
um espago-tempo dado, e.g., a metrica de Schwarzschi]d(lz) , €&
o estudo das equagdes de Einstein no limite das interacoes fra

C35{13).
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