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1. INTRODU(AO

Em 1919 Einstein salientou as novas possibilidades
que foram introduzidas pela Teoria da Relatividade Geral quarde
aplicada 2 questdo das propriedades do Universo como um todo.
As realizagdoes posteriores da Cosmologia Relativistica estao
principalmente ligadas a solugdo das squagdes gravitacionais
.de Einstein encontrada pela primeira vez por A.A. Friedmann, em
1922,

Como se sabe, esta solugdo se baseia na suposigdo de
completa uniformidade e isotropia da distribuigio de matéria
no Universo (“modelo cosmologico iﬁotrﬁpico"). Ha entl3c dois ca
sos possiveis, associados respectivamente a ter o Universo cur-
vatura constante positiva {(chamado “modelo fechado"}, ou curva-
tura constante negativa (“modelo aberto"). A caracteristica
mais imﬁortante destas solugbes & serem nig-estacionZrias. A
idéia de um Universo em expansdo, que se seque desta proprieda-
de, & completamente confirmada pelas observagdes astronomicas.
E seguro presumir que o modelo isotropico fornece, em seus tra-
gos gerais, uma descrig2o adequada nao somente do estigio atu-
al do Universo mas tambem de uma parte considerdvel de sua evo-
lugdo.

Outra propriedade importante do modelo 1isotropico @&

a presenga de um ponto singular em relagdio ao tempo em sua mé

trica. A presenga de tal ponto singular significa que o domi

nio da variivel tempo & lTimitado pelo menos numa direcao.
No entanto, o fato de o modelo isotropico dar uma des
cricio adequada do estado atual do Universo ndo significa, ne -

cessariamente, que também seja adequado para descrever os estd
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gios iniciais da evolugas do Universo. Além do mais, h3 a ques-
tZo de em que medida a presen¢a de um ponto singular & uma pro-
priedade inerente aos modelos cosmoldgicos relitivfsticos, ou
se @ apenas uma consequéncia das suposiges simplificadoras es-
pecTficas em due se baseiam estes modelos. Esta questio & essen
cial, ja que no Universo real a suposigio de uniformidade 50 po
de ser justificada, na melhor das hipdteses, aproximadamente.

A resposta afirmativa i questio da generalidade da
existéncia de singularidades nas solugoes das equagdes de Eins-
tein foi dada peta primeira vez por um teorema notdvel desco -
berto por Penrose 1] e que foi subsequentemente seguido por
outros teoremas do mesmo tipo, notadamente por Hawking ("2 7] .
Estes teoremas relacionam a existencia de uma singularidade a
algumas condi¢dbes muito gerais que sao certamente independentes
da escolha do sistema de referéncia, n2o deixando dividas quan-
to 3 natureza fisica da singularidade. No entanto, a generalida
de das demonstragdes geométricas desses teoremas tem suas des -
vantagens: os teoremas nao dac qualquer indicagdo sobre o verda
deiro carater da singularidade, sobre as leis de evolugao da mé
trica nas vizinkbangas da singularidade.

As respostas a tais questoes podem ser obtidas somen-
te por métodos anal¥ticos. Em nossas investigagdes, buscamos
tais métodos, que nos levaram a construgao analitica da solu -
cio geral contendo uma singularidade. Os resultados desta pes -
quisa constituem o tema deste artigo.

0 critério analitico para o grau de generalidade de
uma solugio & o numero de fungGes arbitririas das coordenadas
espaciais contidas na solug2o. E claroc que 50 consideramoes fun-

¢hes "fisicamente arbitrarias”, em niumero tal gque n3o possa ser
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reduzido por escolha arbitriria de sistema de referéncia. Uma
solucio geral deveria conter um niimero de fungdes arbitrarias
tais que quaisquer condigoes poderiam ser satisfeitas em um mo-
mento qualquer do tempo, escelhido ao acaso como tempo inicial.
Este numero pode ser facilmente estabelecido a partir de consi-
deragGes fisicas. As condigdes iniciats arbitrdrias devem fixar
a distribuicdo inicial no espago da densidade de matéria e das
trés componentes da velocidade da maté@ria. Devem fixar  também
quatro guantidades gque definam o campo gravitacional Tivre (is-
to &, nao relacionado 3 materia). Pode-se chegar & este dltimo
nimere considerando, por exemplo, ondas gravitacionais fracas.
Comc estas s3o ondas transversas, seu campo & determinade  por
duas quantidades independentes (componentes do tensor metrico).
Estas quantidades satisfazem uma equagdo de segunda ordem (equa
g3o de onda) e, consequentemente, suas condigoes iniciais de -
vem ser dadas por quatro fungdes. Assim, a solugao geral_ *das
equagbes gravitacionais deve conter oito fungoes arbitrarias
das coordenadas espaciais. _

Para evitar mal entendidos, & importante salientar
que um sistema de equagdes diferenciais nao-lineares, tal como
as equagdes de Einstein, ndo tem solugdo geral unica. Em princi
pio, podem existir virias solugoes gerais, cada uma delas con -
tendo somente uma parte finita da variedade total de condigoes
jniciais possTveis. Cada uma dessas solugdes contém o namero
necessirio de fungdes arbitririas que, no entanto, podem estar
sujeitas a condigdes especTficas (por exemplo, sob a forma de
desigualdades). Portanto. a existéncia de uma solugas geral

com uma singularidade, nio elimina 2 possibilidade de existen -
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cia de outras solugdes geris nio-singulares. Nio hd motivo ,
por exemplo, para se duvidar da existéncia de uma solugido ge -
rat nio-singular que descreva um objeto nao muito massive estd
vel e 1solado.

Obter a solugao geral de uyma forma exata, valida por
todo o espago e para todos os tempos.li obviamente um problema
insolivel. No entanto, ta) solugdo ndao & necessiria para se ob
ter uma resposta para o problema em questdo, isto &, descobrir
a natureza da singularidade; é suficiente investigar a forma
‘da solucao na vizinhanga do ponto singular. Chamamos a atengdo
mais uma vez que, por ponto singular queremos dizer singulari
dade fisica, ou seja, a divergéncia da densidade de matéria e
dos invariantes do tensor quadridimensional de curvatura.

0 assunto deste artigo se encontra exposto na seguin
te sequéncia.

No §2 fixamos a escolha do sistema de referencia que
@ usado em todas as solugbes subsequentes {sistema sfncrqno) .
A razlo & esclarecida com a ocorréncia inevitavel de uma singu
laridade ficticia (de coordenada) em tal sistema.

No §3 Tazemos uma generalizag¢io da solugdo de Fried
mann. Mostramos que a solu¢do de Friedmann &, na verdade, um
caso particular de uma classe mafs geral de solugdes, que & ca
racterizada por uma lei quase-isotrdpica de aproximagdo . a sin-
gularidade. Esta classe de solugdes & a linica que requer a exis
téncia de matéria no espago.

No §4 derivamos uma extehsa classe de solugbes, que
€ uma generalizagio da solugado particular (devida a Kasner) ,
.que descreve um espago plano anisotrdpico ndo-estaciondrio. O

numero de fungdes arbitrarias de coordenadas espaciais na soly
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cio deste tipo € apenas uma unidade  menor que o necessario para
a solugdo mais geral.

No §5 mostra-se que generalizagdes adicionais levam ,
inevitavelmente, a um modo oscilatdrio de aproximagdo a singula
ridade. A pista para compreendermos este processo estid relacio-
nada 3 regra para substituigio das "eras de.Kasner", deduzidas
nesta se¢do. 0 §5.8 contém uma investigagdo detalhada do regime
oscilatdrio para modelos homog€neos dos tipos VIII é-lx de Bian
chi. Em particular, fazemos uma investigac¢io estatistica para a
regido assintdtica de proximidade arbitraria do ponto singular.

D §9 cont@m uma exposigao da solugdo nao-homogénea ge
ral, Estas propriedades reproduzem em grande parte, as dos mode
los homogéneos. Tecemos entdio algumas consideragoes gerais so -

*re o problema das singularidades em cosmologia relativistica.
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2. SISTEMAS DE REFERERCIA SINCRONGS

Quando se investiga questoes 1igadas 3 Teoria da Rels
tividade Geral & de importancia fundamental a escolha apropria-
da de um sistema de referéncia adequado ao problema em conside-
ragio.

Como veremos abaixo, as propriedades mais gerais das
solucbes cosmologicas em relacio a suas singularidades, nio de-
pendem da.presenga ou da ausincia de materia. Nao se deve usar
o chamado sistema "co-movente®, largamente empregado em cosmolo
gia {isto @, o sistema que se move com & matéria em cada pento),
na investigagido destas propriedades.

A escolha natural do sistema de referencia €, neste

- - *
caso, um sistema sujeito as condigoes{ )

90a
{z.1)

900 = !

Como se sabe, colocar as componentes gq, do tensor mé
trico igquais a zero 2 a condigdo que permite a sincronizagao
dos reldgios em diferentes pontos do espago. Se, além disto ,
9gg = Vo 3 coordenada tempo 0 =t & o tempo proprio em cada
ponto do espago. A um sistema de referencia que satisfaga estas
condi¢oes denominaremos de sistema sincrono. 0 elemento funda -

mental de distancia em tal referencial 2 dado pela expressao

{*) Seguiremos sempre a notagac usada em "Teoria Classica dos Campos” de Lan
dau e Lifshitz [:3:1. Em particulsr, {ndices latinos correspondem a 0,1,
2,3 e indices gregos acs valores espaciais 1,2,3. A matriz g, tem assi
patura (+-=-=). Alem disso, usamos sempre o sistema de unidade onde a ve-
locidade da luz e a constante gravitacional de Einstein sac postas

iguais a um.
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2 2

ds? - dt 2

-de?,  4e?

= Yup ax® dx® {2.2)

0 tensor tridimensional Yag = J0g define a métrica espacial.
As equagdes gravitacionais em um sistema de referen -

cfa sTncrono tem a seguinte forma (veja o §97 da ref. [:3 Ii:

3 x°
0..1%3% 1.8 a_.0 1
Ro "~ 235 " T%%=Tp-37T (2.3)
0.1 B _ .8 .40
Ru =3 (xa;s xB;u) Tu (2.4)
B__pB_ 1 2 By . 78 _ 1 (B
Ru = |"::|I v 3T {(vy xu} Tu i Ga T (2.5}

Aqui Xap € a notagdo para o tensor tridimensional

3 Ya

Xag = Wi | (2.6)

e todas as operagdes de levantar e abaixar Tndices e diferencia
" ¢d0 covariante sio feitas no espago tridimensional de métrica
708' Note-se que

A I R

a aB 3 YGB 3 (2.7}

onde v & o determinante do tensor YaB' ¢ tensor Pas na equacao
{2.5) & o tensor de Ricci tridimensional, expressc em termos do
tensor métrico tridimensional Yop da mesma forma que Rik e ex-
presso em termos de 9ig- Contém somente derivadas espaciais de
Yop (e nao derivadas temporais).

Como L.D. Landau salientou hi muito tempo, o determi-
nante do tensor métrico em um sistema de referéncia sincrono de

ve atingir o valor zero em um tempo finito. Isto & independente



-933-

de gqualguer suposigdo sobre distribuicao, movimento, ou equacao
de estado da matéria, ou sobre o carater do campﬁ gravitacional
{a prova desta essercao pode ser encontrada no §97 da referén-
cia T3 7]). No entanto, esse resultado hio tem relagio direta
com a gquestdo da existéncia de uma singularidade fisica verda -
deira. 0 fato do determinante -g = y ir a zero, tanto pode es -
tar ligado a uma singularidade verdadeira quaﬁto a uma singula-
ridade ficticia, que desaparece quando se passa para outro sis-
tema de refer@ncia. A origem de tal singularidade ficticia em
um sistema de referencia sincrono fica clara 2 partir das ;gguig
tes consideracdes geomatricas [ 4 |.

No sistema de referéncia sincrono, 1inhas de mesmo
“tempo sdo geodésicas no espago quadridimensional. De fato, o
quadri-vetor ui = dleds. que & tangencial 2 linha de universo
x].xz,x3 = const, tem componentes u® = 0, u0 =1 e satisfaz au

tomaticamente 3s equagoes da geodésica

1 .
du i k & i
F = Tgw v =Tg=0

33 que, quando as condigbes {2.1) sd3o validas, os sTmbolos  de
Christoffel rgo Pgo sap identicamente nules.
Tamb&m & facil ver que estas linhas sdo normais 2 hi-

persuperficie t = const, j3 que a norma) a tal hipersuperficie
at

& um quadri-vetor n, = —y com componentes covariantes n = o,
Ix

ng = 1. As componentes contravariantes correspondentes, pelas

condigdes (2.1), saon =0, no =1, isto &, elas coincidem com

as componentes do quadri-vetor u, tangente 3s linhas de tempo.
Por outro lado, essas propriedades podem ser usadaspa

ra uma construcdo geométrica de um sistema de referéncia sincro
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no em qualquer espago-tempo. Para tal, escolhe-se primeiro uma
hipersuperficie tipo-espago, ou seja, uma hipersuperficie cuja
normal em cada ponto esteja dentro do cone de luz de vertice ne
ponto. Constroi-se a seguir um conjunto de geodésfcas normais a
essa hipersuperficie. Todos os intervalos elementares nesta hi-
persuperficie sao do tipo-espage. Se estas linhas forem escolhi
das como linhas c¢oordenadas do espago e a coordenada tempo t for
determinada como o comprimento das linhas geodésicas medido a
‘partir da hipersuperficie original, entao temos um sistema de
referéncia sincrono.

E claro que uma construgdo deste tipo, com a conse -
quente escolha de um sistema de referéncia sincrono &, em prin-
cipio, sempre possivel., Além do mais, esta escotha nio & nem
mesmo unica, J2 que uma metrica da forma (2.2) permite qualquer
transformagdo das coordenadas do tri-espago que nao envolva 0
tempo. Alem disso, como a escolha da hipersuperficie inicial &

| arbitraria, ha uma transformacio que corresponde a esta arbitra
riedade.

Mas as linhas geodésicas de um conjunto arbitririo se
interceptam, em geral, em algumas hipersuperficies que as envel
vam (anilogos quadri-dimensionais de superficies causticas em
Otica geométrica) e consequentemente, a intercessac das linhas
de coordenadas dard origem a uma singularidade na métrica do sis
tema de coordenadas considerado. Assim, existe uma razao geomé-
trica para o aparecimento de uma singularidade relacionada de
modo Gbvio com propriedades especTficas do sistema sTncrono,ndo
" tendo, portanto, contelido fisico.

Una métrica do quadri-espago arbitriria permite tam-

bém, em geral, a existéncia de familias de linhas geod@sicas ti
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po-tempo que nio se interceptam. 0 fato do determinante g inevi
tavelmente ir a zero no sistema sIncrone significa que as pro-
priedades de curvatura do espago-tempo real (expressas pela des
igualdade Rg > 0, e que sdo permitidas pelas equagoes de
Einstein) implicam em intercessao mutua das linhas de  tempo
— se, & claro, ndoc aparece "antes" uma singularidade verda -
deira(*).

0 cariter da singularidade ficticia da métrica @ cla

ro mesmo a partir de consideragdes geométricas, Come a hipersu-
perchie.;iustica certamente contém em si intervalos tipo-tempo
(os elementos de comprimento das linhas geodésicas no ponto on-
de tocam a cadustica), nac & tipo-espago. Além disso, um dos va-
lores principais do tensor métrico vai a zero na caustica quan-
do a distancia entre duas linhas geod@sicas vizinhas, se inter-
ceptando no ponto onde tocam a caustica, vai a zero (2 diregao
principal correspondente fica, obyiamente, ao longo da normal &
ciustica). Essa distancia vai a zero como a primeira poténcia
da distancia a partir do ponto de intercessado. Em vista disto ,
o valor principal do tensor métrico, e com ele o determinante
v, tende a zero como o quadrado desta iltima distancia.

A construéio analTtica da meétrica espacial na vizi-
nhanga da singularidade ficticia no sistema de referéencia sin -
crono & dada na referéncia (4] (veja tamb@m o apéndice B da
referéncia [_5])}. Nio a reproduziremos aqui, mas apenas obser-
varemos que a métrica contém, no caso geral, uma fungdo arbitri

ria a mais do que o nimero de funcoes "fisicamente arbitrarias”

* - i - - = - -
( )llao congideramos, & clarc, o caso trivial, a saber, um feixe de linl

paralelas no espago-tempo plano.
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indicadas acima. 0 aparecimento de uma fungio “extra®™ & jus
tamente devide ao cardter ficticio da singularidade: ela
reflete a arbitrariedade na escolha da  hipersuperficie a
partir da qual se constréi o sistema de referéencia sin -
crono,

A singutaridade ficticia pode ser removida por uma
transformag3o do sistema de referéncia. £ claro que seu cari-
ter qualitativo & independente da presenca ou ausencia de ma
térfa, e que a densidade de matéria nio tem singularidade e
permanece finita. Isto fica especialmente clare se notarmos
gque a matéria se move (no sistema de referencia sTncrono) em
linhas de universo que n3o coincidem com as linhas de tem-
po e, em geral, nem s3o geodésicas.

Esta d1tima c¢ircunstancia significa que o sistema
de referéncia nio pode ser escolhido, de uma maneira geral,
de tal! modo que seja aoc mesmo tempo s¥ncrono e co-movente
(em um sistema co-movente as linhas de universo da matéria
coincidem com as 1linhas de tempo). A uUnica excessdo & no
case de matéria do tipe (pressZo p = 0). Sem interagirem en-
tre si, as partfculas de poeira se movem em linhas geodési-
cas.

Por isso, neste caso, a propriedade de ser um sis-
tema co-movente n3o est® em contradicio com a de ser sTn -
crono. Em um sistema de referéncia "sTncrono-co-movente", a
densidade de matéria se torna infinita na caustica simples-
mente como resultado da intercessdo, sobre a caustica, das
trajetorias das particulas. E claro que essa singularidade
na densidade também & de natureza niac fisica, e pode ser remo-

vida pela fntrodugao de uma pressio de matérfa infinitesimal
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* -
mente pequena mas diferente de zero( ). Para materia com outras
equagdes de estado, wuma situagdo aniloga pode ocorrer somente
em casos particulares onde nio existe gradiente de pressido em

algumas diregoes.

{*}Hns, mesmo nesse cago, ul gistema de referencia sincrono-co-movente pode
ser introduzido somente se a matéria se move "sem rotagdo". Em um siste-
ma de referdncia co-movente as componentes contravariantes da quadri-ve-
locidade sac ¥ =0, w = 1. Se o sistema de referéncia & tambem sincro-
no, entic as componentes Covariantes sao u =0, uy =1, e por esse moti
vo, seu quadri-rotor & T T Wi 0. Mas esta igualdade ten
sorial deve tambam ser valida para qualquer cutro sistema de referéncia.
Assim, en um sistema sincrono, mas nao co-movente, e obtém a comdigac

rot v = 0 para a velocidade tridimensional.
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3. SOLUCAO QUASE-ISOTROPICA

A solugac de Friedmann nido contém fungdes arbitrarias
de coordenadas; s& contém um pardmetro arbitririo constante (re
Tacionado com a distribuicdo média de densidade de matéria no
espaco}. Mas esta solugdo &, na verdade, um caso particular de
uma classe mais geral de solugoes que se pode chamar de quase-
-isotropica. A distribuigiﬁ espacial de matéria nestas solgy -
g¢0es & nao-homogénea, mas a contragdo do espago em direcdo a0
ponto singular se faz de maneira quase-isotropica: as dimensdes
lineares decrescem com a mesma potencia do tempo t em todas as
diregdes [ 7 7.

Como & bem sabido, a maneira mais natural de se formy
Tar o modelo isotropico & no sistema de referéncia co-movente .
Este sistema exibe explicitamente a isotropia e 2 homogeneidade
do espago. Por esse motivo, as quantidades 90, S© anulam automa
ticamente (de tal modo que o sistema de referéncia & tambam sTn
crono) e a singularidade acontece simultaneamente em todo o es-
pago. A variagado da metrica com o tempo, nesta solugao, depende
da equagio de estado da matéria. Na vizinhanga da singularidade
deve-se usar a equagdo ultra-relativistica P==¢c/3 (pé&a pres-
s&o, € € a densidade de energia da matérfia). Entdo a métrica ,
quando t + «, tem a forma Yag ™ “Iag © aaBt onde auB sao  fun-
coes definidas das coordenadas que correspondem a curvatura es-
pacial constante. Como sdo fungdes do tempo, Yop podem ser ex -
pandidos em séries de poténcias inteiras de t.

Formularemos a solugao quase-isotropica em um sistema
sTncrono que, no entanto, nio & ainda um sistema estritamente

co-movente. Buscaremos a metrica espacial da forma
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2
=t 3.8t t baB + ... (3.1)

Yap

onde agora a g sao fungbes arbitririas das coordenadas.
0 tensor inversc a (3.1) @:

e | .-

Y a®8 - pof (3.2)

B

onde ¢ tensor a®F & o inverso de L Todas as operagoes de su-

bir e abaixar Tndices e diferenciaq;o covariante de outros ten-
sores serdo feitas nesta secdo, usando a métrica independente
do tempo aaB (b: = aBYbaY. ete,}

Com a equagdo de estado ultra-relativistica, o tensor

energia-momento da matéria é
k K k
T1 = (p+e}u1u -_p&? = % {4 ugu - Gik}

_(u1 € a quadri-velocidade da matéria). As equacdes de Einstein

{2.3-5) com os lados direitos explicitamente escritos, assumem

as formas
0 _ .13 0o _ 1 Ba_c¢ 0 . . 3.3)
Po" " 7ot * " XaXg T (H gt - 1) o
0 o .
RO = ) (x§;B - xg;u) =3 e uul , BREEY
RE = - pB . L2 (5,8, £(aupd- 5B . (3.5)

. B
" yusu ).

(lembre-se que Uy = uo, u
Calculando o lado esquerdo da equagio (3.3) até segun
da ordem em 1/t e da equagdo {3.4) até primeira ordem em 1/t ,

encontramos
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;%z AT (3.6)
% (hg;B T U ie "u“o (3.7}

onde b = b:° Comparando os lados direitos destas equagoes e usan

do a identidade

1 = uiu‘ - uoz - % uuusa“B
pode-se facilmente ver que e &~ t'z. u, v tz. Essa identidade mo

[+ 3
tiva, uoz-l ~ t3. Da equagao (3.6) calculamos os dois primeiros

termos da  expansio da densidade de energia

3 b
e = - (3.8)
W

e da equagdo (3.7) o primeiro termo da expansio da velocidade

2
ug = & (b, - b ) (3.9)

0s sTmbolos de Christoffel? tridimensionais, e com eles
o0 tensor Paﬁ’ sao, em primeira aproximagdo em 1/t, independen -
tes do tempo. Entdo, PaB cofncide com as expressdes obtfdas usan

do a m8trica independente do tempo a, Usando esta, encontra -

8

mos que ha equagdo (3.5) os termos da ordem de t°? se cancelam
automaticamente e os termos proporcionais 2 t-] nos dao
B, 3, .8, 5 .8 =
Pu tx bq + vy sab 0
Da¥,
B._ 4,8 ,5 ;8
ba T Pu tyg 6, P {3.10)



-942-

Vemos que seis fungdes a8 ainda sao de fato bem arbi
trarias. Dados os CPP os coeficientes baB do proximo termo na
expansdc s3o determinados pelas formulas (3.10}, e a  partir
destas, determinamos o5 coeficientes dos primeiros termos das
expansdes (3.8-9) para a densidade de matéria e suas velocida -
des. Note-se que quando t +~ 0 a distribuigao de matéria fica ho
mogeénea, com sua densidade tendendo a um valor independente das
coordenadas. A distribuigdo de velocidade dada pela equagdo{3.9)

pode ser transformada usando-se a relagac

que & uma consequéncia da equacgao
B _ ) -
Pase ~ZPa =0

satisfeita por qualquer tensor de Ricci. Temos entio

isto &, nesta aproximacdo a velocidade & o gradiente de alguma
funcido, e seu rotor & igual a zero (um rotor diferente de zero
aparece, no entanto, no proximoe termo da expansio).

A metrica (3.1) permite ainda a possibilidade de uma
transformagdo arbitraria das coordenadas do tri-espago (a esco-
1ha do tempo ja foi completamente determinada pela condigao t =
= 0 no ponte singular)}. Estas transformagoes podem ser usadas ,
" por exemplo, para se reduzir o tensor 3.8 a2 forma diagonal. Por
isto a solugdo encontrada acima $0 contém 6-3=3 fungdes arbitra

-

rias das coordenadas.
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Ao modele isotrdpico corresponde um case particular

de fungoes a bem definidas — as que correspondem ao espago

af
sotropice de curvatura constante (entdc Puﬂ = const Gaa }.

A solugdo quase-isotrOpica existe (analogamente ac¢
caso particular da solugdo de Friedmann) somente para o espago
contendo matéria; nao se pode por a densidade de matéria igual
a zero nesta solu;io(*). Veremos mais tarde que, a este respei
to, esta classe de solugbes ocupa posicdo uUnica, como se esti-
vesse 3 parte das classes mais amplas {entre aguelas mais ge -
rais). cujas propriedades sio, em grande parte, Iindependen -

tes da presenga ou ausencia de materia.

(*) No vacuo, as equagoes de Eingtein podem ser sstigfeitas por meétricas
quase-igotrapicas da forma Yog * tzaas onde o8 a  sdo fungﬁes das coor
denadas. A equagao (3.3) & enl:ao identicamente gatisfeita (x 2§ Bfi:) e
e a equacao {(3.5) nos da ‘PuB - —ZGGB ondeBP 8 & calculada 86 com a
metrica auB. Mag este tipo de forma para ?u implice em que o espago
tem curvatura constante negativa. A métrica do espago-tempo correspon -
dente pode ser escrita com 2 ajuda das coordenadas esféricas quadridi -

mensionais x, 8, ¢ mna forma

dsz = dt2 - tz [%xz + nenh2 X(de2 + sen296¢2i]

Mas pela transformagac r = t senhX, T = coshX tal métrica pode ser re-
duzida a uyma forma Galileana

d32 = d'r2 - dr2 - r2 (d02 + sen20d¢2)
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4. SOLUGAO GENERALIZADA DE KASNER

Para se construir a solug3o geral das equagdes de
Einstein com a singularidade temporal, pode-se partir de uma
simples solugdo exata particular (devida a Kasner [[8 ) para.o
campo no espago vazio. Esta solug@o descreve um espaco uniforme
com métrica Euclideana que depende do tempo, de acordo com &

seguinte formula:

2P 4
de® = ¢ dxz + T 2 dyz + T z

3 4z (4.1)

(veja o §117 da referéncia "3 7). Aqui, Py, P,, P, sao tres ni
meros arbitrarios (os "expoentes de Kasner®) que satisfazem a
relagdo
_ 2 2 2
Py + Py + P3 = Py" o+ Py Pa (4.2)

Portanto, s6 um destes niimeros & independente. O0s tr&s nimeros
P]. Pz, P3 nunca sao iguals, exceto nos dois casos seguintes e
sendo aos pares: (- % . % s %) e (0,0, 1)(*). Em todos os
outros casos eles séo distintos, um deles sendo negative e oS
outros dois positivos. Vamos ordenz-los segundo

Py <Py <P {4.3)

2 3

") ‘

Quando (P, By, By = (0, 0, 1), a métrica da’ = de” - dt%, com di® da-
do pela formula (4.1}, pode ser reduzida & mEtrica Galileans pela trans
formagdc t senh z = E, t cosh z = T; isto &, a singularidade & fictl

cia e o espago—tempo &, na verdade, plano.
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Desta forma eles pertencem acs intervalos

2
’ 3 h P3 hl 1 (4'4)

|

- % <P =z0 v 0 <Pz

0s numeros Pys PZ' P, podem ser representados sob a

forma parametrica

P.{u) = -:!—? i Po(u) = —112—7 ;3 Po(u) = !111!% 4.5
1( ) 1+u+u 2( ) T+u+u 3 T+u+u ( )

Conforme o parametro u varia no intervalo u > 1, P], P, @ P3
assumem todos os seus valores, preservando a ordenagio definida
pela relagdo (4.3). O0s valores u < 1 podem ser reduzidosao mes

mo intervalo, ja que

Py = Prluy 5 Py () = Patu) 5 Py () = pyu) (4.6)

A figura 1 da referéncia [14] mostra P,, P,, P, como
fungbes de 1/u. Podemos notar que PT(") e Pa(u) sao fungoes
que crescem monotonicamente com 0 parametro u e Pz(u) e fungio
que decresce monotonicamente com u.

No caso de uma solugdo generalizada somente a métrica
Timite {na vizinhanga do ponto singular t = 0}, isto &, os prin

¢ipais termos ma expansac da métrica em poténcias de t, tem for
| ma analoga a expressao (4.1). Em um sistema de referéncia sTn -
crono esta métrica pode ser escrite sob a forma {2.2) com o ele
mento de comprimento espacial df dado por

2

de? - dx® dx®

YuB

onde
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2 2 2
Yop = 2 Luzﬁ + b m Mg+ c”onon {(4.7)

a =t b = tpm c = tP“ (4.8)
0s vetores tridimensionails £, m, »n definem as diregdes nas quais
as distancias espaciais variam com o tempo de acordo com as leis
das poténcias (4.8). Estes vetores, e tamb@m os nimeros P,, P,
P, que satisfazem a equagao (4.2}, s2o fungoes das coordenadas
espaciais. Aqui, os expoentes Pl’ Pm' Pn nao estdo necessaria -
mente ordenados em sequéncia crescente; reservamos a notagao
Pis Pys Py Dara os numeros definidos pelas relagoes (4.5} que
satisfazem 3s desigualdades (4.3). 0 determinante da métrica

{(4.7) & dado por

v = a2p2ch? & 22 (4.9)

Lo - [*
onde v = (£ Emﬁj ). Introduzimos tambem a seguinte notagao{ }
A=l£.rot!. u=1—mrotm. v=lnrot (4.10)
v v v » .

Como os expoentes nas relagdes (4.8] sdo todos dife -
rentes, a mEtr!ca espacial dada pela relagdo (4.7) & sempre ani
sotropica. Ao nos aproximarmes do ponto singular, as distancias
'lineares em cada elemento do espace decresce em duas diregdes e
cresce na terceira diregdo. 0 volume de cada elemento decresce

Tinearmente com T.

*

( )Aqui e abaixo todos os simbolos de operagces vetoriais (produto vetorial,
rotacional, gradiente, etc} devem ser interpretados de maneira meramen-
te formal cowmo operacdes sobre componentes (covariantes} dos  vetores

2 3 .
L, m, n como se as coordenadas x]', x , X fossem carteslanas.
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Mostraremos agora como 2 meétrica (4.7) pode ser posta
em concordincia com as equagdes de campo e quantas fungdes arbi
trarias fisicamente diferentes a métrica contem.

Junto com ¢ tensor Yag introduzimos o tensor inverso

confravariante
ye8 = 272 1%8 4+ b2 n%f 4+ 72 0% (4.11)

A notagdo 2%, m®, n® com Tndices em cima da as componentes dos

vetores

n  [mr] I 2 ~  Ond

=7 m s — n = — (4.12)
fnversos dos vetores &, m, n tal que
B a a _
261 = | 2um = kon" = 0o, ... (4.13)

Diferenciando o tensor Yog M relagao ao tempo e Jevan-

tando os indices obtemos

8
nn {4.18)

(o ponte significa diferenciagidc em relagdo a t).
Consideremos primeiro:

{(8) o caso do espago vazip

Fazendo ¢ lado direito das equacoes de Einstein (2.3-5)

iguais a zero, temos
0 1 - 1
R0 - {x:) o | xgxg = 0 {8.15)

) =0 : (4.16)
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8 g .1 Byt .
R (7 28" =0 (4.17)

Inserindo (4.74) em (4.15) encontramos a equagdo

0 _a_b_ ¢ _

"Rp=atpte -0
que € automaticamente satisfeita pelas fungdes {4.8) devido 2
relacdo

2 2 2
P+ P P = Pz + P+ P
Na equagia (4.17) o sequndoc termo se torna identica -

mente zero Ja que (para as fungdes (4.8)) as quantidades xg ~ %
e vy~ t. Este termo & potencialmente da ordem de t 2. Por esse

motivo., para que as equagoes (4.17) {em seus termos principais)
- sejam satisfeitas, deve-se impor que o tensor Pg nao contenha

2 ou maiores. Vamos esclarecer agora as con

termos da ordem de t~
digoes sob as quais estes termos ndo aparecenm.

0 aparecimento de dependénciss temporais da metrica
essencialmente diferentes nas direcdes &, m, n , torna conveni-
ente “projetar" todos o5 tensores nestas diregdes. Denctando as
projegoes correspondentes pelos Tndices ¢, m, n, definimos  as
projegoes segundo

P 2B, P, AP %™ ,... (4.18)

2t = Pag wm = Tag

Nesta notagdo temos, em particular,

2 = b2, = ¢? (4.19)

De modo correspondente definimos as componentes "mistas® do ten
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sor por:
P P
3 RE _ =2 mo_ _tm _ -2
P!. = 'g—!-; = 2 P!.!. . P" -—-—gmm b Pim’ (4.20?

Por uma questao de precisio, sejam

isto 8, o expoente negative Py estd ligade a direcio £. Entao
temos que 0 termo de mafor ordem nas componentes diagonais do
tensor P E(*)
aB
; 4p
- pM . p" 12 az Azt ]
- m - = =

P
o 2pce 2t

)

2
. {**) - -2
Como PI < 0 » este termo e de ordem mais alta que ¢t .

Portanto, se a equagdao (4.17) deve ser satisfeita, &

de qualquer forma necessaric que este termo nido apareca, isto &

-~ - . *hk
& necessario que( )

A =0 (4.21)

*
( )As expresafes gerais para as componentes do tensor de Ricci tridimensio
nal Poa para uma métrica da forms (4.7) sac bastante enfadonhas. Podem

ser encontradas na Integra no apéndice D da referencia [°57].

ke

{ }0 cago (Pl’pz’PS) = (0,0,1) (onde a singularidade & ficticia) esta, &
claro, excluldo das comsideragoes.

{*+x) -

Um vetor que preencha & condigao £ rot £ = 0 pode ger representado como

R = ¢¥¢ com fungdes escalares Y e ¢ . Geometricamente iste significa

que a diregAc do vetor £ em cada ponto do espago pode ger escolhida co-

- mo”“a direqao de uma das linhas coordemadss (x'’). Comeo ladxa = ydd, ag

superficies ¢ = const serdo as superficies de coordenadas x'’ = const.



=951~

Quando a condigdo (4.21) & satisfeita, os priﬂcipais:
termos nas componentes do tensor P,p tem as ordens de grandeza:

-2p

2 m n 3 2
Pl ~ Pl1 0 Pn LY £n"t
2(P,=P,)
2 '3
Pom ™t nt .
P NP £n2 t
fn mn

¢ nio desempenham papel importante, em primeira ordem, nas equa
¢oes (4.17). ' '
SO falta agora satisfazer as equagoes {4.16): 0s maio .

res termos nestas equagdes poderiam ser da ordem de .t*]

In-t .
Tais termos aparecem quando se diferencia os expoentes gue'_-em'

relacdo as coordenadas. Estas derivadas aparecem nas expréssﬁes

B .1 3 By _ 1 By 29gy
xu.;B ff 3XB (V¥ x(l] 7 X ax“_ {4-22}

Calculando estes termos,encontramos

3g -2p -1 LI Y
B Braage e 1 Bt e Vane —Lags -
Y I
£nt 1. £nt 2 2
it ol S o Tl e L0

e por motivo da re1a§§o (4.2) estes termos sé cancelam 1denticg
mente (o somatorio E:seﬁpre sobre permutacdes cTclicas dos veto
res &, m, n e das fungoes Py, Py, P,).

Assim, os principais termos nas equagoes (4.16) 540
2 ® 2/t

termos da ordem de 1/v. Como x €
denadas, temos que, nesta aproiimégiu. xg;d =.0. Para calcular

independente das coor
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2 expressao {4.22) escrevemos:

B .25l _h 3,
%8 = vt L 97,8 1%y - o Biglml, —3 fgh,( =

-2 {zu 3%'5 (Pl + Pyl (3% L, - ﬁa ;B)}. .

= % ) {I‘-GEM:[ WPy + 2 Py div[m] - P [Em] rot !.]a }

Expandindo as expressoes vetoriais e reagrupando termos na so -

ma, obtemos a equacdo:

3'?]{ Zf-a{@ﬂ:[v"ﬁ{"fh Ymrot n« (P1-.Pz)nrotm} = 0
{4.23)

Projetando esta equagdo nas direcoes &£, m, n obtemos as rela -

coes
vP1’£ + (Py-Py) m vot n {(Py=Pa) m rot m = 0
va’m + (P]-Pz} n rot £+ (Py-Py) £ rot n =0
WPy o+t (PyePg) & rot m + (Py-Pi) mrot £ =0 (4.24)

{as letras %, m, n que vém apds a virgula nos Tndices denotam
diferenciagdo na diregao correspondente, de acorde com a defi
nigio f , = 2° ng e )

Com isto, concluimos a verificagao da solugdo (4.7) —
— 0% primeiros termos da expansao do tensor métrico em potsn -
cias de t na vizinhanga do ponto singular. Os proximos termos

desta expansdo podem ser expressos em termos das quantidades que

aparecem em (4.7}: os cdlculos relevantes podem ser encontra -
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dos no apéndice E da referéncia [57.

Vamos descobrir agora qual & o nimero de fungdes arbi
trarias na solugdic assim obtida. Na éxpressio (4.7) aparecem
dez diferentes fungdes de coordenadqs; trés componentes de cada
um dos vetores £, m, n e uma funcié no expcente de t (gualquer

-uma das funcgoes Pi, Pz, P3 que estio ligﬁdas entfe s1 pelas re
lagoes (4.2)). Entre estas dez:fﬁncﬁes.existem quatro relagdes
(4.21) e (4.24). AlEm disso, o sistema de referéncia que esta -
mos usando permite uma transformaciﬁ arbitraria das trés coorde

_nadas espaciais entre si. Por este mofi?o. 4 solugié que obtive,
mos contém somente 10-4-3 = 3 fungdes fisicamente arbitrarias
das trés coordenadas espaciais. Este numero & menor de uma uni-
dade do que o necessario para fornecer condigdes iniciafs arbi-
trarias para o campo gravitacional no vacuo.

Note que a solugdo que consideramos &, em essencia ,
anisotropica, ji que os expoentes P], PZ’ P3, que definem as leis
de acordo com as quais as distancias lineares variam nas trés
diferentes diregﬁes espaciais, ndo podem ser iguais. Chamamos
também a atencdc para uma peculiaridade matematica desta solu
¢do — uma das*suas fungoes arbitririas-esta no expoente tempo -

ral.

{b) solugdo em espago contendo matéria

0 grau de generalidade da "solugdo generalizada - de
Kasner" nao & reduzido pela presenca de matéria. A materia pode
ser inserida na métrica (4.7) com todas as quatro novas fungges
de coordenadas que sio necessarias para estabelecer a distribui
¢cao jnicial'de densidade de mat2ria e as trés compaﬁentes da ve

locidade de seu movimento.
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@ comportamente da mateéria na vizinhanca de um ponto
singular & determinado pelas equagbes de movimento da  matéria
em um dado campa gravitacioral. Estas sdo equagdes hidrodinami-

cas, & saber:

7}: ;fT (/~goul) = 0 (4.25)
-9
: au ag
k i 1 ¢t k2 aP k 3p
{P"‘EJU - u = - - u,u (‘.26)
{KE [ } FPL P

onde u1 £ o quadri-vetor velocidade,-c & ¢ sao as densidades de
energia e entropia da matéria (vefa por exemplo o §125 da refe-
réncia [[977). Para a equagio de estado ultra-relativistica P=
= e¢/3, a entropia o ~ 83!4. 0s principais termos nas equagoes
(4.25-26) sio os que contem derivadas em relagao 2o tempo. Se -
gue-se de (4.25) e das componentes espaciais da equagdo (4.26)

que

o o
%? (¥ ug s3!4).§ 0 , i 3?2 +u %% =0
que implica em
abc Ug 23(4 = const » u, 51/4 = const (4.27)

Aqui, "const® significa quantidades independentes do tempo.Além
do mais, da jdentidade u,iui = 1 (levando em conta que todas as

componentes covariantes u, sao da mesma ordem) obtemos

onde u € a velocidade na diregdo » , que corresponde i poten-
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cia {positiva) mais alta de t {assumimos que Pn = P3). A par -

tir destas relacdes encontramos

e~ 172268 . 4 /3P (3.28)

ou

“2(P,+P -2(1-P 1-P,}/2
( 1 2) =t ( 3? t( 3)

(4.22)

n

envt
o

Agora & facil verificar que as componentes do tensor
energia-momento da mat@ria, que aparecem no lado direito das equa
coes {3.3) e (3.5) sao, na verdade, de uma ordem mais baixa em
1/t do que os termos mais importantes que aparecem do lado es
querdo destas mesmas equagdes (termos ~ t_z). Na equacdo (3.3)
temos

Tg “ e "02 " t-(T+F3}

e como P3 < 1, esta desigualdade & de ordem mais baixa que o

termo ~ t'z. 0 mesmo se da na eqﬁagio (3.5): as componentes e$

paciais do tensor Tik "orojetadas” nas diregdes %, m, n, tém
ordens de grandeza

-2{1-P
Ti LA 3) .
~{1+2P,-P,)
m m 2 3
Tm “voe uput vt .
n ‘{]+P3)

n
Tn U E unu L

que sio mais baixas gque t°2,

Na equacdo {3.4}, porém, temos:

] 0 1
Tu voE U U N T

isto Q, a mesma ordem de grandeza que o lado esquerdo desta equa-
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cio. Todavia, isto ainda ndo altera o cariter da solugdo. De

-fato, de acordo com (4.2%9) escrevemos:

(0) t-z(t-ps) (0 t(1-r3)/z
[+ 3

u

£ =€ a

parda os primeiros termes das expansdes destas quantidades. Ao

mesmo tempo

2

2 ={3ap,=1
ug” = uéoj t (3F5-1)

Equiparando 2 expressac (4.23) para RE a quantidade'Tg = %cuuuo

encontramos como resultado as equagdes
VP #+(P5oP Imrotn+ (Py-P,)nrotm = - 3 (01 (0,0} [ (4 30,

em vez da (4.23). Assim, somente as relacdes entre as fungoes
que aparecem em (4.7) sofrem alteragﬁes(*). 0 nimero total de
fungoes fisicamente arbitrarias & agora sete: além das trés fun
gEe; que ja aparecem na iuséncia de matéria, aparecem agora a
fungio {9 o as trés fungdes uio).

0 comportamento da metrica proximo 3 singularidade
{t - 0} na_solucio que acabamos de considerar nac depende da pre
senga ou auséncia de matéria (e &,consequentemente, independen-
te de swa equagdo de estado). O comportamento & tal que'em cada
ponto do espago as distancias lineares decrescem em duas dire -~

~ Py
goes (como t

P .
e t 3), e crescem {como t 1 } na terceira di

re¢do; os volumes decrescem proporcionalmente a t. As 1lefs que

-EE)A_forma dos termos seguintes na expansac do temsor métrico também & al-

" terada. Os primeircs termos que ge seguem na relagdo (4.7) sao agora os

termos relacionados com a presenmca de materia (veja o apendice E da re-
ferencia [ 57). N
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governam estas variagdes (isto &, os valores de P, P,, Py) va-
riam no espaco, sendo determinadas pelas condigoes iniciais da-
das.

A densidade de materia tende ao infinito, de acordo
com & regra £ v t*2(1-93} em cada ponto do espago. Esta circung
tincia por si $§, ja & um indicador da natureza fisica { e ndo
fictTcia) da singularidade.

A velocidade com que a matéria se move nesta solugdo
{no sistema de referencia em consideragao), tende a velocidade
da 1uz quando t-+0. De fato, o escalar tridimensional uuuu =y _u"

-{3P -1} n
tende ao infinito como t 3 guando t+0. Isto significa que
a materia em cada ponto se move principalmente na dire¢do n,com
o valor absoluto de sua velocidade tridimensional v (v2=vuv“} s

tendendo 3 unidade segundo

3P.-1})/2
L3757

1-v< & (4.30)

0 tempo proprio T da matéria em movimento est® relaci

onado com o tempo t por

dt = dt Vi-v

Entao (39,441 /2
¢

TN (4.31)
No sistema de referéncia co-movente, a densidade de energia ten

de ao infinito, de acordo com(*)

L]
( }No cago particular em que (Pl, Py, P3) = {- é, %, %J, a4 materia pode ser

"ingerida" na metrica (4#.7) de outra forma, quando sua densidade de ener

gia tende ao iofinito como € ~ £m4/3

1/3

e sua velocidade tende a zero, de
acordo com u, Ve, e v vt Contudo, a matéria eatdo traz em si
nio quatro, mas somente duas fungdes arbitrdrias, isto &, as condigoes
iniciais para a matéria devem ter uma certa caracteristica particular. A
egta classe pertence, em particular, a solquo geral para o colapso cen-

tralmente simétrico da matria (veja refer@ncia CeT>.
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-4(1-P3}
§P3+1
EMN T ' (4.32)

Antes ‘de passarmos 2 general1zagao final da .so]ugio
obtida, faremos ainda algumas observacoes acessorias sobre 'as
_singularidades nos modelos homogéneos dos tipos I-V¥II da classi
ficagdo de Bianchi.

A escolha natural do sistema de referéncia s¥ncronopa
ra modelos homogéneos e fixada pelﬁ condicdo de homogeneidade
espacial em hipersuperficies t = const. Com tal escolha, as 1i-

Znhas de coordenadas do tempo ndo se interteptém. e as singulari
f&ades nas solugbes dés'equacﬁgs'de tinstein s3o singularidades
'ﬁerdadeiras(*). As quanfidades {4;10) {assim como as guantida -
.des an3logas "nao diagonais" (R rot m)/v cte) sdo reduzidas a
nimeros constantes intimamente relacionados as constantes de es
" trutura do grupo de movimentos correspondentes (veja, por exem
plo, o §116 da referéncia [[3 ). As equagdes de Einstein ficam
reduzidas a um sistema de equacdes diferenciais ordinarias.

Nos modelos des tipes I-VII, & sempre possivel esco -
lher as diregoes &, m, n, tal que pelo menos uma das quantida -
des {4.10) seja zero. Em todos estes casops a solugao geral para
0 espago vazio tem uma singularidade do tipo de Kasner. Mas as
equagGes também podem ter solucbes particulares com ouwtros ti-
pos de singularidades. Por exemplo, as equagoes de Einstein pa-
ra o espago vazio homogeneio do tipe VI, da classificagao de Bi

anchi tem uma solugdao particular exata

. dlz = az e'z(“h)z dxz + b2 e2{1+h)z dy2 + czdz2 {4.33)

"
{ )Morl as exclusdes Gbvias do tipo da formula (4. 1) com (Pl, Pz. P ={0,
L1).
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onde h = const, com

s s _
a=st) , b=t? , ¢ (1 (4.34)
1+h 1-h 2.2
S, = + S, = s S48 =5,7+S
1% 1on? 2" .2 145257743,

Essa solugio também pode ser apresentada sob a forma

3 £.2 .2

25 2
az? = (%) T ax? (%) 2 gy (5)? az (4.35)

- fazendo-se a transformagio (T+h2)z = £n E, Os expoentes (81,52.
1} ndo pertencem ao t1bo de Kasner,

Todavia, o significado fisico desta solucdo particu -
lar & muito restrito, ja que.sua genefal1zacio nio pode levar
a uma solugdo de cardter geral(*]. 0 mesmo se pode dizer para
outros tipos de singularidades que podem aparecer nos modelos

homogeneos com matéria tipos I-VII da classificagido de Bianchi.

*
( )Para & golugdo particular (4.35) tal generalizacao foi investigada no
apéndice G da referéncia [ 57].

+
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5. APROXIMAGAO OSCILATORIA DO PONTQ SINGULAR

Das quatro condigdes impostas sobre as fungdes do co-

ordenadas na solugdoc (4.7-8), as trés condigdes que se  seguem
0

o 0 s3o "naturais"; elas refletem a estrutura das

da equagdo R
equagdes gravitacionais. A condigdo adicional (4.21) leva a
“perda® de uma fungdo arbitraria.

A solugio geral &, por definigdo, completamente esta-
vel, A aplicagic de qualquer perturbagido & equivalente a uma my
danga nas condigbes iniciais em algum instante de fempo, e como
a solugdo geral satisfaz condigoes iniciais arbitrarias, a per-
turbagio nao pode mudar a forma da solugdo. Mas, para a solu <
¢do (4.7-8) a presenga da restrigdo A = 0 provoca uma instabilfi
dade em relagdo a perturba¢bes que violam esta condigao. Conse-
guentemente, qualquer perturbagdo deste éipo deve Tlevar nosso sis
tema para um nove estado que, ipso facto, ji serd bem geral. E
claro que a perturbagdo ndc deve ser’ tratada como pequena;ia tran
sic3o para um novo estade fica fora da regido de perturbagdes
infinitesimais.

Esta abordagem &, de fato, factivel. Ela conduz a com
plicados regimes oscilatdrios de evolugao para um ponto singu -
lar. Suas caracteristicas mais importantes podem ser demonstra-
das em modelos especiais que permitem uma investigacao analiti-
ca. Ji que a maté@ria ndo afeta as propriedades qualitativas da
evolugdo desses modelos, primeiramente daremos o tratamentse pa
ra o caso do espa¢o vazio.

Discutiremos modelos com uma metrica espacial homoge-
nea especifica. Como & bem sabido, a suposicao de homogeneidade

do espago (sem qualquer outra simetria) admite ainda uma ampla
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classe de metricas. Todos os espagos homogﬁneos (mas anisotrdpi
cos) possiveis podem ser c]assificados,aé acordo com Bianchi,em
nove tipos (veja o §116 da referéencia [[3 ). Vamos considerar
espagos dos tipos VIII e IX.

Se a metrica espacial for representada sob a forma
{(4.7), entio para cada tipo de espago homogéneo os vetores £, m,
n sdo certas fungoes das coorderadas espaciais. A forma real
de tais dependéncias € aqui irrelevante. S3 & importante que ,
no caso dos espagos tipos YIII e [IX, as quantidades A, u, v
em (4.10) se reduzam a constantes e que todos os produtos "mis-
tos" & rot m, % rot n, m rot £ ,etc, se anulem. Para um espago
tipo IX, as quantidades x, u, u,_tEm o mesmo sinal, e podemos
supor que A =y = v =1 {esta eséolha € equivalente a esco!hﬁ
A= pus=ve==1). Para um espago tipo VIII, duas destas‘constan-
tes tem o mesmo sinal, opostos ao da terceira constante; pode -
mos supor, por exemplo, que A = -1, p = v = 1(*).

Nosso propdsito & investigar o efeito da perturbacao,
que & representada pelos termos nas equagdes de Efnstein que con
tém A no "regime de Kasner". 0s espagos tipos YIII e IX sao os
adequados para tal investigagdo. Comoc nenhuma  das quantidades
A, M, v, S& anula, a condigdo (4.21) nao pode ser satisfeita ,
nac importa qual das diregdes &, m, n, esteja associada 3 poten
cia negativa do tempo.

' As equagdes de Einstein para o modelo em questdo tem

a forma:

{*) A¢ quantidades A, u, v, saoc as constantes de estrutura do grupe de movi-
mentos do espago -
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t _ (abe)’ R 2.4 2 2.2
- RY = t— oy (A2 - {ub® - ve®) ] = 8
. ade 28"b"e™ L )
Jph . {a60)” 1 1262 - (a2 - vcz)z] .0
mabe 20%b%c2 L
L] - r
e e LR CLUR Sl I B CH
2a°b%c” -
PR
Rg=24+2+&=0 (5.2)

{as outras componentes Rg. Rg. R:, R:. R:. R: se anulam identi
camente)(*}. Observa-se gque estas equagdes contém somente fun -
¢oes do tempo, refletindo a homogeneidade do espago. Acentuames
que no caso considerade, as equagoes (5.1} e {5.2) sdo equa -
¢bes exatas cujas validades nao ficam restritas & vizinhanga do
ponto singular t = 0.

Podemos simplificar as derivadas em relagac ao tempo
que aparecem nas equag¢des {5.1) e (5.2) se introduzirmos, emvez

das quantidades a, b, ¢, seus logarTtmos a«, B, Y

a =e® b = ef c = ef (5.3)

e uma nova variavel t {no lugar de t}):

dt =« abc dr {5.4)

Encontramos entdo

*
( )Podunos chegar a estas equagaes usando-se as formulag para PG.B dadas no
apéndice D da referéncia I___S:{, ou nas formulag para espagos homogéneos

dadas no 5116 da referencia I:.'!:[.
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2a__ = (ub? - ve?)? < 2%

8. " {laz - vcz)z - uzb4

2y, = (a2 - wh? < P (5.5)
% (avBy), = a B + orv, + By, (5.6)

Adicionando as equagdes (5.5%5) ¢ usando a equagdo (5.6), obtemos
uma equagdo que contém somente derivadas primelras, e que repre
senta a primeira integral do sistema (5.5}:

' 1
°15‘1+ BeYe ¥ Be¥e = 7 04 . l.lzb4 + viet -

- 2aua?b? - 2ava2c? - 2pvble?) (5.7)

Esta equagcdo nelaciona as condigoes iniciais com as equagoes
- (3.5). . _
o ' C regime de Kasner, dado pela equagdo (4.8), € a soly
¢do das equacoes (5.5) correspondendc ao caso em que todos oS
termos do lade direito podem ser desprezados. Ko entanto,umad si
tuagdo deste tipo nido pode persistir indefin{damente (paras t+0)
Jj& que seﬁpre existem termos crescentes desse tipo no lado di -
reito da equagdo (5.5). Se a poténcia negativa corresponde afun
1. i(t)(Pz =P;), 2 perturbacido do regime de kasner & devida
abs termos 12a4; os termo# restantes decrescem com t decrescen-
te. _

Mintendo no lado direito das equagbes (5.5] somente

estes termos crescentes, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

a | 12e4a 8

- _124:.1
TT Z L T

ae'd (5.8)
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{no que se segue colocamos 12 = 1). A solugao destas equagoes
descreve a evolugdn da métrica a partir do estado inicial dado

por (4.8), que se caracteriza por um dado conjunto de expoentes

{com Pz < 0). Sejam Pz = P], Pm = P2’ Pn = P3, tal que
an ! bt ? cn RE (5.9)
Obtemos entdo
abec = At t=A"Vnts consf {5.10)

onde A & uma constante. Portanto, as condigoes inicfais para as

equacdes (5.8) podem ser formuladas como se gegue(*)

o, = AP, 8, = AP, Y, = APy para T+ ™ {5.11)

As equagdes (5.8) podem ser integradas facilmente e a

solugdo que satisfaz 3 condigio (5.11) tem a forma:

2(Py (A
..2 1

cosh(Z[Pllnr)

28{P,=|P.]| )
b2« by? e 2 IPy

cosh (2|Py[Av)

28 (P, |Pq ) Co :
2 . co2 e 3 cosh (2|P|At} (5.12)

onde by, ¢ sa0 constantes.

E facil verificar que no limite t>» as formas assin-

{*} Acentuamos novamente que estamos considerando a evolugac do modelo na
diregao t + 0; portanto, as condigbes “iniciais" correspondem a um ins-

tante de tempo posterior e nac a um anterior.
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toticas das fungdes (5.12) sac idénticas as Teis de poténcia
{5.9}. No limite t » -=, as formas assintdticas destas fungdes

.e da fungdo t{r1) sio dadas por(*]:

‘e e'“PlT - eA(P2+2P]}t n eA(P3+2P1)T
A(142Py,
tve |
£xpres§ando a, bec como fungdes de t obtemos
an tPi b ~ tP':1 c tP"1 (5.13)
onde
Pl o= __lfll_ P = Elfll:fé . P! = félflfll {5.14)
1-2|p, | "o1-2ey "o-2)py|
Além disso,
abc = A't A= (1-2|E1{)A {5.15)

Consequentemente, o efeito da perturbagido & substitu-
ir uma "era de Kasner" por outra, tal que a potéencia negativa

de t & transferida da diregdo ¢ para a diregdo m : se original-

(*)Note—se que mo limite T+ - os valores assintoticos de O Br. Y7 poden
ser obtidos sem o conhecimento da solugao completa das equagoes (5.8).De
fato, a primeira dessas equagdes tem a forma correspondente ap movimento
unidimensional de uma "particula” no campo de uma parede potencial expo-
nencial (¢ faz ¢ papel da coordenada). Usando eata analogia, podemos di-
zer que a solugao de Kasner inicial corresponde a um movimento livre com
a velocidade constsnte a - API. A particula @ refletida pala parede e
se move com velocidade o = -A?l. Ja que, de acordo com as equagoes(5.8),
aT+Bt = const e o +Y = coust, encontramos que BT e Y, &agumem o3 valo-

res Bt = ﬁ(Pz+2P1). Yo = A(Rq+2p,). .
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mente P, € negativo, ent3o na nova solucdo teremos Pp < 0. Dy -
rante a transiacio a fungdo a(t) atinge um miximo e b(t) um mi-
nimo. Portanto, a quantidade b que anterformente decresc1a..agg
ra cresce; a quantidade o decresce e a quantidade c(t) continua
sendo uma fungdo decrescente. A perturbacio 12e4° que anterior-
mente crescia nas equacdes (5.8), fica amortecida e, eventual-
mente, se anula. Como resultado de uma posterior evolucdo, oS
termos de perturbacido, nas equagdes (5.5), que contém uz { em
vez de 12) crescem, o que leva a uma nova substituigdo de uma
era de Kasner por outra, etc.

As regras que governam as alternancias da poténcia
negativa do tempo de uma direcdo para outra, podem ser conveni-

entemente expressas por meio da parametrizacio (4.5): se

Pz = Pl(u) Pm = Pz(u) Pn = Ps(u}

entdo,

X pi - pz(u-]) pa = P](u-I) Pﬁ = Ps(u-l) {5.16)

A maior das duas poténcias posftivas permanece positiva.

Este processo, onde uma era de Kasner @ substituida
por outra, com a substituigio dos expoentes Pz' Pm’ Pn’ defini-
da pela regra (5.16), di uma indicagio da natureza real da evo-
lugdo da métrica na vizinhanga de um ponto s1ngu1ar(*).

As mudancas sucessivas (5.16), acompanhadas pela al -

ternincia da poténcia negativa entre as direcbes £ e m, conti-

* | .
( )A regra (5.16) de troca dae eras de Kasner foi descoberta pelos autores
e 1962. 0 modelo homogéneo do tipo IX de Bianchi foi introduzido em co

nexao com isso, em srtigo de Belinsky com um do mosso Grupo nh7j.
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nuam enquanto a parte inteira do valor inicial de u ndo forexau
rido, isto &, até que u fique menor que um. Quando u fica menor
que um, entdo, de acordo com (4.6), o valor u < 1 se transfor-
ma em u > 1; nesta ocasidoc ou o expoente Py ou P sao negativos
e Py fica sendo o menor dos dois numeros positivos (Pn=P2). A
proxima sequéncia de mudangas alternard a poténcia negativa en-
tre as diregles n e R ou n e m, Para um valor inicial {irracie-
nal) arbitririo de u, as mudangas (5.16) se repetem indefinida-
mente,

E claro que para uma solugdo exata os expoentes P
Pm e Pn perdem seu sentido literdrio., Devido ao resultante "es-
magamento" (mesmo que seja pequeno) destes numeros (e, portanto
também do parametro u), nio faz sentido considerar qualquer va-
lor bem definido de u (por exemplo, valor racional). Portanto,
somente as conclusdes que se referem aos valores gerais {irra -
cionais) de u tém verdadeiro significado. |

Consequentemente, a evolucdo do nesso modelo em dire-
¢do de um ponto singular consiste de séries sucessivas de osci-
lagdes nas quais distancias em dois eixos oscilam e no terceiro
eixo decresce monotonicamente; o volume decresce de acordo com
uma lei proxima a ~ t. Na transicdo de uma serie para outra, os
eixos nos gquais as distancias decrescem monotonicamente sdo tro
cados entre si, A ordem na qual os pares de eixos 530 trocados
adquire assintoticamente um caradter estocdstico.

A cada (s-€sima) s&@rie de oscilagdes corresponde uma
sequéncia decrescente de valores do pﬁrimetro U, que comega em
um certo numero maximo u(§J e continua por valores uééi -1,

max'

U£§3 -2, ..., ate o menor valor u;:g < 1. Denotamos
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uls) - x3) , ylE) - k(84 x(8) (5.17)

isto &, K(s) = [Uégij . Ds colchetes significam a parte intef-
ra do numero. 0 inteire K(s} determina o comprimento da série ,
medida como o numero de eras de Kasner que contém — em completa

distingao de sua duragdo no tempo. Para a proxima série:

4is+1) . _1 {s+1) _ 1
ol ey X [IT?i] (5.18)

A ordena¢do das séries de diferentes comprimentes também adqui-
re assintoticamente um carater estocastico.

Em relacdo 3 duracio no tempo, as séries  sucessivas
se condensam na diregdo t=0. Mas uma varidvel natural para a
descricao desta evolugdo parece ser, em vez do tempo universal
t, seu logarTtme, Znt. Entdo a aproximagadoc para o ponto singu -
lar se "estica" para -=.

De acordo com as regras (5.12} uma das funcgdes a, b,
c..etinge um maximo quando uma das eras de Kasner substitut uma

outra. Este maximo & dado por

a8z, =V 281P (u)] | (5.19)

max

{supde-se que este valor seja graﬁde se comparado a bo, co); ]
valor de u em {5.19) corresponde a era precedente. Portanto, 2
fdcil concluir que a attura dos maximos sucessivos pertencentes
a2 uma sé&rie decresce. De fato, na proxima era de Kasner o para-
metro y assume o valor u' = u-1, e a constante A & substituida,
de acorde com (5.15), por A' = (1-2|P,(u)l). Portanto, 2 ra -

z3o entre dois maximos sucessivos & dada por
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ate.  [Pa{u-1) T2
,:;: '-'1‘,1(,,, (_1-.z|P,{u)!)} |
e, finalmente,
a'- ’ '
a:;: A LA {5..20)

Esta analise dos modos os;ilatarios de aproximagZo 3
singularidade em modelos homogéneos ainda estd incompleta nc se
guinte aspecto.

A métrica em qualquer espaco homogeneo pode ser rebrg

sentada de uma forma bem geral como

b . .

ae? < v, (t) (el dax%)(ep ax®) (5.21)
onde &' = e, el = m, ¢3 = n sio os trés vetores de base que sdo
fungdes definidas (para cada tipo de Bianchi} das coordenadas
espaciais; os coeficientes v,y sio fungdes do tempo {os Tndi -

3 in

. ¢es gregos o, 8 enumerando as trés coordenadas x', xz, X
dices latinos a, b, denotando os vetores de base o', ez.-e3).fg

quanto isso, a métrica da forma

.« (2 n, g+ b m m, + cZ n, ngy) (5.22)

de

que usamos na discussdo precedente, corresponde somente a um
caso particular de uma matriz diagonal Yap €O OS elementos
Y}l = az. Yop = bz.'y33 = ¢, uma redugdo artificial, como es-
ta, do nimero de fungdes desconhecidas ndo levou a nenhuma con-
tradigio devido &s componentes ndo diagonais do tensor de Ricei

Pg se anularem identicamente como resultado da simetria especi-
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fica dos modelos tipos VYIII e IX; assim, o resto das equagoes
de Einstein (para o campo np_viguo) constitui um sistema auto -
-consistente. No entanto a restrigido da métrica pela condicgdo
de uma matriz diagonal Yab leva ao desaparecimento de certas
propriedades que s3do inerentes ao caso mais gerﬁl.

Em particular, esta deficiéncia da métrica {5.23) se
manifesta quando se tenta introduzir matéria no modelo. No con-
texto deste caso “"diagonal® a matéria deveria estar em repouso
em relacao ao sistema de referéncia (isto &, o referencial te -
fia de ser nio somente s¥ncrono, mas também co-movente}(*}. Na
verdade, umz velocidade nao-nula para a matéria fmplicaria no
aparecimento de componentes nao-nuylas TE do tensor energia-mo-
mento, enquanto que as componentes Rg do tensor de Ricci se any
lam identicamente, devido 3 maior simetria do caso diagonal, As
sim, a necessidade da métrica ndo diagonal (em v,,} (5.22) sur-
ge tdv logo introduzimos a matéria no tensor energia-momento.

Esta questdo 2 investigada em artigo de V.A. Belins -
k1i ¢om os presentes autores [13] . Mencionaremos somente al -
guns resultados finais da investigagdo {para o modelo homoganeo
do tipo IX) a fim de dar um eshogo geral da situagao.

A péopriedade basica do modelo, is;o &, o modo oscila
torio de evolugdo com a troca das eras de Kasner de acordo com
as regras (5.16), se mantém para o caso "ndo diagonal" mais ge-

ral. Porém, uma outra propriedade do caso “diagonal* desapare -

" g
( )A lei de evolugao da denpidade de energia da materia (em cada uma das
eras de Kasner) poderia ser encontrada para este caso fazendo u“-o. u%=1

-1/3

nas relagoes (4.27): ¢ v (abe) A t. Esta lei néo corresponde i formu

la (4.29) e nac tem qualquer significado geral.
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ce: os vetores (independentes do tempo) constantes g, m, n, hdo
coincidem mais com os “eixos de Kasner* em cujas diregdes as dis
tancias variam com o tempo, de acordo com a lei de poténcia com
expoentes P], Pz. Pa. No caso geral, as diregoes dos eixos de
Kasner f,, my, ny, sdo diferentes da base constante £, m, n, @
a troca das eras de Kasner se faz acompanhar por uma rotagio dos
eixos de Kasner.

Em cada era de Kasner a m@trica espacial pode ser es-
crita como

dlz

2. 2 2 o, B
= (a ukulka + b Pealkg * € nku“ks) dx“dx {5.23})
com seys proprios Lis My 7y Sejam, em ums destas eras, P, =
= Py{u}, P = Pz(u). P, = P3(u) e vamos supor que az >> bl e
32 »> cz (veremos no §7 que estas condigdes podem certamente
ser cumpridas no limite assintdtico da vizinhanga da singulari-
dade, quando as amplitudes das 05c1la¢6es_cresceM'rapidamente).
Acontece gue ao passar para a proxima era (da mesma série), o
eixo ik fica na mesma direcdo e os novos eixos mi e "i perma-
necem respectivamente nos planos zk‘”k.e zk‘"k' 0s anguloes 96 e
6, entre os eixos mi e ni e a diregdo de Ly = ti estao rela-

cionados aos wesmos angulos O © ] para a diregdo inicial de

n
m, & n, pelas equacoes
'S O 2u-1 t9 8 _ u-2 (5.24)
tg B Zu+1 tg 6, u+z -

Isto implica em.{6,/8,] <V, |6,/8,] < 1, isto &, com o passar

sucessive de eras de Kasner, os eixos de Kasner se aproximam .
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Um efeito anilogo acompanha a transgicdo de uma série de oscila-
¢oes para outra.

0 modelo homogéneo com a rotagado dos efxos requer a
presenga de mat@ria em movimento. As leis de varfaciio da densi-
dade ¢ da velocidade desta matéria com o tempo (durante cada uma
das eras de Kasner) sao dadas pelas formulas (4.28-29), que tém

{como vimos: no §4) um cardter geral para um regime de Kasner.
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6. 0 CASO DE PEQUENAS 0SCILAGOES

Numa sequéncia inftnita dos numeros u, construida de
acordo com as regras {5.17-18}, sempre havera pequenos valores
arbitrarios (mas-nunca nulos) de X(s) e, com eles, grandes com-

(s+1)

primentos arbitrarios K . 0s expoentes de Kasner correspon-

dentes a grandes valores do parametro u sio

0s dois primeiros expoentes s3o proximos de zero, portanto, tam
bem proximes entre si, e portanto também a depeﬁdéncia temporal
das duas “"perturbagdes™ (duas em trés) (isto e, termos no lado
direito de (5.5) que contém X, u e v} saoc semelhantes. Se oS
valores absolutos deste§ termos s3o proximos entre si {por cau-
sa das condigdes iniciais) no infcio de uma longa série ne ins-
tante em que uma era de Kasmer substitui outra, eles permanecem
proximes durante a maior parte da duragdo de toda a série. Nes-
te caso, que chamaremos de caso de pequenas oscilagdes, & insu-
ficiente considerar somente um tipo de perturbagdo. E entac ne-
cessario levar em.éonta simultaneamente o efeito de duas “"per -
turbagdes”. Isto serd feito aqui para modelos homogéneos sem ma
téria, isto &, no contexto do caso "dfagonal” com diregdes fi-
xas dos eixos de Kasner(*}.

vamos considerar uma longa série de oscilagbes duran-
te a qual duas de tres fungdes a;b,c {digamos 2 e b} oscjlam ,

tal que seus valores absolutos se mantem proximos e a terceira

* . - _ -
( )Um caso mais geral de pequenas oscilagoes no modelo homogéneo com eixos
ex totagio (na presenga de matéria) & considerado na referéncia C13].
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funbio (<) deéresce honotonicamente. Ja que a fungao ¢ decresce
rapidamente,-vﬁmosi{nvéstigﬁr a solugao das equagdes na- regido
onde c pode ser desprezada em comparacao com a e b. Primeiramen
te, discut1remos o modelo. tipo Ix, colocando entio. 1 = = v =1
(estes resu1tados foram encontrados na referencia [12] ).
. Desprezando a fungao c, podemos escrever as duas pri-
meiras equaqogs (5.5) sob a forma

Gppt B =0 o (6.1)

‘ 48 _ 4o

¢y - B = -8 | {6.2)

"¢ como a terceira tomamos a equagio (5.7) sob a forma
+ % (2% - ¢28)2 (6.3)

Escreveremos a solugdo da equagdo (6.1) como

2 aoz ( ) )
a+ B = T - T + £n a
. Eo 0 0

onde a5, £, sdo constantes positivas e 1, & o limite superior
‘do T da seérie. Além disso, & conveniente introduzir a nova vari

‘dvel (em vez de t) por

2 L 2
£ = £y exp {—o (r- ‘o)} (6.4)

Entdo encontramos

@+ Bl 2L (6.5)
%o

Intrbdqzindo a notagdio X = a-8, transformamos as equagdes (6.2)
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e (6.3) para as formas

xﬁE + % Xg * % s:.enh 2y .= 0 (6.6)
Ye =-gx+§ 2%+ cosh 2x - 1) (6.7)

Quando 1 decresce de Tg para -=, E decresce de Ep P2
ra 0. As peguenas oscilagdes com a e b proximos {isto &, peque-
no x) sao obtidas quando 50 € muito grande. De fato, para gran-
des valores de £, até primeira ordem em 1/£, 2 solugdo da equa
¢3o (6.6) para grande £ tem a seguinte forma:

2A . .

X = a-B = == sen (E-£,) {6.8)

7E 0 |

onde A & uma constante; x € pequeno por causa do fator 1//E {con
sequentemente, podemos escrever nas equagoes {6.7) senh 2X «

= ZX)(*). Segue-se da equagdo (6.7) que
Ye * % (xg + x%) = a2 y = A% (£-£5) + const

Expressando a e B a partir das relacoes (6.5) e (6.8), e expan-
dindo e%, es de acordo com as aproximacdes mencionadas acima ,

finalmente obtemos(**}

* : - . -
{ }A constante no argumento do seno nao ¢ necessarismente identica a Eo
que aparece em (6.4-5); no entanto, eacolhendo—as iguais ndo alteramos

a naturetsa da golugido.

&

( )Um cdlculo mais acurado fornece um termo logaritmico que varia lenta -
mente no argumente do seno e um fator multiplicativo em c(£) (veja o
apéndice B da referéncia [ 14 [).
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a) A |
bj; = 3, /}:‘E + _fE sen {E-E;o)] (6.9)

¢ = cqexp [Enz(ao-gi] (6.10)

Integrando a expressio dt = abcdt chtemos a seguinte relagio 2n

tre £ e t:

£ e [- A%tee-e)] (6.11)
A constante o {oc valor de c em £=EO) deve satisfazer 2 desi -~
gualdade Cg << 2g-

Vamos discutir agora a regido £ << 1. 05 principais

termos na solugao da equacdo (6.6) sdo dados por:

X = a-R = x &n £ + const

onde « & a constante que satisfaz a -1 < k < 1, Esta condigao

garante que ¢ Ultinc termo a2m (6.6} & pequeno [senZX contém £2x

e E'zx). Expressando a, B ¢ ¢, usando a equagdo acima, obtemos

NS 2 V2 | B3 12 S E-(l-x2)14 . E(3+x2)!4
(6.12)

Esta & novamente uma solugdo de Kasner, onde a potancia negati-

va de t corresponde a c{t){*).

(*)Substituindo, na equagio (6.6}, senh2X por 2X e resolvendo esta equagao
para todos os £ , obtemos
X =) Jo(E) + ¢, K (E)
onde JO‘ Ho sao as fungGes de Bessel de primeiro e segundo tipos. Egta so-
lugao representa uma interpolagac entre dois casos limites e nos permite es
timar, em termog de ordem de gramdeza, a relagib entre ¢§ parametros cons -
tantes que apatecem em {6.9) e (6.12).
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Qualitativamente, estes resultados levam novamente ao
mesmo tipo de evolugdo do modelo como descrito no §5. Durante
um grande intervalo de tempo {correspondendo a grandes vilores
decrescentes de £) as fungdes a e b fazem pequenas qscilagﬁes,
ficando proximas entre si [ {a-b)/a < 1/E], e seus valores mé-
dios decrescem lentamente {~ /E). 0 periodo de'oscilacﬁes em re
lagao a varidvel E & constante (AE = 2m), o que significa que o
periodo de oscilagdes também & constante em relagcdo ao tempo lg
garitmico: A £n t - 21A2. A terceira fungio decresce monotonica
mente, aproximadamente de acordo com a lei ¢ = cot/to.

Tal evolugao 56 pode durar enquanto £ for grande com-
parado com a unidade. Quando £ A~ 1, as formulas (6.9) e (6.10)}
deixam de ser validas. A duragao desta evolugao corresponde ao

intervalo de -tempo de to a t1. que estd relacionado com 50 por

AZgy = en (tg/ty) {6.13)

A relagido entre £ e t neste perfodo & dada por

) 6.14
T WG (61%)

Segue-se da equagdoc (6.12) que apds este perfodo, 2

fungdo decrescente come¢a a crescer € as fungoes a e b decres -

cem. Esta era de Xasner termina guando o termo czfazbz,nas equa

2

cBes (5.1), se tornam compardveis a t % e & entio  substituido

por um novo periodo de oscilagoes,

e~ (gg/8) (6.15)

Conforme £ varia de g @ £~ 1, a densidade cresce de EUZ.
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Salientamos que, embora a fumgao c¢(t) tenha aproxima-
damente a forma c ~ t, a métrica (6.9-10} n2o coincide com a
maétrica de Kasner caracterizada pelos expoentes (0,0,1). Esta
G1tima corresponde aqui a solugdo exata compativel com as equa
¢oes (5.5) e {5.6) (obtidas por A. Taub), na qual

2 P cosh(291+6]} 2 2p

a” = b =y ———— ¢ = (6.16)
4 cosh (PT+52) : cos ™%

onde P, 8y, 85 s3o constantes. Substituindo t = ePT, obtemos,

na regiido limite de grandes valores negativos de t: as=b=const e

¢ = t const. WNesta mBtrica a singularidade em t = 0 ndo & fisi
ca.

Yamos investigar os modelos tipo VIII [15_] Colocamos
agora A = -1, u =2 v = 1, nas equagdes (5.5-7). Se a funcdo que
decresce monotonicamente & a, entao nada muda na discussae aci-
ma: desprezando az nos lados direitos das equagdes {5.5-7}, ob-
temos novamente as equagdes (6.6) e {6.7) (com a correspondente
mudanga na notagao). Contudo, se nem b nem ¢ decrescem monotoni
camente, entdo sao necessarias algumas modificagdes. Seja ¢ &
fungao monotonicamenté decrescente.

Com a mesma notacdo obtemos novamente a equacao (6.6)
e da7 também as expressoes (6.9) para as funcbes a{f) e b{E) .

A equagdo (6.7) & substituida por

1 2
et % (2X;" + cosh 2X + 1) (6.17)

Para grandes £ o termo principal tem agora a forma

1,2, 2
Y£=§2 y =g (£7-E57)
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e, portanto,

E-teem {- § 2eh) (6.18)
A dependéncia temporal da fungdo ¢ & novamente dada por c =

= cot/to, mas a dependéncia temporal de £ fica modificada. A du

ragio da série de oscilagoes est2 relacionada com 50 por

g = BT E/ET (6.19)

Por ocutro Tado, a quantidade Ep define o numero de oscilagoes
das fungdes a e b durante a serfe {iqual a EOIZn}. Para uma da-
da duragio da serfe (em relagio ao tempo logarTtmico, isto & ,
para um dado valer da razio to/t1)s 0 nimero de oscilagbes no
modelo tipo VIII €, em geral, menor que no modelo tipo IX. 0 pe
riodc de oscilagdes @ agora dado por 4 &n t = wE/2; em contras-
te com o modelo tipo 1X, o perTode de oscilacdes nido fica mais

constante, mas decresce lentamente junto com a quantidade k.
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7. EVOLUGXO DO MODELO NA REGIAC ASSINTOTICA DE TENPOS ARBITRA -
RIANENTE PEQUEROS

A sarie de pequenas oscilagoes discutida no §6 viola
a evolucao "regular” definida pelas regras estabelecidas ne
55: este fato dificulta a investigacio da evolucio durante gran
des perfodos de tempo, incluindo muitas séries. Todavia, pode -
-se mostrar que na regiio assintotica de tempos lrbitraria-epte
pequenos, suficlientemente afastada do instante infcial de tempo
quando condic¢oes inicliais arbitrarfas sio impostas, tal compor-
tamento “"anomaloe® na evolugido do nodeio para um ponto singular
nio ocorre. Mesmo para series longas, nos instantes em que uma
era de Kasner substitui outra, as duas fungoes oscilantes  sio
tio diferentes que a substituigao de fato de uma era por outra
@ causads somente por um tipo de perturbagdo. Aqui e nas se -
coes seguintes, faremos uma anilise estatTstica da evolugio dos
modelos nesta regldo assintotica. Esta andlise se apliea a am-
bos os modelos, tipos YIIl e 1X.(*}

Em cada era de Kasner temos abc = At, isto @, arBey =
= fn A + tn t. Como resultado da transigdo de uma era de Kasner
para outra, a constante A varia de uma quantidade da ordem de 1
{veja (5.5)). Na regiio assintdtica quando | Zat] € arbitraria-
mente grande, podemos desprezar nao somente tals variacgoes mas
também a constante £Zn A. Em outras palavras, neste limite des -
prezamos todas as quantidades cujas razdes em relagio a |2 t|

tendem a zero quande t + 0. Encontramos entdo

*
{ )01 conteudos dos §7 e §8 se baseiam em arcigo de I. M. Fifshitz com os
presentes autores [ 16] .
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a+ B+y=n (7.1)

onde § denota o "tempo logaritmico™:

0=-ént (7.2)

Nesta apréximacio, a troca de duas eras & 1nsfantine&
Podemos também desprezar a constante % £n (2|P]!A) no lado di
réito da condigao (5.19}, que'défine 0 instante'em que uma era
substitui uma outra, isto &, podemos substituir (5.19) peia con
digdo. a = 0 (ou pflas condigGes B = 0 ou y = 0, se os expoentes
negntiios jniciais correspondem ou 3 fungde b, ou a fun -
cdo c){*). Entdo, Supomos que '

g - =0 » Blﬂix'o » Yoz, = 0 {(7.3)

tal que as quantidades a, B8, ¥y, assumem s0 valores negativos re
lacionados entre si em cada instante de tempo pela relagao (7.1).

Supondo a troca instantinea de duas eras, estamos des
prezando as "larguras® das regides de transicdo em  comparagdo
com as duracgtes des eras; de fato, como mostraremos mais tarde,
isto se justifica. Mas a condigao (5.19) pode ser substituida
pela condigdo (7.3), contanto que a quantidade Ln(iP][A} seja
pequena se comparada as amplitudes de oscilagao das fungdes a,
8, y, correspondentes. No entanto, como j3 observamos no §6, du
rante a transicdo de uma sérfe para outra podem ocorrer valo -
res muito pequenosde[P]I. Seus valores absolutos @ as probabili

dades de suas ocorréncias ndo estio relacionadas a  amplitude

{(*)Isto significa que tambeém desprezames o decréscimo gradual (definide por

(5.20)) nos maximos das fungoes oscilantes que ocorrem durante a série.
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das oscilacoes alcangadas até esse instante. Portanto, em prin-
cipio, ]P]] pode ficar tdo pequenc que a condigao acima nio se-
Jja satisfeita. Um decréscimo tido grande em Ungx POde ocorrer em
situagdes especiais quando o acoplamento de duas eras de Kasner
definidas pela regra (5.16) se torna incorreta (fsto inclui a
situagdo discutida no §6}(*). Tais situagoes “"perigosas” invali
dariam os argumentos usados na analise estatistica fefta no §8.
Contudo, como j& mencionamos, a probabilidade de tais casos ten
de assintoticamente a zero. Discutiremos novamente este proble-
ma no final do §8.

Vamos considerar uma série que contenha K eras de Kas

ner, que correspondam aos seguintes valores do parametro :

Uy = K+ X=1-n no=0,1,...,K1 (7.4)

Além dirto, sejam o e B as fungbes oscilantes nesta série (veja
5 (**)
a figura 2 na referencia [127])
Vamos denotar o infcio de uma era caracterizada pelo
paridmetro u, por nn. Em cada um destes instantes Q, uma das quan
tidades o cu B se anula e a outra atinge um mInime. ODenotare -

mos estes valores minimos de ¢ ou B por

a, = - 8, 8 (7.5)

*
{ Jesta questao foi diecutida tembem por Doroshkovitch e Novokov [17] .

(

**JA definigio dos limites de uma série de acordo com (7.4) # natural no
sentido de que inclui todas as eras nas quais a terceira fumgac  y(t)
decresce monotonicamente, Se c¢lassificasgemos a série em relagao i se—
quencia de valores de u decrescentes de K+X a 1+X, a fungdo y(t) de-
cresceria monotonicamente tambem na primeira era da proxima série.
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{sem distinguir entre a e g ). As quantidades 6“ que medem oS
minimes em unidades de Q variam entre 0 e 1. A fungdo vy decres
ce monotonfcamente durante uma dada série de oscilagies. Segue

-se da equagdo (7.1) que seu valor no finstante 0 &

¥, * - 8 (1-6,) o (7.6)

Durante a era que se& infcia no instante ﬂn e termi-
na no nn+1. uma das fungbes «a, g cresce de -sﬂﬂn a 0, e a

outra decresce de 0 a -4 de acordo com as leis l{nea -

n+lnn+1'
res )

const + [Py u )8 e const -.Pz{uﬁ)n

Isto nos fornece a seguinte férmula de recorréncia:

l+url : !+uo :
n+lnn+1 = i 6nﬂn = —i;— 6090 (7.7}

8

De modo analego, a duragdo logarTtmica de uma era & dada por:

flu,} . flu, ) (e ) N (7.8)

4 n

= B8 =% bnfln * ¥

n+) n _ -1

onde, por simplificagide, denotames f(u) = 1+u+uz. Para a dura -

cao tota® de n eras obtemos

N flu,
2,2y = -Ei.(,,-n + f—::'_'T'ﬂ__]‘o“o (7.9)

Da equagio (7.7) obtemos que |an+1|'> |un|. ou seja,
as amplitudes das oscilagies das fungdes « e B crescem durante

~a série (embora os coeficientes é, possam ser pequenos). Se o
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valor-&o minimoe no inTcio de uma sé&rie & grande, o¢ valores des
minimos subsequentes nio podem ser pequenos, isto &, a diferen-
¢a [a-B|, nos instantes em que uma era de Kasner substitui ou -
tra, permanece grande, Frisamos que esta assercdo & independen-
te do comprimento da serie ¥ e, portanto, megﬁo no c;éo de s@-
ries longas a troca de duas eras & governada pela regra (5.16),

A amplitude da Ultima oscilagdo da fungio a ou B em
uma dada série est3 relacionada d amplitude da primeira osciia-
gao pela formula IuK_1| = IGO|(K4XJI(1+X)- Ja para comprimen-
_tos K da ordem de varias unidades. podemos desprezar X compara-
' db com K, e portanto, o acréscino-na amplitude das oscilagoes
das fungdes a ¢ £ € proporcional ao comprimento da sé&rie. Para
as fungdes a = e® e b = gB isto significa que se a amplitude das
oscilagdes no 1n#c10 de uma serie @ Ro. entao no final desta s@é
rie a amplitude & ﬁoKl(l-X).

Durante uma seérie as duracbes {em relacdo ao tempo 1o
garitmico) de eras sucessivas tamb&m crescem. Das equacgdes{7.8)

temos que A _, > an(*). A duragdio total de uma sérfe @
o = K(Kexs ) |
06-00 = Q- K(K+X+ Y)GOQO {7.30)
{0 termo que contém 1/X vem da Ultima era (a K-&@sima)} cuja du-

racdo & longa para pequenos X; veja a figura 2 da referéncia_

07]). 0 instante f, no qual a K-&sima era de uma dada série

w - - .

{ )Podenos ver que estas duragoes das eras de Kasner sac longas comparadas
W8 dursgGes-dae regides de transigio entre duss eras. Da equagao (5.12)
tirsmos que as duragoes das regices de transigao sdc grandes quande
|P1| € pequeno, iste &, quando u & grande, e sao da ordem de lf[Pli'bu.
Yo entanto, mesmo neste caso, & ~u la | > u.
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termina representa,ao mesmo tempo,o comego da proxima sErie.aé.

Na primeira era de Kasner da nova série de oscilagdes
a fungldie Y cresce a partir de seu valor minimo Yg ® -RK{I-GK) s
alcangado na era precedente. Este valor representa a amplitude

inicial 6696 de uma nova sequéncia de osciligdes. € dado por

2

8§50) = (3% + K+ KX - 1)840 (7.11)

Claramente 6696 > 6090. Mesmo para um comprimento comparativa -
mente curto K, a amplitude cresce consideravelmente: a amplitu-
de inicial de oscilagGes da fungzo c=e & Rg ~ AOKZ ( deixamos
de Tado os casos "perigosos® de um limite superior muito baixo
das oscilagdes, mencionado anteriormente).

Da equaglo (4.29) se segue que a densidade de matéria

cresce nas primeiras {K-1) eras,de acordo com a formula

£
n+l _
h g— =2 E - Pa(“n):[ﬁn-ﬂ

Para a iltima (K-8sima) era de uma dada série deve-se notar que
para u = X < 1, Pz(x} {em vez de Pa(x)] & o majior expoente. Le
vando isto em conta encontramos que a densidade de mat&ria cres
ce durante toda a sé@rie de oscilagoes de acordo com a formula

Zn X. £n
E

. 5o~ 2K 1400800 (7.12)

Mesmo para valores nao muito grandes de K encontramos zé/eomﬁg&

Na proxima série (de comprimento K') a densidade cresce ainda

mais rapidamente, j2 que & amplitude inicial A6 também cresce:
2

ZK5K!

eg/Eg ™ ﬁbzk' v Ag . etc. Estas formulas demonstram o rapi-

do crescimento na densidade de matéria. -
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8. ANALISE ESTATISTICA DA EVOLUGAO DO MODELO NA VIZINHANGA DA
SINGULARIDADE N

A sequéncia dos comprimentos K(s) das séries sucessi-
vas de oscilagdes (medidas pelo nimero de eras de Kasner que con
tem) adquire assintoticamente um cardter estoc3dstico. A fonte
deste comportamento aleatdoric @ & regra (5.17-18), que define
as transigdes de uma série de oscilagdes para outra na sequén -
cia infinita de valores do parametro u.

Esta regra significa que se a tendencia comega pelonu
mero x(°)+x(°}, entdo os comprimentos K(1).K(2),.... 530 05 nd
meros.que aparecem na expansao de X(o) em fracio contVnua infi-

nita

PLL S [CAY

Portanto, na investigagdo da nossa sequéncia podemos usar resul
tados bem conhecidos da teoria de fragoes cont?nuas(*}.

Passando para a descricao probabi1¥stica, vamos consi

*
( )Cono ja observamos mo §5, estamos interessados somente nas propriedades
(0}
< 1.

£

de uma sequéncia que corresponda a um nimero irracional geral K
Portanto, mdc e necessario considerar o caso de nimercs raciomais
(para o3 quais a expansao em fragec continua & finita). Propriedades es
peciais das fragoes continuas periddicas também nac sac de interesse
(tais fragoes representam nimercs quadraticos irracionais, isto &, o8
nimeros que sac raizes de equagdes quadriaticas com coeficientes iotei -
roe). Notamos que negteg dois casos os valores absolutos de todos o8

1 ,K(z),. .+) sao limitados.Esta pro

elementos da expangao (os nimeros K
priedade & excepcional; o conjunto de todoz os nimeros X(O) < 1 com es—

ta propriedade & de medids zero no intervale (0,1}.
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derar, em vezr de um valor bem definide x(nl. uma distribuigdo
de probabilidade uotx) de x = x no intervalo (0,1). Entao
tambem os numeros x(s) que definem o fim de cada serie sio dis-
tribufdos com alguma probabilidade. Seja us(x)dx a probabitida-
de de que o Ultimo termo da s-2sima serie, x(x) . x, fique no
fntervalo dx, Mostraremos que com s crescente estas distribui -
coes tendem a uma certa distribuigio de probabilidade estacioni
ria {independente de s) w{x), na qual as condigoes intciafs fi-
cam completamente "esquecidas”®

0 Gitimo termo da (s+1)-&sima série pode ser gerado

(s*ll} = x4k, onde k = ].2.

pelos termos iniciats (desta série) vy
.+ eles correspondem acs numeros x(’) a 1/{k+x} da s&rie pre-
cedente. Isto permite que se derive a seguinte farmula que ex -

pressa a distribuigio de probabilidade us+1{x} em  termos de

us{x):
T 1 1
Wy (x)dx = kgl e lpax) |‘ FTil
ou
Wy () = I (——)z s (r"} (8.2)

Se, com s crescente, a distribuicao us{x] tende a uma
distribuic¢ao estaciondria w(x) {independente de s), entio w(x)

satisfaz a seguinte equagdo:

1 I
w = ' 8.3

Esta equacdio tem a solugido
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1

wi{x} s —————
{1+x) €n 2

(8.4)

{normalizada a unidade){*). Isto pode ser facilmente verifica-
do substituindo-~se esta fun¢do na equacdo (8.3). A soma no lado

direito de (8.3) fica entio

k§1m1’7'k§1 s T BT

Podemos ter alguma idéia sobre a taxa com que a dis -
tribui¢io estacionaria {8.4) se estabelece considerando-se o se
guinte exemplo. Sejam o5 valores iniciais de x(o) distribuidos
em um intervalo estreito 61(0}. Da equacgdo (8.2) (ou diretamen-
te da expansdo (8.1)) temos que as larguras das distribufgoes

ws(x} {em torno de outros numeros especificados) sio dados por:

(8 o M2 @22 () (0 (8.5)

(esta expressao & valida contanto que Gx(s) << 1).
Conhecendo-se w({x), podemos encontrar a probabilidade
W(k) para uma s&rie ter um comprimento k. 0 Ultimo termo da s@-
rie precedente deve ficar no intervalo entre 1f(k+1) e 1/k para
que o comprimento da s-&sima série seja k. Portanto, a probabi-

lidade da série ser de comprimento k & dada por

1/%
W (k) = J w,_q(x)dx (8.6)
1/ (k+1)

*}

Este regultado jd era conhecido por Gauss.
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No limite quande as fungtes ws(x) deixam de ser dependentes de
s, a distribuigdo de probabilidade estacionaria para o compri -

mento -k da série & obtido inserindo (8.4) em (8.6):

2
W(K) = iy 2n {-'(‘%37 (8.7)

As formulas (8.4) e (B.7) constituem a base para a in
vestigagio das propriedades estatisticas da evelucao do modelo.
A complicagao que surge nesta anilise @ devida a um

Tento decréscimo da fung8o de distribuicdo (8.7) para grandes k:

W(k) = 1/k% 2n 2 (8.8)

0 valor médio, k, calculado usando esta distribuicao, diverge
logaritmicamente. Um corte na sequencia em valoﬁes muito gran -
des mas finitos de ¥ darfa X ~ £n ¥. Todavia, o significado de
tal valor médic &,neste caso,muite restrito por causa de sua
instabilidade; como a fungaoc W(k) cai muito devagar, as flutua-
¢oes em k divergem ainda mais rapidamente que o valor medio K.
Uma propriedade caracteristica mais adequada da sequéncia consi
derada & a probabilidade de que um niimero selecionado aleatoria
mente nesta sequencia pertenga a uma série de comprimento k {on
de k & grande). Esta probabilidade & &n k/&n #. E pequena se
1 << k << ¥. Neste sentido, pode-se dizer que existe uma grande
probabilidade de que um niimero selecionado aleatoriamente na se
quéncia pertenca a uma longa série.

Yamos escrever novamente a formula de recdrrencia que
governa a transicdo de uma série de oscilacdes para outra. 0 in

dice sobrescrito s envmera as sarfes sucessivas {e ndc as eras
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de Kasner em uma s&rie!) comegando de uma série que definimos
como inicial (s=0}; n(s) e s(s) denotam, respectivamente, o 1ni
cio da s-ésima série e a correspondente densidade de matdria.
8.2, e a amplitude inicial de oscilagdes de duas fungoes o, 8,
v {o par de fungdes que oscila nesta série); kst g, compri-
mento da s-ésima s@rie e a quantidade x(OJ define a duracido da

proxima série; k{s+1) . []/x(s%]. Das equagoes {7.10-12) tira-

mos que:
p{s+1}) (), 08) ( (5) , (5] , ) s
_n(?)_=1+a k (k + x +x—(s—y)5e {8.9)
(s41) _ ¢ . (1 + k{S)/x(8)y 4l5)
¢ T OO I C N TM O 819

1
o E:(s: - 2 (k8] 4 x(8) _ qy 4{s)q(s) (8.11)
E

(por conveniéncia futura introduzimos em (B8.9) a quantidade gsL

As quantidades 6(5) {que assumem valores no intervalo
(0,1)) também tem uma distribuigdio estaciondria. E£sta distribui
¢do satisfaz a uma equagio integral que expressa o fato das
quantidades 6(5) e 6(5*]) (relacionadas por (8.10)) terem a mes
ma distribuigdo. Esta equégio integral pode ser rescolvida nume-
ricamente (veja a referéncia[_16 ). Como ndoc hda singularidades
na equagae (8.10}, a distribuigao & completamente estavel e os
valores médios correspondentes de & (ou de suas poténcias) sdo
niumergs finitos bem definidos. Em particular, o valor medico de
§é& §=0,5.

NMosso objetivo & encontrar uma estimativa estatistica
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do nimeroc s de s@ries de oscilagdes que ocorrem durante um gran
de intervalo de tempo 4.
A aplicagio sucessiva da formula (B.9) nos da

s-1

al®2/0(0) < exp (1 gp) ' (8.12)

plo
Contudo, tomar a média diretamente desta equacic nao faz senti-
do, j& que {por causa de uma grande cauda da fungdo W(k)}), o
valor médio da quantidade e"® g instavel, como discutido anteri
ormente., Esta instabilidade pode ser removida tomando-se o loga

ritmo da equagdo (8.12): o intervalo de tempo “log log"

g-1
o = e (a{®)/al0)y . on £ (8.13)

€ representado por uma soma das quantidades EP que tém distri -
buigtes estatisticas estaciondrias. Os valores médios das quan-
tidades £, e de suas potencias (calculados usando as distribui-
¢Ges de x, k e &) sao finitos; um calculo numérico nos dda § =
= 2,1, € = 6.8, '

Tomande a média da equagao {8.13) para um dado s, oh-

temos

T o= 2,0 s (8.14)

que define o intervalo de tempo “"log log" médio duraﬁie o qual
ocorrem s séries sucessivas de oscilages.

A flutuagio média quadradtica desta quantidade @ dada
por

- s=1 - s-1 =2
(T - LT T e TR - T
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Na iiltima igualdade, utilizamos o fato de que, no limite esta -
cionario, a correlagao estatistica entre Ep e Eq depénde somen-
te da diferenga |p-q|. Por causa da formuta de recorréncia que
relaciona x(s). k(s), 0(5) e x(s+1), k(5+1}. 6{5+]), esta cor
relagio de fato ndc se anula. No entanto, decresce rapidamente
com |p-q| crescente e um cilculo numérico mostra que mesmo para
|[p«q]l = 1 ela & apenas EEE?-EZ = -0,4, Restringindo o-soma;ﬁrio

somente aos dois primeiros termos obtemos

——1/2 :
[Ers-?;) ] = 1,4 /% ~ (8.15)

Quando s + =, a flutuacdc relativa (a razio entre a  flutuagio
média quadratica (8.15) e o valor médio (8.74)) tende a zero

“1/2  gm outras palavras, a relagio estatTstica (8.14)

como ~ §
tem um cardter de quase certeza. Naturalmente, esta certeza se

deve a, de acordo com (8.13), t_ peder ser escrito como a soma

s
de um grande nimeroc de termos quase independentes. Isto implica
em que a distribuicdo de todos os valores diferentes T fpara um

dado s) 3 gaussiana:

(15-2.1512}

P(-rs) “ exp {———E—— {8.16) .

Por causa desta certeza, podemos tamhém inverter a re’
tagdo (8.14), ou seja, calcular o nimero medio de séries, ET .

que ocorrem durante um intervale de tempo "log log* 7 :

ET = 0,47 1 {8.17)

A distribuigdo correspondente @ novamente gaussiana mas a quan-.
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tidade aleatdria & agora s  (para um dado 1)1

-0,47 42
(5 ¥ } (8.18)

P{s .} ~ exp {' —r T

Vejamos agora a densidade de matéria. Levando (8.12}

em conta, obtemos de {8.11) a seguinte expressio:

(s+1) s=1
€ - = {s)  {s), (s} 10
Enln -:T;T_ ng + pzo Ep . ng tn[%s (k +X 1)a

A variagdo total na energia apds s séries de oscilagdes & dada

por

Lnkn E(s} = Ln si] exp { E E + 1 } (8.19)
(0] p=0 q=0 ¢ P

A contribuigdo mais importante para esta expressdo vem do {i1ti-

mo termo da soma, que contém o maior expoente. Mantendo somente

este termo e tomando a media da equagdo (8.19), obtemos no lado

direito o termo s, que & idéntico a (8.14).Todos os outros ter

mos na soma (e também os termos np nos expoentéé) Tevam someﬁte

a uma correcic da ordem de 1/s. Assim, obtemos

{s) qls)
ntn £ =1 8.20
H.l'l-;m ﬂ;(‘u')‘ ( )

Por causa da certeza da relagio entre Tg € 5,8 rela-

¢do (8.20) pode ser escrita como

o 1 ontn 51
"oyt T ou Inin =707 * 2,1 s
>
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Estas equagoes determinam o valer da média do "log Tog"™ do
acréscimo na densidade, a média sendo tomada sobre o intervalo
de tempo "log log" t ou sobre o numero de séries s.

Frisamos novamente que as relagoes estatisticas esti-
veis s0 valem para intervalos de tempo “"log log" e incrementos
de densfdade *log log%. Quanto & gquantidades como £n(a(s)/e(0)L
por exemplo, as flutuacﬁes.relativas crescem exponencialmente ,
conforme a regiao sobre a qual se. toma a média cresce, e,portanto a
nogido de média estatistica perde o sentido. _

Falta mostrar que na regido limite assintﬁfica 05 ca
sos "perigosos”™ mencionados no §7 (que violam a evolugao regu -
lar governada pelas equagdes de recorréncia (8.9-11)}) ndo ocor-
rem.

0s casos "perigosos" $3o aqueles onde valores muito pe
quenos dos parametros u = x (e portanto também de |P]| = xJocor
rem no fim de uma série de oscilacoes. Vamos definir o critério

de selegdo destes casos pela desigualdade

x(s) exp !a(s)] <1 (8.21)

onde lu(s)l @ o valor absoluto do minimo inicial das  fungdes
que oscilam na Sfésima série (na verdade a amplitude final se -
ria mai; ipropriada. mas isto sd reforgaria nosso critério}.

A quantidade x{?) na primeira série de oscilagdes &
determinada pelas condigies'iﬁiciais; "Perigosos® sdo os valo-
res no intervalo ax(°) ~ exp{-ugol} e tamb&@m nos 1ntefv31osque
levam a casos “perigosos“:na'prﬁxiha sSrie .Da equacgao (8.7) ve
mos que se o valor inicial x( Y pertence a um certo intervalo

de largura ex(0) o sx{s)/k(]) k(z) k(s) . entio x5} caira



-998-

no intervalo “"perigoso” Gx(s) 5" exp(-lu(s)i). No total,uma fra-
cdo A de todos os valores possiveis de (%) 1evardo a casos “pe

rigosos”; esta fragdo X da unidade infcial & dada por

i} (0) v
A = -
exp(-la*"’1) + szl (

exp (-]al®)
b k(])g;inZ__,l3=)2 (8-22)
(a primeira soma & feita sobre todos os valores de k(1},k(2)...
.,k{5) de 1 a @), E ficil ver que esta expressio converge
para um namero A << 1 cuja ordem de grandeza ji esta determina
da peTo primeiro termo.da expressdo (8.22).

Para provar isto, & suficiente fazer uma majoragao na
qual assumimos que |u{s)| = (s+1)|a(0]] , independentemente
dos comprimentos de k{]),ktz).... {Na verdade, 0s nimeros
!u[s)i crescem consideraveimente mais rapido; mesmo no  caso
mais desfavorivel k(]) = k(Z) = ... =1, |u(s)1 cresce como

gsla(o)!, onde g > 1). Levando em conta que

2 2
T A L At T I

obtemos
(0}, § (2 (©)0y° (0)
A =exp (-a'"’) szo 5 exp {=]a'" )] = exp{-a’"")

Se o valor inicial 1(0) esta fora do intervalo "peri-
goso" X, os casos perigosos ndo podem ocorrer. Se x(O} fica nes
te intervalo, pode ocorrer um caso perigoso, mas depois de aban
donE-lo; o modelo evolui “"regularmente” com um novo valor inici
al de x{o) que pode cair no intervalo "perigoso" 50 acidental -

mente (com probabilidade A). As repetigbes desta situagae podenm
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levar a um caso “"perigoso" somente com as probabilidades 12,13,
...y que convergem assintoticamente a zero. Estas consideragdes

provam nossa assercao anterior.
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9. SoLuplo GERAL CoM uMA SINGULARIDADE TEMPORAL

Nas secdes anteriores descrevemos um novo tipo de sin
gularidade em solugdes cosmoldgicas das equacdes de Einstein |,
que tem uma complexa natureza oscilatoria. ﬁ.descricio desta sp
lugdo foi dada para modelos especiais com espages homogéneos dos
tipos VIII e IX da c¢lassificacio de Bianchi. Todavia, este tipo
de singularidade &, na verdade, inerente 3s solugées (nao-homo-
géneas) gerais.

Esta assergdo ja fica bastante evidente a partir do
raciocinio que nos levou & esta singularidade. A "perda® de uma
das fungBes arbitrdrias na solugdo generalizada de Kasner no §4
fol causada pela imposi¢do de uma condigdo adicional {A=0}, que
era "ndo natural”® no sentido de que nao era uma conseguéncia das
equagdes de Einstein. F o aparecimento de oscilacbes {as substi
tutas das eras de Kasner) durante a evolugdo da métrica na vizi
nhanga da singularidade & devido justamente 3 rejeicao desta con
dicio adicional,

Falta mostrar que todas as propriedades qualitativas
da aproximagdc oscilatdria do ponto singular em modelos homoge-~
neos se mantém no caso (ndo-homogéneo) geral. E necessirio cons
truir expressoes analiticas que descrevam, no caso geral, cada

um dos elementos constitucionais do regime oscilatdrio: as v

oy

rias eras de Kasner e os perJodos de transigao entre cada duas
das eras sucessivas. A resposta 3 primeira questao & dada pela
sclugdo generalizade de Kasner construida no §4. Acentuamos que
se essa solugdo age somente durante um perfodo limitado de tem-
PO, que ndo alcanga t=0 (uma era de Kasner), entdao nio hj

necessidade de impormos a condicio A=0 e a solugdo contém todo
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o conjunto de funcdes arbitririas de coordenadas necessario.
Umwa descricao analTtica da alternancia das eras de
Kasner foi feita em artigo dos presentes autores com Belinskid
18] . Remetemos o leitor a este artigo, indicando aqui somente
os resultados finais, )
Uma anZlise do processo de destruigio da métrica de
Kasner (4.7-8) pelos termos que contém A mostra que, depois de
cortarmos todos os termos despreziveis, ficamos com as seguin -

tes equacoes gerais para as fungoes a(t}), b(t), c(t)

e 2 2
) abc A 3
-R£=ﬂc +T;2:2'0
- j® . {2B)” | 22 2% 0
n abc szcz
LI U113 N 0
n abc - b! 4
[
RO-84.0,8 . ¢ 9.1
“Retatpte - (9.1}

Estas equagdes diferem das equagbes correspondentes para os mo-
delos homogéneos somente pela quantidade A = (frot2)/{% [mn])
nioc ser majs uma constante, mas fungdo das coordenadas espact -
ais. Como, no entanto, (9.1) & um sistema de equagdes diferenci
ais ordinidrias em relacido ao tempo, esta diferen¢a ndo afeta as
solugBes das equagdes nem 3 lei de alternancia dos expoentes de
Kasner {a regra (5.19)) que se segue desta solucdo. Assim, a
lei de alterndncia dos expoentes derivada para os modelos homo-
géneos permanece valida também no caso geral.

Q0 fenomeno de rotagao dos eixos de Kasner durante a

transicio entre as eras de Kasner sucessivas também esta presepn
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te no caso geral, e & possivel derivar formulas gerais que go
vernem este processo. Como no caso de um modelo homogeneo, um
dos efxos de Kasner (o eixo 1.+ que corresponde ao expoente ne-
gativo do tempo} fica em repouso, e os eixos m, e ng epdam nos
planos zk.mk e xk,uk. respectivamente. Acentuamos gue no Caso
(n3o-homogéneo) geral este fendmeno ocorre tanto na presencga
como na auséncia de matéria {enquanto que modelos homogéneos com
rotagdo dos eixos requerem presenga de matéria). Os termos do
tensor energia-momento nas equagdes de Einstein para os modelos
homogéneos sic imitados no caso geral pelos termos que sio devi
dos 3 nio-homogeneidade da métrica espacial.

Foi salientado no §6 que a evolugdo "regular® do mode
Yo homogéneo pode ser violada pela ocorréncia de uma série de
pequenas oscilagdes. Embora a probabilidade de occorréncia de
tats eventos tenda a zero gquando t + 0 (veja o fim do §8) ,
uma constru¢io completa da solugdo geral deve incluir também-es
te caso; esta parte do problema estd resolvida na referéncia
[20] (veja também o §7 da referéncia [14] ).

Deve-se lembrar que os expoentes de Kasner e as dire-
¢bes dos eixos de Kasner que caracterizam a aproximagao oscila-
toria 3 singularidade no modelc nio-homogénec geral sao fun -
¢bes das coordenadas espaciais e,portanto, vartam de ponto a pon
to no espaco. E claro que esta caracteristica complica muito
uma imagem da situvagao geral, se comparada 2 imagem da situva -
¢do de modelos homogéneos onde cada uma das eras sucessivas de
Kasner- se refere a todo o espago.

Sempre que falamos de solugdes cosmoldgicas das egua-

¢oes de Einstein, temos em mente solugoes para tode o  €spago
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como um todo. Sob este aspecto & de especial interesse o proble
.ma de se a existéncia de pontos singulares leva a quaisquer reg
trigoes sobre as propriedades da geometria espacial. No momen-
to s0 podemos concluir que ndo ha conexdo direta entre o ponto
singular e ser o universo finito ou infinito; isto & demonstra-
do pela existencia de modelos homogéneos abertos e fechados com
pentos singulares oscilatdrios {modetos de tipos VIII e IX)}.
Mas ac mesmo tempo e generalidade da solugao da moti-
vo de crer que ¢ mesmo tipo de regime oscilatdrio descreve tam-
bém ¢ estagio final do colapso gravitacional de um corpo isola-
do sem simetria esférica (sua contragaoc dentro da esfera de
Schwarzschild). Neste problema também surge a questido do acopla
mento das solugoes interna e externa das equagdes de Einstein,
A aproximagado oscilatoria do ponto singular wmodifica
a nogdo de finitude do tempo. Existe um niumero infinito de osci
lagdes entre qualquer instante finito do tempo universal t e o
instante t = 0. Sob este ponto de vista o processo & infinito.
Seria mais apropriade descrever este processo introduzindo, em
vez de t, seu.logaritmo £n t, que estica a evolugdo toda para

Falamos sempre em chegar 3 singularidade na diregdo
decrescente do tempo. No entanto, como as equagoes de Einstein
sdo simgtricas em relagdio 2 inversdo temporal, poderiamos, da
mesma forma, falir em aproximagdo 3 singularidade na diregao
crescente do tempo. Mas como o futuro e o passado ndo sdo fisi-
camente equivalentes, existe uma distingdo fisica essencial en-
.tre os dois casos na propria formulagaoc do problema. Uma singu-
laridade no futuro so pode fazer sentido fisicamente se surgir

para condigdes iniciais arbitrarias especificadas. em qualquer
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instante arbitrario de tempo anterior. Ndo hd motivo porque a
distribuigio de mat&ria ou do campo alcancada em qualquer ins =
tante no processo de evolug¢do do universo deva corresponder a
condigbes especTficas, necessirias para a realizacic de algu-
ma solugdo particular da equacgao gravitacional. Hote-se que es
te argumento, se aplicado ao colapso gravitacional de um corpe
finito, apofa novamente a assergao sobre o modo oscilatoric de
seus estidgios finais.

No que diz respeito 3 questdo da existéncia de wuma
singularidade no passado, uma investigagiio baseada somente nas
equagbes gravitacionais dificitmente pode dar uma resposta defi
nida. Parece natural pensar que a escolha da solugdo correspon-
dente ao universo real estd ligada com alguns requisitos profun
damente fisicos. £ impossivel o estabetecimento destes requisi-
tos, baseando-nos somente na tecria da gravitagdo existente.Eles
sd0 podem ser avaliados no decorrer de futuras sIinteses de teori
as fisicas. Neste sentido, em principio, poderia ocorrer que es
tes requisitos levassem a uma selegdo de algum tipo particular
de singularidade (por exemplo, isotropica). Todavia, por causa
da generalidade do modelo oscilatorio, parece razoavel presumir,
a priori, que & ele que descreve os estagios iniciais da evolu-
¢do do universo.

Enfatizamos mais uma vez que todas as propriedades bd
sicas da solugdo geral das equagdes de Einstein na vizinhanga
da singularidade ndc dependem da presenca ou nio de matéria
Neste sentido, o estagio inicial da expansdo do universo neste
modelo poderia ser chamado de "estagio do vacuo®. Com o desen -
volvimento no tempo o efeito da matéria sobre a evolugao da_mE-

trica cresce gradualmente e, finalmente, se torna predominante.
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E natural! esperar que este efeito leve gradualmente a uma "1so-
tropizagao® do espago e, portanto, a uma aproximagdo as proprie
dades do modelo de Friedmann, que da uma descricdo satisfatoria
dos estagios mais posteriorés da evolugao do universo. Uma revi
sio dos artigos pertinentes estd fora do alcance deste artige.
Uma Ultima observacgdo scbre a questid de em que medi-
da se justifica uma discussao de um “"estado singular” do univer
50 nas bases da teoria de gravitacido existente, Obviamente, os
limites reais de aplicabilidade fisica da equagio de Einstein
em sua forma atual sd podem ser esclarecidos no decorrer de fu-
turas sTnteses de teorias fisica, e neste sentido, o problema
nio pode ser resolvidc no momento. E, no entanto, essencial gque
a teoria_gfavitacional nioc perca sua consisténcia 18gica {ou se
ja, ndo leve a.nenhuma contradigidc interna) para gualquer densi
dade de matéria. Em outras palavras, a teoria, enquantc teoria,
nio & limitada por quaisquer condigdes auto-impostas que pudes-
sem tornar sua aplicagdo para densidades arbitrdrias logicamen-
te invalida e contraditdria. 50 poderiam surgir restrigdes como
resultado de fatores “externos" 3 propria teoria da gravitagio.
Esta circunstancia torna a consideragdo do problema das singula
ridades no contexto da teoria existente, de qualquer forma, for

malmente valida e necessaria.
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10. RESUMO

1 - 0 objetive dos estudos descritos neste artigo @
elucidar as propriedades analiticas da singularidade na solugao
cosmoldgica geral das equagdes de Einstein. O nimerc de fungdes
independentes das coordenadas espaciais "fisicamente arbitrdri-
as" que uma solucdo geral deve conter,& tal que, quaisquer con-
dicoes fisfcas (distribyicic e movimento da matéria, distribui-
¢do do campo gravitacional livre) possam ser satisfeitas no ing
tante de tempo t-to que foi escolhido como instante “inicial" ;
por “fisicamente arbitririo" entendemos que o nimero destas fun
¢Ges nao pode ser reduzido por qualquer escolha do sistema  de
referencia., Este nimeroc @ quatro para o espago vazio, e ofto
para o espago com matéria (§1). Uma solugdo que seja geral nes-
te sentido &, por consequancia, completamente estavel: a aplica
c3o de qualquer perturbacao (ndo necessariamente pequena) @ equi
valente a uma mudanca nas condigdes iniciais, & como a solugdo
geral admite condigdes iniciais arbitririas, a perturbacac ndo

pode modificar o carater da sulugio(*].

**

( )Em artigo que circulou scb a forma de pre—prtnt Barrow ¢ Tipler (BT},ex
pressam dividas quanto ao nimerc de fungGes arbitrarias indicado ser re-
almente suficiente. Eatas diividag parecem ser completamente infundadas,
De qualquer forma, BT nac dao qualquer Lndxcagao quanto ao possivel sig-
nificade das fungoes extras, Ho_mesmo artlgol BT * refutam quage todos
os nossos resultados relativos as solugGes nao-homogeneas. Seus eloquen~
.es argumentos sao: 1) ou irrelevantes ao problema; 2} ou expressoes de
dividas gobre os resultados que sao deduzidos por nds por cilculos anali
ticos e que deveriam ser refutados (se nao incorretos) por ume analise
destes calculos e nao por "papo furado”; 3) chamando a atengao para as
restr1goes que NOS mesmOs Teconhecemos; 4) ou referencias extenslvas a
assercoes tomadas de nossos artlgos anteriores, as quais nos nos furts -
mos. Debater estes argumentos seria uma luta ingldria, e nem tentaremos
fazé-lo aqui. Um leitor _atento e sem preconceitos, pode encontrar respos
tas a todas estas questoes no texto deste nosso artigo.
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2 - Todos os resultados que se seguem, sio formulados
em um sistema de referéncia sincrono, definido pelas condigdes
{(2.1}. Em tais sistemas o determinante do tensor metrico, inevi
tavelmente, vai a zero em tempo finito, como resultado de atin-
gir ou uma singularidade verdadeira, ou uma singularidade fictil
cia, devida meramente 3 intercessdo das linhas de coordenadas
do tempo em alguma hipersuperficie caustica tipo-tempo (§2). A
forma geral da métrica espacial proxima de tal singularidade fic
ticia @ dada por (2.9); contém uma fungdo arbitraria extra como
resultado do carater ficticio da singularidade {(veja a nota no

pe da pagina 937).

3 - Estamos interessados, & claro, em uma singularida
de verdadeira, que nic pode ser removida por qualquer transfor-
magdo do sistema de referéncia. E sabido que a densidade de ma-
téria e os invariantes de curvatura tendem ao infinito em uma
singularidade deste tipo (como fica sempre implicito nas discus
sdes sobre os estdigios fniciais da evolugio do universo). Sem
brejudicar o grau de generalidade, podemos supor que a singula-
ridade & simultanea em todo ¢ espago (ndao hd necessidade de nos
estendermos em uma prova especial desta assergdo, j& que ela &
corroborada pelos resultados, ou seja, a construcidc real da so-
lugdo); assumimos, por convencao, este instante de tempo como
t = 0. 0 procedimento analitico adotado por nds, consiste da
construgas da solugio na vizinhanca temporal da singularidade ,
isto &, na regido de t suficientemente pequeno. Nesta regido ,
nas ocorre a intercessao das linhas de tempo no sistema sincro-

no.
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4 - A solugdo de Friedmann (o modelo isotrdpice) €@ um '
caso partibular de uma classe mais geral de solugdes que contém
trés fungOes fisicamente arbitrarias das coordenadas espaciais
(§3). Nesta solug3o, a métrica espacial e a distribui¢do de ﬁa-
téria sio nio-homogéneas mas a contragao do espago se da de fo;
ma quase-isotropica: as dimensdes lineares decrescem com a'ﬁés-
ma poténcia de t em todas as direcoes. Esta solugdo existe so -
mente para espacgo com matérfa. Fica i.parte da solugao geral.

5 - A construcio da so{ucio geral coméqa por uma geng
ralizacic da métrica de Kasner (4.1), que & uma so]u;io_parficg
lar para um espago Euclideano vazio .homog&neo mas anisotropico
(tipo I de Bianchi). Nesta solugio as distincias lineares de -
crascem com o tempo na vizinhanga da singularidade em duas dire
¢oes como tPz e tpa, e cresce na terceira direciao como t-IP!T
{P, < 0), os "expoentes de Kasner® Py, P,, Py, sendo  sujeitas
a5 relagdes (4.2). Na solugdo generalizada (§4), .05  expoentes
P1sP.Py se referem as tres direcdes (os "eixos de Kasner") da
das pelos vetores £, m, n que sao fungdes das coordenadas espa
ciaisy os expoentes P ,P,.Pq também s3o fungdes destas coorde-
nadas. Na principal aproximagdo em relagio' a “grande variavel
1/t {quando t + 0}, todas as derivadas espaciai; desapareckm
das compénentes 00 e of das equagdes de Einstein, contanto que
a condigiio adicional (4.21) A = (frot2}/v = 0, seja obedecida
{t sendo a dfregio as;ociada ao expoente negativo P,); também
as quantidades relacionadas com a materia desaparecem das equa-
goes nesta aproximagdo. Esta & & razao do cnrater da evoluqao
na vizinhanga da singularidade, no caso nio- homogeneo permane -

cer ¢ mesmo que na solucho homogénea. Também ndo depende da pre
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senga ou ndo de matéria; a matéria s§ altera as relagdes (quese
originam das componentes Oa das equagoes de Einstein) entre as
funcoes espaciais que aparecem nha solucao. Frisamos que . estes
resulttados sdo deduzidos numa detalhada investigagao analftica
das.equacﬁes e n3o subentendem qualquer suposigao a prieri. Mes
mos os proximos termos {os primeiros que se sequem 2o principal)
da expansao da solugie foram investigados; estes termos depen -
dem da presenga de matéria. Deve—ée enfatizar que ao falar de
. materia estamos sempre considerando a equagao de estado ultra -
-relativistica p = /3 {embora atualmente nao exista prova ge-
ral da desigualdade p < /3, também n3o existem teorias realis-
ticas que refutem esta assergio). A soluéio generalizada de Kag'
ner contém uma fungdo fisicamente arbitraria, a menos do que &
necessario para o caso geral: trgs para o espago vazio ou sete

para o espago contendo matéria,

6 - A generalizacdo final € feita rejeitando a condi-
¢ao A = 0 (por consequéncia aumentando de um o nimere de fun -
¢des fndependentes} e investigando a influéncia exercida na eve
lugdo da métrica pelos termos da equagio de Einstein que contém
X. Tal investigagao & feita primeiramente para os casos mails sim
ples de modelos homogéneos dos tipos YIIT e 1X de Bianchi, onde
as quantidades x, p, v (4.10) sdo reduzidas a constantes (§5).
Mostra-se que estes termos levam a uma troca de uma "era de Kas
ner™ com dados valores dos expoentes Pz’ Pm, Pn, por uma era de
Kasner com outros expoentes Pi, Rﬁ’ Pﬁ’ de acordo com 2 regra

"(5.16). Esta regra & um indicador do cariter da solugdo que de-
Ta decorre. A evolugao da métrica espacial na vizinhanca da sin

gularidade em t=0 adquire um complexo cardter oscilatdorio, com-
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posto de uma sucessio infinita de séries de oscilagbes nas quais
as distancias na direcao de dofs eixos oscila e na diregdo do
outro eixo decresce monoton{camente; os volumes decrescem, de
acordo com uma lei proxima a ty- Na transicdao de uma série para
outra, os eixos em cujas diregcdes as distancias decrescem mono-
tonicamente, sao permutados. A introdugdo de matéria neste mode
1o nio modifica a lei de alternancia dos expoentes de Kasner ,
mas introduz uma nova caracteristica: a alternancia das eras de
Kasner se faz acompanhar por certas rotagdes dos eixos de Kas -
ner. Uma descrigao detalhada da evolugio oscilatoria na vizi -

nhanca da singularidade & dada nos §§5 e 7.

7 - Uma propriedade notdvel desta evolugdo & que se
torna expontaneamente estocastica. Isto significa que numa re -
cessio suficiente (na diregio t +~ 0) a partir do instante de tem
po t = tp, Mo qual as condigdes "iniciais® sio prescritas,a evo
lugdo admite uma descrigdo estatistica gue ndo depende destas

condigoes (§8).

B - No caso nithomogEneo geral, a solugdo das equa -
¢0es de Einstein na vizinhanga da singularidade repete, em gran
de parte, as propriedades da solugdo oscilatdria construida pa-
ra modelos homogéneos tipos VIII e IX de Bianchi, com a diferen
¢a que as diregbes dos eixos de Kasner ¢ os valores dos expoen-
tes de Kasner se tornam funcdes das coordenadas espaciais.A lei
de alternincia das eras de Kasner em cada ponto do espago perma
nece & mesma, Tal gemeralizagio do modele homegénec nao impoe

qualquer condig¢dc adicional (do tipo de desigualdades ou o apa-
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recimento de fungBes espacials ou suas derivagbes; veja ‘expan-
sdo detalhada na referencia []Q}){*J. A Gnica suposigdo & que
existe, pelo menos, uma "era de Kasner™, um intervalo de tempo
em que a solugdo generalizada de Kasner & valida; esta §uposi -
gdo &-expressa pelas desigualdades (1.8) na referéncia tlsj |
LLembramos que, eﬁsencia{mente a mesma suposicso e feita para a
construcao da solug¢do oscilatoria das equacEe; {§.1) nos mode -
los homogéneos. Todas as propriédades qualitativas da solugdo
gera)] sio independentes da presenga ou nio de matéria} lembra -
mos nqvamente que supomos p = ¢f3 como.equacio de estado ultra-
~relativistica da matéria (a equagao p=c mudaria a situ#cio e

removerisr as oscilagbes; veja a referdncia [207]).

9 - Para um sistema de equagdes diferenciais ndo line
ares. tal como as equacies de E1nstein. a nocao de solugdo ge -
ral nac € unica. Em principio, podem existir virias solugdes ge
rais, cada uma delas contendo apenas uma parte finita do conjup -
to total de todas as condicoes "iniciais® possTveis. Uma inves-

'tign;ao especial seria necessaria para elucidar o grau de gene-
ralidade das solugdes com uma s1ngularidade em uma hipersuperfi
c¢ie nula ou tipo-tempo. Tambem seria necessaria uma investiga-
¢do especial para esclarecer a questdo de se a existéncia da sin
gularidade do tipo discutido'aﬁu1 impoe qualquer restrig¢io na

geometria espacial global. No momento so podemos concluir que nao

*

( )ContrErio ds diividas expressas por M.A. MacCallum (nas paginas 574-575
da referencia ['191). Sua cbservagdo de que "& dificil ver" porque a sin-
gula'ridade geral na solugao geral & do tipo egpagialmente homog&neo sem
qualquer tentativa de analisar nossos calculos, nao podeums encarar como

uma objegao.
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hi conexdo direta com ser o espago finito ou infinito; isto fi-
ca calro quando se observa que as solugdes chtidas compreendem
modelos homogeneos abertos e fechados (tipos VIII e IX,respectj
vamente}. Também podemps salientar que as condigbes para a
existéncia deste tipo de singularidade aparentemente nio se $o-
brepde as condigdes para a validade dos teoremas de Hawking-
-Penrose [ou pelo menos de alguns delés). Como dito por 5. W.
Hawking e W. Israel, "o Universo deve conter matéria suficiente
para satisfazer 3 principal condigao do teorema  de Hawking
Penrose” (pigina 15 da referéncia [[19] e também referéncia
C217]). tnquanto isso, a singularidade do tipo oscilatorio tam

bem pode existir na solugdac geral na auséncia de matdria.
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